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1.

2.

(1.5 puntos) Los estudiantesalémo curso han decidido vender camisetas para financiar su viaje de
fin de carrera. Planean hacer camisetas de tres tallas: S, M, y L, que van a vender, respectivamen
a 8,9y 10 euros. A ellos, las pediss (S) les cuestan 5 euros, y tanto las medianas (M) como las
grandes (L), 6 euros. Deben pagar las camisetas antes de venderlas, y tienen un presupuesto de Z
euros. La empresa que imprime las camisetas les exige quemara de camisetas de talla L no
supere la mitad del total. Los estudiantes saben quépodmder todas las camisetas que compren.

a) (0.75 puntos) Escribe el modelo que los estudiantes édabesolver para saberantas cami-
setas de cada tipo deben encargar, si quieren maximizar el beneficio total.

b) (0.25 puntos) Escribe el modelo anterior en formarmedar.

c) (0.5 puntos) Una posibilidad es encargar 28 camisetas flagueinguna medianay 10 grandes.
¢ Esésta una soludn kasica factible de la relajam lineal de tu problema?
¢, Qe informacon te da esta solu@h acerca debptimo de tu problema?

Solucion. Usaremos las variables = nUmero de camisetas de talladondei = 1, 2, 3 representan,
respectivamente, las tallas S, M, y L. Los beneficios asociados a las tres tallas (precio - coste) son
3,y 4 euros. El modelo resultante es:

Maximizar 3x; + 3xy + 43
sujeto a 5z + 6x5 + 623 < 200
T1+ To— X3 = 0
x = 0y enteras
La forma esindar de este modelo &er
—Minimizar —3x; — 329 — 425
sujetoa  5xq + 6xy + 623 + 51 = 200
T1+ To— T3—59=020
x > 0yenterass > 0
La solucbn que se nos propone es= (28,0, 10). Las holguras asociadas a esta sd@ngons =
(0, 18). Por tanto, hay un total de tres variables con valores estrictamente positdosdps valen 0,

mientras que en cualquier solanibasica de la relajaon lineal de este problema halires variables
no basicas (cuyo valor es necesariamente 0); es decir, esta@ohaes Bsica, aunqud gs factible.

La solucbnz = (28,0, 10) es una soluéin factible del problema inicial, y tiene un beneficio asociado
de 124 euros. Por tanto, sabemos que el beneficio asociado a lasdlpttima es mayor o igual a
124 euros.

(2.5 puntos) Considera el problema de progratraentera:
Minimizar 3z, + 2z9 + 53

sujeto a Ty —4w3 < 10
1+ To— I3 = 1 (PE)
2331 — T2 2 0

x = 0y enteras



a) (0.5 puntos) Comprueba que la base formadarpgrias holguras correspondientes a la primera
y tercera restricciones proporciona una sdlndactible de (PE).

b) (1 puntos) Resuelve la relajaci lineal de (PE).
c) (0.5 puntos) Genera un corte de Gomory asociado a esta@oluci

d) (0.5 puntos) Describe los siguientes subproblemas que idsh@solver si quieres aplicar el
método de Branch and Bound, ramificando por la primera variable no entera.

Solucion. Las columnas de las variables que nos proponen son linealmente independientes; por tantc
forman una base. Tenemos

0
0
-1

0
0
-1

B = B! =

)

N = O

1
0
0

o = O

1
0
2

Para saber si la solum asociada a esta base es factible para (PE), solo necesitamos comprobar si su
componentes son no negativas y enteras. (Por congirudeila soludn hasica ya sabemos que va
a satisfacer las restricciones, y que l@délrmenos: — m variables con valod.) Se tiene que:

xg=B b=\ 10 | >0.
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Efectivamente, las componentes de esta soluldsica son positivas y enteras, por lo que la soluci
es factible. Aderas, el valor de esta soldci esz = 3.

Para resolver la relajam lineal de (PE) usamos como solutinicial la propuesta en el apartado (a).
Los multiplicadores para esta solagison\ = (0 3 0) y los costes reducidos,= (—1 8 3). z, debe
entrar a la base. La direéri de movimiento viene dada pé¥, = (—1 —1 — 3), y la longitud de
pasox = 2/3 viene determinada p@eg, que debex abandonar la base. Para la nueva baser,, s, },
obtenemos costes reducides= (22 7 1) > 0, por tanto &sta es la basgptima. Los valores de las
variables para esta solucion seh= 1(1 2 0), con holguras* = (28 0 0). El valor de esta solugh
esz* =7/3 ~ 2.33.

Los cortes de Gomory correspondientes a las variahlgsr, son:

>
2

2373 + 252 —+ 253
T3 + So + S3

1
2,
dondes; representa la holgura dedg&sima restricén.

Si quiséramos aplicar el atodo de branch and bound para resolver (PE), ahora gearacs dos

nuevos subproblemas, ramificandoagnLos dos subproblemas que deberemos generar son los que
se obtienenf@adiendo a la relajaonh de (PE) las restricciones < 0y z; > 1, respectivamente.

De todos modos, la solum de la relajadn lineal nos proporciona una cota inferior de 2.33 para

el optimo de nuestro problema. Puesto que todos los coeficientes de la f.0. son enteros, esta cota
puede refinar; sabemos que una cota inferédida es 3. Por otro lado, la soldai del apartado (a) es
entera y tiene coste igual a 3, por lo que podemos concluir que esa es lasojtoina de (PE).

(2.5 puntos) Una empresa quiere reforzar su red interna debfiticca tendiendo nueva fibra entre
dos centros de la misma. Para ello desea utilizar las canalizaciones ya existentes, las cuales tienen |
longitudes que se indican en la tabla siguiente:
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Desde |1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 45
Hasta |2 3 5 3 4 6 45 6 5 6 6
longitud|4 3 5 1 3 5 2 2 5 1 1 3

Puedes suponer que los arcos indicados en la tabla son dirigidos.

a) (1 puntos) Teniendo en cuenta que el coste es proporcional a la longitud del camino de tendi-
do, aplica el algoritmo de Dijkstra para encontrar el recorrido con coagehajo posible que
conecta 1 con 6. Indica las canalizaciones por las que pasa uno de los recuptichas.

b) (1.5 puntos) Si cada segmento de fibra tendida tiene las capacidades que se indican en la tab
siguiente:

Desde 1112 2 2 3 3

Hasta 2 3 5 3 46 45

Capacidaq 2 32 2 2 23222 32

Aplica un algoritmo de flujo raximo exacto para encontrar la capacidad total de la conexi
entre 1y 6 aiscomo los recorridos necesarios para alcanzar dicha capacaachen

3 4 4 5
6 5 6 6

Solucion. Para responder a la primera pregunta aplicaremos el algoritmo de Dijkstra partiendo de las
distancias desde 1 a los dasmodos.

» Las distancias directas desde 1 son

Nodo|1 2 3 4 5 6
ut ‘04300500

La distancia ras corta es la correspondiente a 3, y escogemos ese nodo como referencia.

» Actualizamos las distancias mediantedamula

k1 _ ek kg
u; " = min{ug, ui + dji},

dondej es el nodo de referencia, 3 en este caso.
Obtenemos como nuevos valores (los correspondientes a 1 y 3 no se revisan)

Nodo 1 2 3
u? 0 min{4,3+1} =4 3
Nodo 4 5 6
u? min{oo,3+2} =5 min{5,3+2} =5 min{co,3+5} =38

El siguiente nodo con la distancigascorta es el nodo 2.

= Actualizamos las distancias empleando a 2 como nodo de referencia. Obtenemos como nuevc
valores (los correspondientes a 1, 2 y 3 no se revisan)

Nodo|1 2 3 4 5 6
v |0 4 3 min{5,4+3}=5 min{5,4+00} =5 min{8,4+5} =38
Los siguientes nodos con la distanciasworta son los nodos 4 y 5. Escogemos primero el nodo
4 (obgrvese que el valor del nodo 5 no va a cambiar ya que ninguna longitud es cero o0 menor).

= Actualizamos las distancias empleando a 4 como nodo de referencia en primer lugar y luego &
5. Obtenemos como nuevos valores (solo se revisan los valores correspondientes a 6)

Nodo|1 2 3 4 5 6
' |0 4 3 5 5 mi{8,5+1}=6

3



4 5 6
5 5 min{6,5+3}=6

La distancia ras corta es 6 y se obtiene llegando a 6 desde 4, a 4 desde 3y a 3 desde 1 (los nodos ¢
los que los valores correspondientes se actualizaroblfioa vez).

Para contestar a la segunda pregunta tenemos en cuenta las capacidades de la red y buscamos cam
de aumento de flujo.

= Para buscar estos caminos enviamos flujo desde 1. El flujo que podemos enviar viene dado pc
la tabla siguiente, donde se indica la cantidad de flujo que se puede hacer llegar desde 1 a cac
nodo, y el nodo anterior en el camino

Hasta 1 2 3 4 5 6
Cantidadf c 2 3 2 2 2
Desde - 11 2 1 2
Hacemos llegar por tanto 2 unidades de flujo por el camino 1-2—-6. Restamos ese flujo de las

capacidades disponibles.
Desde 1112 2 2 3 3 3 4 45
Hasta 2 35 3 46 456 56 6
Cap. disp.\ 0 3222402322232
= Repetimos el proceso con las nuevas capacidades y obtenemos

Hasta |1 2 3 4 5 6
Cantidad| oo 3 3 2 2
Desde - 1 3 1 3
Hacemos llegar ahora 2 unidades por el camino 1-3—6. Restamos las capacidades correspo
dientes y tenemos
Desde 1112 2 2 3
Hasta 2 3 5 3 4 6 4
Cap. disp.\ 012220320 2
= Repetimos el proceso con las capacidades revisadas y obtenemos

Hasta |1 2 3 4 5 6

Cantidad| co 11 2 2

Desde - 1 3 15
Hacemos llegar ahora 2 unidades por el camino 1-5—-6. Restamos las capacidades correspo
dientes y tenemos

3 3 4 4 5
5 6 5 6 6
3 2

Desde 111 2 2 2 3 3 3 4 45
Hasta 2 3 53 4 6 45 6 5 6 6
Cap.disp.\o 1 02 2 03 20230
= Repitiendo el proceso
Hasta \ 1 2 3 45 6
Cantidad| oo 1 1 1 1
Desde - 1 3 3 4

Hacemos llegar ahora 1 unidad por el camino 1-3—4—6. Restamos las capacidades correspol
dientes y tenemos



Desde 1 112 2 2 3 3 3 4 45
Hasta 2 35 3 46 456 56 6
Cap.dispJO 0 0 2 2 0 2 2 02 20

= Sirepetimos el proceso tenemos que no nos quedan capacidades para hacer salir flujo desde

y por tanto el flujo naximo es de 7 unidades por los caminos 1-2—6 (2
1-3-4-6 (1).

N

,1-3-6 (2), 1-5-6 (2) y

(2.5 puntos) Una gesfardispone de tres personas que atienderublign; cada una de ellas tarda
una media de 10 minutos en atender a un cliente.

a) (1 puntos) Supongamos que los clientes llegan con una tasa de 15 por hora.
= ¢ Con gé probabilidad un cliente tiene que esperar para ser atendido?
= ¢ Cual es el mimero medio de clientes en la cola?
» ¢ Cual es el tiempo medio de espera en la géafor
b) (1 puntos) Supongamos que se estructura la gastartres servicios: uno dedicado a las gestio-
nes de compra/venta, el segundo para documémdbiNI, pasaportes, carnets de conducir,...)
y el tercero para las restantes gestiones. Ahora, la tasa de llegada de los clientes a cada uno
los servicios es de 5 por hora. Adasj cada uno de los tres empleado& astgnado a uanico
servicio.
= ¢ Con g& probabilidad un cliente tiene que esperar para ser atendido?
= ¢ Cual es el iimero medio de clientes en la cola?
» ¢ Cual es el tiempo medio de cada cliente en la géa®or

¢) (0.5 puntos) ¢ Cal de las 2 alternativas anteriores te pare&s gonveniente? Ragalo.

Puedes ayudarte de alguna de fasrfulas siguientes:

Po Pn L
M/M/1 1—p " po e
1 —(AQ;)HPO; n<s
M/M /s T, EE
G py; m>s
e [REREEREEEEEERE [ERRRERRREY EEREEAKTRRLFREAE
M/M/l/K (p 7£ 1) 1,1,0—1504—1 P Po o ((1,:)()1p,pt<+f) )
M/M/1/K (p=1) ﬁ K;H %
Solucion.

a) El sistema del primer caso es una cola M/M/3 con= 15y ;1 = 6. El factor de carga es
p= ﬁ =5/6 < 1,y por tanto existe el estado estacionario.

» La probabilidad de que un cliente tenga que esperar en el primer caso viene dada por

1_<p0+p1+p2>:1_p0(1+(g)g(gy)

Donde



La probabilidad que se nos pidegg ~ (.70.
= El nUmero medio de clientes en la cola es
A ’ P
(u> 0P 625

L=~~~ = _— ~ 35]clientes
311 —p)2 178

1 L 1 107 :
W =W, + - =-%+4+ - = —— horas~ 24 minutos
@t 1 A + W 267
b) En este apartado tenemos tres colas M/M/1 independientes, todas-edny p = 6. Ahora
p=>5/6<1.

1) Laprobabilidad de que un cliente tenga que esperar sera

5}

2) El nimero medio de clientes en cada cola es

2 25

L= =22
l—p 6

Entre las tres colas tendremos, en media, un totalge= 12.5 clientes esperando.
3)
1 L 1
W=W,+—=-"+-=1hora

BN

c) Con la reestructuragn propuesta se aumentan tanto la probabilidad de que un cliente tenga
gue esperar, como el tiempo que cada cliente pasa en laigegtdenas, en media, elirmero
de clientes que esh esperando para ser atendidos té@mlsied mayor. Por tanto, en lo que al
rendimiento del sistema de colas se refiere, no es aconsejable hacer esta reestmicturaci

5. (1 puntos) Decide si las siguientes dos afirmaciones son verdaderas o falsas razonando tu respuest

a) (0.5 puntos) Para generatimeros aleatorios es necesario generar priméarnenos pseudo-
aleatorios y desps aplicarles la transforma&cei adecuada ség la distribucbn de probabilidad
gue nos interese.

b) (0.5 puntos) Dado un problema de prograrbadineal en forma eé&ndar, cada conjunto de co-
lumnas de la matriz de restricciones que forma una base determina unarsbhsica factible.

Solucion. El primer enunciado es falso. Las secuenciasi{gaeros que obtenemos mediante algo-
ritmos deterministas nunca p@udr ser realmente aleatorios y reciben el nombre(oheenos pseudo-
aleatorios, puesto que pretenden imitar la aleatoriedad. Mediante transformaciofesdesalea-
torios podemos conseguir muestras de variables aleatorias.

El segundo enunciado tan&@ni es falso. En general, cada conjunto de columnas de la matriz de res-
tricciones que forma una base determina una sotuque satisface las restricciones esfeas del
problema, pero no tiene por @wsatisfacer las restricciones de no negatividéb 8n los casos en

los queéstas tami@n se cumplan tendremos soluciones factibles.



