Transformaciones de variables

Si X es una variable discreta e Y = ¢g(X) es
una transformacion, se calcula la funcion de
probabilidad de Y mediante

P(Y =y) = P(9(X) =y) = P(X =g 1(y)).

No obstante, si X es continua, es mas compli-
cada sacar una formula general para |la densi-
dad de Y.

Pero hay algunas reglas para la media y vari-
anza de transformaciones lineales. Vimos antes
en el Teorema 11 algunos resultados para vari-
ables discretas. que también valen para vari-
ables continuas.
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Transformacion lineal

Sea Y = a + bX una transformacion lineal.
Luego se puede observar que si Fy-(-) es la fun-
cion de distribucion de Y,

Fy (y) P(Y <vy)

P(a+bX <y)
P(ng;ba> sib>00

(5

Yy Se a expresado la probabilidad en términos
de la funcion de distribucion de X.

Ademas, existen expresiones sencillas para la
media y varianza de una transformacion lineal.

ElY]
DT[Y]

a+ bE[X]
bDT[X]
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La transformacion tipificante

La transformacion lineal mas importante con-
siste en tipificar una variable aleatoria, X, que
consiste en restarle la media y dividirla por su
desviacion tipica.

En este caso, siendo

X —px
ox

se tiene E[Y] =0y DT[Y] = 1.

Y =
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Sumas vy diferencias de variables

Sean X e Y dos variables con medias uyx vy
py .- Entonces si la sumaes Z = X +Y, e la
diferencia es S = X — Y, se tiene

pwx + py
Hx — QY

HZ
HS

Se dice que dos variables X e Y son indepen-
dientes si

P X=zNnNY =y)=PX =2)P(Y =vy)

para cualquier valor de x e y. En el caso de dos
variables independientes, también existe una
expresion sencilla para la varianza de la suma.

Si X e Y son independientes, se tiene

q
N
Il
ST
SN
+
q
=N
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Preguntas del examen

Ejemplo 151 (Examen de septiembre 2003)
Un asesor financiero ha estimado que las ven-
tas y los costes de algunos productos estan
relacionados con un indice I a través de las
siguientes relaciones:

I+5 25 —1
Costes: C = —_|7_ : Ventas: V = 4 ;
Si el indice I es una variable aleatoria X con
funcion de densidad:
£ 3 <x<15
p— 1087 - - )
I (@) { O, en caso contrario.
a) Calcular la funcion de distribucion del indice
I.
b) Calcular las medias y desviaciones de los
costes, las ventas y los beneficios.
c) Calcular la probabilidad de que el beneficio
sea negativo.

!
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a) Sea 3 <z <15,

F(x) = /xidu

LLuego

y

O sSsiz<3

F(z) =4 £-9 si3<z<15

1
1 Ssi x> 15

\

b) En primer lugar, necesitamos calcular la me-
dia y varianza de X.

326



Tenemos

15 o
15 .2
— / w—daz
3 108

|
(V)
&

N
-IJ W
I — |
OV =

o1

31 |
= 2~ =10,33
3

15 .3
/ g
3 108

432,
117

117 — 10,33°

2 |
= 2 10,22
9

E|X?]

VIX]

Para los costes, tenemos los siguientes resul-
tados.

327



E[C]

VIC]

DT[C]
Para las ventas,

EV]

412

DT[V]

u
1 5
il o1 4
B+ 2
1 31 5
—_ >< —_ —_
’ 3 T ’
4
—6 ~ 2,190
21
12
—“VII
2Vl
02
— =~ ,209
441
456

25 —1

4

2 1
2 _ 2
4 4
11 )
Sl =366
3
1
v
16
23 )
— = ,638
36
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L.os beneficios (B) son ventas menos costes
B =V —-C. Luego, podemos calcular la media

de beneficios en dos maneras:

E[B]

E[V] - E[C]
11 46

3 21

31
— =~ 1,48
21

Igualmente, podriamos escribir

B

E[B]

25 - I+5
4 7
155 — 117

28
155 11

— 5o U]
28 28
31

— ~ 1,48
21
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Para calcular la varianza usamos

V[B]

DT[B]

P(B<0) =

Q

Q

VT
2
(58) VI
1,58

1.26

155 — 11]]

155 — 111
P( <o)

155
p(1>155)

155
1—P<I§1—

D)

28

11

1 — F(14.09)
. 14.092 — 9

216

~ ,122
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Ejemplo 152 E/ desgaste en milimetros (mm)
del relieve de un neumatico es una variable
aleatoria X que puede tomar valores 1,2,3 y 4
mm. Se sabe que el relieve de una rueda nueva
es de 4mm, por lo tanto, el maximo desgaste
que puede tener es de 4 mm. La funcion de
masa de la variable aleatoria X es la siguiente:

m, Six=1

ML sjigx=2
P — T
x (@) < % Sixe=3
max

1o Six=4

a) Calcular el valor de m.

b) Hallar la funcion de distribucion del des-
gaste de un neumatico y dibujarlia.
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c) Si el desgaste del relieve del neumatico es
considerable, ha de cambiarse la rueda. Se
ofrece una subvencion de 1.000 pts por mm
no desgastado. Calcular el coste esperado
de una nueva rueda, sabiendo que en el
mercado una rueda vale 10.000 pts.

d) Se pone en vigor una nueva normativa de
forma que si el desgaste de los nheumaticos
es mayor a una cantidad k, ha de cambiarse
dicha rueda. Calcular k tal que la probabili-
dad de que un individuo tenga que cambiar
las cuatro ruedas sea como mucho 0.1.
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Ejemplo 153 (Examen de junio 2005) Sea la
siguiente funcion de densidad para la variable
aleatoria X :

322
f(:c)z{ 7 para 0O < x <5

O en otro caso

a) Calcular el valor de h. (0.5 puntos)

b) Calcular la esperanza y la varianza para las
siguientes variables aleatorias:

i)Y =—-15+44X (0.4 puntos)

ii) Z=—-15—-4X (0.4 puntos)
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c) Calcular las siguientes probabilidades:

i) PB3< X <4) (0.3 puntos)
i) P(Y < —3) (0.3 puntos)
iii) P(Z < —27) (0.3 puntos)

d) ;Cual es el valor de b tal que P(X > b) =

27 (0.3 puntos)
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