CAPITULO 6. MUESTRAS GRANDES
Para leer

Gelman et al (1995), Capitulo 4, Secciones 4.1
— 4.3 y Apéndice B.

Si la muestra es muy grande, esta claro que
los valores de los parametros de la distribucion
a priori suelen ser poco importantes.

Ejemplo 42 X|u,02 ~ N(u,02). Supongamos
una distribucion inicial conjugada. Entonces,
por ejemplo:

cm + nx

Elulx] = P

cuando n — oo.
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Un teorema central del limite bayesiano

Es normal que los estimadores bayesianos se
aproximen a los estimadores EMV en mues-
tras grandes. Recordamos que la distribucion
de la EMV es aproximadamente normal cuan-
do n — oo. EXisten resultados parecidos para
la distribucidon a posteriori.

Teorema 9 Sea X;|0 ~ f(:|0) con distribucion
a priori f(@). Dados los datos x, cuando n —
o0,

1 0)x ~ N(E[0|x],V[0|x]), suponiendo que la
media y varianza de 6 existen,

2 0|x ~N(0,1(0)~1) donde 6 es la moda de
la distribucion final y 1(0) es la informa-
cion observada

d2
1(0) = ~ g2 log(f(0]x)).
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3 0|x %N’(@,I*(é)_l) donde @ es la EMV de
0, suponiendo que la exista y

d2
"(0) = Ty log(f(x160))

4 0|x ~ N9, " (0)~1) donde

2
I'*(6) = —nBx |5 109(/(X|6))

Se demuestran los resultados del teorema me-
diante una expansion de Taylor de la distribu-
cion a posteriori sobre, por ejemplo 0. Ver Gel-
man et al (1995).

Normalmente, la primera aproximacion sera mejor
que |la segunda vy tercera, vy la ultima sera la pe-
or.

Observacion 20 En muchos casos, la media
Y varianza a posteriori son dificiles de calcular
pero es mucho mas facil evaluar la moda.
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Ejemplo 43 Aproximacion a una distribu-
cion beta. Sea X|0 ~ BZ(n,0) y 60 ~ B(a,3).
Entonces, 0|x ~ B(a+ z,8+n —x).

Sin es grande, se puede aproximar la distribu-
cion a posteriori de 8. Comparamos las cuatro
aproximaciones.

9|X%./\/'( a—+x (a+2)(B+n—1x) )

a+B8+n (a+8+n)(a+B+n+1)
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Calculamos la moda de la distribucion be-
ta.

log f(0]x) c+ (a+x2—1)log(d) +

(B+n—x—1)log(1l —0)
d oz—l—:r;—l_ﬁ—l—n—:r;—l

do 0 1-—6
0 — a+x—1
 a+B8+n-2

es la moda.

Para evaluar la informacion observada, se
tiene

2

_a—l—x—l_ﬁ—l—n—x—l

o log(f(0|x)) = B 10
~ _ atz-—1 B4+n—x—1
0= =+t —a e
(atB+n—2)
(a+x2—-—1)B+n—x—1)
< a+z—1 (oz—l—a:—l)(ﬁ—i—n—x—l))
Olx ~ N :
a+pB8+n—2 (a+068+n—2)3

119



3 El EMV es § = Yy I*(@A) S L uego

x(n—x)
4
d? X n-X
. ngd n(l-—20)
70 = 5+ a 42
_n n
0 (1-06)
3
Y n
70 = x(n — x)

y se tiene la misma aproximacion.

Cuando n >> o + (B las aproximaciones seran
parecidas, pero en muestras pequenas pueden
dar resultados diferentes.
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Ejemplo 44 Supongamos que o« = 3 = 2 y
x = 20, n = 30. Hallamos las aproximaciones

y estimamos P(6 > 0,5|data).

Se tiene 0|x ~ B(22,12) y mediante las tablas
de la funcion beta incompleta, se calcula que

P(6 > 0,5x) = 0,95993.

1.

Se aproxima con

22 22 x 12
34’ 342 x 35
Ahora P(6 > 0,5|x) ~ P(Z > —1,8206) = 0,9660.

Olx ~ N ( ) ~ N(0,64706,0,006525)

21 21 x 11
32’ 3283
P(# > 0,5|x) ~ P(Z > —1,8610) = 0,9686.

Olx ~ N ( ) ~ N(0,65625,0,00705).

20 20 x 10
30" 303
P(0 > 0,5x) ~ P(Z > —1,9365) = 0,9735.

Olx ~ N ( ) ~ N (0,66667,0,00741).
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Ejemplo 45 Supongamos que X|0 ~ P(0) es
el n'mero de llamadas telefonicas que se reciben
por minuto en una empresa grande. Se supone
una distribucion a priori 6 ~ G(2,6). Suponien-
do que se reciben 20 llamadas en 1 hora, esti-
mar la probabilidad a posteriori de que § < 1/2.

La verosimilitud es

600 20 _—600

(600)< e ~ 920,606
20!

y luego la distribucion a posteriori €s

[(0|x) =

f(9|X) x 92_16_696206_609

x 922—16—669

Olx ~ G(22,66)

122



Se tiene E[f|x] = 22 = £ y V[|x] = 62622 = o35

Entonces aproximando la distribucion gamma
por una normal, se tiene

1 1 1
P(O<1/2)x) = P (\/198 (9 - 5) < /198 (5 - §> | x>
~ P(Z <2345) donde Z ~ N(0,1)
~ 0,9905

l.a solucion exacta que se puede calcular en R
es P(6 < 0,5|x) = 0,9825

El siguiente grafico muestra la verdadera den-
sidad a posteriori y la densidad normal.
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Se ve que la densidad gamma es bastante pare-
cida a la normal.
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El siguente ejemplo demuestra la aproximacion
con una muestra pequena.

Ejemplo 46

Dada una muestra x = (4,0 5,5 7,5 4,5 3,0)
de una distribucion Cauchy: C(u,1), vy una dis-
tribucion inicial (impropia) f(u) o< 1, queremos
aproximar a la distribucion a posteriori f(u|x).

Se puede demostrar que Efu|x] = 4,45 y V[u|x] =
0,562 y la siguiente tabla proporciona las «
quantiles de la distribucion exacta y de la aprox-
imacion normal.

o« 25 25 50 75 975
Fexac 3,17 4,07 452 500 6,15
Fnorm 3,08 4,05 455 506 6,02

También, la moda a posteriori es 4,55 y la
informacion esperada I**(?) = 5/2. Luego el
método 4 da la aproximacion N'(4,55,0,4) que
es peor.
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Cuando no se puede aplicar el teorema

EXxisten algunas situaciones cuando no se puede
aplicar el teorema. Por ejemplo

m Si |la densidad a priori del verdadero valor
de 6 es O,

m Si la distribucion a posteriori es impropia,

m Si el modelo no es identificable.
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Ejemplo 47 Supongamos el modelo

f(|01,...,0,) = wig(x]|01) + ... + wrg(x|0f)
una mixtura de k densidades de la misma fa-

milia.

Dados los datos, la verosimilitud sera multi-

modal porque el modelo no es identifiable. Nece-
sitamos restringir el espacio ©, para que el

modelo sea identifiable.

Por ejemplo, podemos suponer que 01 < ... <
0.

Ver Gelman et al (1995) para mas ejemplos.
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