4. PROBABILIDAD CONDICIONADA
Y EL TEOREMA DE BAYES

i Cambiarias de puerta?
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Objetivos

Introducir la probabilidad condicionada y su uso en resolver problemas.
Introducir el concepto de independencia. Estudiar las aplicaciones del teorema
de Bayes y la interpretacién subjetiva de la probabilidad.

Para leer

tiene una pagina util sobre la probabilidad condicionada.
da algunos ejemplos del uso del teorema de Bayes.

Los de Emilio Letdon y su equipo sobre probabilidad condicionada
son muy Utiles.
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http://es.wikipedia.org/wiki/Probabilidad_condicionada
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/8.html
http://halweb.uc3m.es/esp/Personal/personas/bdauria/minivideos/minivideos.xml

La probabilidad condicionada

En el tema 3, seleccionamos un empresario al azar y preguntamos sobre la
probabilidad de que tenga por lo menos dos empresas, suponiendo que fuese
quiosquero.

Ndmero
de empresas
1 2 3 4 Total
Quiosco | 25 15 8 5 53
Tipo de establecimiento Fruteria |15 6 5 0 26
Bar |10 4 5 2 21
Total 50 25 18 7 100
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Miramos sélo los nimeros de empresas de los quiosqueros.

Ndmero

de empresas

1 2 3 4 Total
Quiosco | 25 15 8 5 53

154845 _ 28
Luego, la probabilidad es de == = £=.

Esta probabilidad es una probabilidad condicionada:

P(tenga por lo menos dos empresas suponiendo que fuese quiosquero)

A B

Observamos también que P(A N B) = 25 y que P(B) = 25 y entonces

P(AN B)
P(B)

P(A dado B) =

Teoria Estadistica Elemental |



Definicion formal

Formalmente, para dos sucesos A y B donde P(B) > 0, se define la
probabilidad condicionada de A dado B como

P(AN B)

P(AIB) = =5

Se interpreta la probabilidad como la probabilidad de A suponiendo que B
haya ocurrido.

se ve un ejemplo sencillo del cdlculo de una probabilidad condicionada.
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http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/ejercicio4-1.html

Interpretacion con diagramas Venn

A priori, la probabilidad de A equivale al drea de AN B (en verde) mas el
area de AN B (en azdl) dividido por el drea del espacio muestral (es decir el
tamano de la caja) que es 1.
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Pero si observamos que B ha sucedido, entonces, el tamano muestral se ha
reducido a los sucesos elementales para los cuales B ha ocurrido y luego, la
probabilidad de A es el drea de A N B partido por el area de B.
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La ley de la multiplicacion

En muchas aplicaciones, es util reescribir la férmula para la probabilidad
condicionada de otra manera

P(AN B) = P(A|B)P(B).

Esta féormula es conocida como la ley de la multiplicacion.



La ley de la multiplicacion

En muchas aplicaciones, es util reescribir la férmula para la probabilidad
condicionada de otra manera

P(AN B) = P(A|B)P(B).

Esta féormula es conocida como la ley de la multiplicacion.

Vamos a repartir dos naipes de una baraja espanola.  ;Cudl es la
probabilidad de que ambos sean oros?



La ley de la multiplicacion

En muchas aplicaciones, es util reescribir la férmula para la probabilidad
condicionada de otra manera

P(AN B) = P(A|B)P(B).

Esta féormula es conocida como la ley de la multiplicacion.

Vamos a repartir dos naipes de una baraja espanola.  ;Cudl es la
probabilidad de que ambos sean oros?

Posemos intentar resolver este problema a través de la combinatoria utilizando
la probabilidad hipergeometrica ...

(2)(0) s

b= (40) T T 40x39 52
9
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pero es mucho mas facil utilizando la probabilidad condicionada.

Sea A el suceso de que la segunda carta es oro y B el suceso de que el primer
naipe es de oros.

P(ANnB) = P(AB)P(B)
10
= P(A|B) x 10 Pordueen principio hay 40 naipes y 10 oros
— g X E orque quedan 39 naipes v 9 oros
= 30710 porque q pes'y
3

02
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Ejemplo

En la evaluacion de un programa de capacitacion de ventas, una empresa
descubrio que de los 50 vendedores que recibieron un bono el ano anterior,
20 habian acudido a un programa especial de capacitacion en ventas. La
empresa tiene 200 empleados. Sea B el suceso de que un vendedora recibiera

un bono y S el suceso de que acudieron al programa especial. Hallar P(B),
P(S|B) y P(BNS).



Ejemplo

En la evaluacion de un programa de capacitacion de ventas, una empresa
descubrio que de los 50 vendedores que recibieron un bono el ano anterior,
20 habian acudido a un programa especial de capacitacion en ventas. La
empresa tiene 200 empleados. Sea B el suceso de que un vendedora recibiera

un bono y S el suceso de que acudieron al programa especial. Hallar P(B),
P(S|B) y P(BNS).

P(B) = 2 =1, P(S|B) = 23 = £ y luego,

P(BNS)=P(SNB) = P(S|B)P(B) = —.
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Extendiendo la ley de multiplicacion

Teorema 5
Supongamos que tenemos una secuencia de sucesos, A1, ..., Ag. Entonces,

k
P (ﬂ Ai> — P(AR|A1, ..., Ap_1)xP(Ap_1|A1, ..., Ap_2)X- - -x P(As]| A1) x P(A1)
1=1

Demostracion Se puede demostrar el resultado a través de la induccidén.

Supongamos que k =. Entonces, por la ley de multiplicacién,
P(A1NAy) = P(As|A1)P(Ay).

Ahora supongamos que el resultado es verdad para £ = 1,...,K vy
consideramos un conjunto de K + 1 sucesos, Aq,..., Ax11. Luego:
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K+1
P(ﬂ A,

1=1

|

|

K
P ﬂ A;NAgiq
\ 5~

P(Ax41|B)P(B)

(1w
A

1

K
P <AK+1

"'XP(AQAl)X

K K
ﬂ AZ-) P (ﬂ A7;> por definicidn
1=1 1=1

1

Az> X P <AK

)
/

por la ley de la multiplicacién

K-1
m Az) X P (AKl

=j

K—2
ﬂ Az) X
i=1
P(A1) por el supuesto de induccién

lo que implica que la ley de la multiplicacién es vdlida también para K + 1
sucesos, y entonces es valida para cualquier conjunto de sucesos.

[]
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Ejemplo: Jugando al poquér

s Cudl es la probabilidad de obtener una escalera real de un palo?

p = P(primeracartaes10JQKoA) x
P(segunda es real distinta y del mismo palo que la primera|primera carta) x
x P(tercera es real distinta del mismo palo que las primeras dos|primeras 2) x
P(cuarta es real distinta del mismo palo que las primeras tres|primeras 3)

x P(quinta es real distinta del mismo palo que las primeras cuatro|primeras 4)

20 4 3 2 1
— ~AI 154
52><51><5O><49><48 0.0000015
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El problema del cumpleaiios (otra vez)

Ya hemos resuelto el problema utilizando métodos de combinatoria pero es
mas facil utilizar probabilidades condicionadas.

Supongamos que tenemos k personas. Definimos A; como el suceso de que
el cumpleanos de persona i sea distinto a los cumpleanos de personas 1 hasta
1 — 1 para1=2,...,k. Entonces,

k
P ﬂ A; es la probabilidad de que todos los cumpleanos sean distintos.
i=2
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_ p(Ak

365 — k41 " 363 364

k—1
M Ai> x - X P(Ag|As) x P(As)

k—1
ﬂAz X"'XP(Ag‘AQ)X@
. 365

hl 263 364
ﬂ A; | X+ X X
I 365~ 365

365

X X
365 365

365 —k+1 363 364 365
X...><

365

X X
360 365 365

365!

(365 — k)!365F

que es la misma probabilidad que

calculamos antes.
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Independencia

Supongamos que tiramos dos monedas equilibradas una tras otra.
Intuitivamente, el resultado de la primera tirada no influye en el resultado
de la sequnda tirada. Entonces, siendo A el suceso de que la primera tirada
salga cruz, y B el suceso de que la sequnda tirada sea cruz, entonces,

1 - P(AN B)
3 = PUBIA) = P(B) = =5 5

— P(B) = P(ANB) = P(A)P(B) = %

Formalmente, se dice que dos sucesos, A y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B).
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Obviamente, si P(A) > 0, esta definicién implica que
P(B|A) = P(B)

es decir la informacién de que A ha ocurrido no cambia la probabilidad de B.
Ademids, si P(B) > 0, independencia implica que

P(A) = P(A|B)

y la informacién que B ha ocurrido no afecta la probabilidad de A.

Intentamos
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http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/ejercicio5-1.html

Teorema 6
Si Ay B son independientes, entonces

P(ANB) =
P(ANB) =

P(ANB) =



Teorema 6
Si Ay B son independientes, entonces

P(ANB) = P(A)P(B)
P(ANB) = P(A)P(B)
P(ANB) = P(A)P(B)

Demostracion Sélo demostramos el primer resultado.

P(A) = P(ANnB)+ P(ANB)
P(ANnB) = P(A) - P(ANB)
= P(A)— P(A)P(B) si Ay B son independientes
= P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B)
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Independencia e incompatibilidad

s Pueden dos sucesos incompatibles ser independientes?



Independencia e incompatibilidad

s Pueden dos sucesos incompatibles ser independientes?

Para dos sucesos incompatibles, AN B =¢y P(AN B) =0, y entonces, sélo
pueden ser independientes en el caso de que alguno de ellos tiene probabilidad
Ccero.

Incompatibilidad es casi lo opuesto a independencia.
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Secuencias de sucesos independientes

Supongamos ahora que tenemos una secuencia de sucesos, A, As, ..., A,. En
este caso, es natural generalizar la definicién de independencia para decir que
los sucesos son independientes si

o (A1) - TTr
1=1 1=1

Pero esta definicidn séla puede no ser suficiente.
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Ejemplo

Haremos un experimento con espacio muestral Q@ = {wq,...,ws} donde
cada suceso elemental tiene probabilidad 1/8. Sea A = {wi,ws,ws,ws},
B = {w4,ws,ws, w7} y C = {wy,wg, wr,ws }.



Ejemplo

Haremos un experimento con espacio muestral Q@ = {wq,...,ws} donde
cada suceso elemental tiene probabilidad 1/8. Sea A = {wi,ws,ws,ws},
B = {w4,ws,ws, w7} y C = {wy,wg, wr,ws }.

Luego P(A) = P(B)=P(C) =2y ANBNC ={ws}y
P(ANBNC) = é _ P(A)P(B)P(C).

No obstante, AN B ={ws4}y P(AN B) # P(A)P(B).

lgualmente, P(ANC) # P(A)P(C)y P(BNC) # P(B)P(C) y los sucesos
no son independientes por parejas.

Tampoco la condicién de independencia entre parejas de sucesos seria suficiente
de asegurar independencia entre triples, etc.
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Ejemplo

Consideramos un experimento con espacio muestral = {wi,ws,ws, wat y
supongamos que cada suceso elemental tiene probabilidad %. Defintmos los
sucesos A = {wi,wa}, B ={wi,w3} y C = {wi,ws}.



Ejemplo

Consideramos un experimento con espacio muestral = {wi,ws,ws, wat y
supongamos que cada suceso elemental tiene probabilidad i. Defintmos los

sucesos A = {wy,wa}, B ={wi,ws} y C ={wi,ws}.
Entonces,
{wi} = AnB=AnC=BnC
1
- = P(AnB)=P(ANnC)=P(BNC)

4
(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C)

I
i

y luego, A, B y C son independientes en parejas.

No obstante, AN BN C = ¢ y claramente,

% — P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C) = %
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Necesitamos suponer que los pares de sucesos son independientes, tal que
P(A; N A7) = P(A)P(A;) parai # j
y los triples,
P(4; N A; N Ax) = P(A)P(A;))P(A) parai# j # &

y todos los subconjuntos.

Formalmente, se dice que los sucesos, Ai,...,A, son mutuamente
independientes si para cada subconjunto, A;,,..., A; entonces
P(AzlﬂﬂAzj) :P(Azl) X oo XP(AZJ)

para 1 <i3 <9 <---<i; <n,jE{2,...,n}.
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La probabilidad geométrica

Supongamos que tiramos una moneda con P(cruz) = p hasta observar la
primera cruz. ;Cudl es la probabilidad de que necesitemos lanzar la moneda
x veces?



La probabilidad geométrica

Supongamos que tiramos una moneda con P(cruz) = p hasta observar la
primera cruz. ;Cudl es la probabilidad de que necesitemos lanzar la moneda
x veces?

Obviamente, si * = 1, tenemos P(primer lanzamiento sale cruz) = p y si
x = 2, suponiendo independencia entre las tiradas,

P(primer lanzamiento sale cara y segundo sale cruz) = P(cara)P(cruz) = (1—p)p.

Mas generalmente, si necesitamos lanzar la moneda x veces, entonces esto
implica que observamos x — 1 caras seguidas por un cruz y

P(cara, ..., cara,cruz) = P(cara) X --- x P(cara) x P(cruz)

= (1-p)*'p

Esta probabilidad es una probabilidad geométrica. Ver el tema 6.
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La probabilidad binomial

Supongamos que vamos a tirar una moneda con P(cruz) = p un nimero,
n, de veces. ;Cudl es la probabilidad de observar erxactamente x cruces?



La probabilidad binomial

Supongamos que vamos a tirar una moneda con P(cruz) = p un nimero,
n, de veces. ;Cudl es la probabilidad de observar erxactamente x cruces?

Consideramos en primer lugar la probabilidad de la secuencia

P({cruz,...,cruz,cara,...,cara}).

' '
x n—Ix

Se tiene

prob. = P(cruz) x --- x P(cruz) x P(cara) x --- x P(cara)

= px- - xXpXx(l—p)x--x(1-p)
= p"(1—p)"™* paraxe{l,2,...,00}.
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lgualmente, cualquier secuencia de x cruces tiene la misma probabilidad
utilizando los mismos argumentos. Luego

P(x cruces) = nudmero de secuencias de x cruces y n — x caras x p*(1 —p)"~*
— ( Z )px(l —p)"* parax €{0,1,2,...,n}.

Esta férmula es la versidn mas general (para monedas sesgadas) de la
probabilidad binomial que derivamos en el tema 3.
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Ejemplos

Tenemos una moneda con P(cruz) = 0.4,

a. Hallar la probabilidad de que la primera cruz salga en la tercera vez que
lanzamos la moneda.

b. St lanzamos la moneda 3 wveces, jcudl es la probabilidad de que
observemos exactamente 1 cruz?



Ejemplos

Tenemos una moneda con P(cruz) = 0.4,

a. Hallar la probabilidad de que la primera cruz salga en la tercera vez que
lanzamos la moneda.

b. St lanzamos la moneda 3 wveces, jcudl es la probabilidad de que
observemos exactamente 1 cruz?

a. La primera probabilidad es geométrica:

p=(1-04)%x0.4=0.144.
b. y la segunda es binomial

p= ( ?1’ ) 0.4'(1 —0.4)* =3 x 0.4 x 0.36 = 0.432.
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La ley de la probabilidad total

Recordamos que para dos sucesos, Ay B, se tiene
A = (ANnB)U(ANB)

P(A) = P(ANB)+ P(ANB) v, por laley de multiplicacién
= P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B)
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Ejemplo

El 42% de la poblacion activa de cierto pais estda formada por mujeres. Se
sabe que un 24 % de las mujeres y un 16% de los hombres estdn en el paro.

s Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar de la poblacion
activa en esta pais esté en el paro?



Ejemplo

El 42% de la poblacion activa de cierto pais estda formada por mujeres. Se
sabe que un 24 % de las mujeres y un 16% de los hombres estdn en el paro.

s Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar de la poblacion
activa en esta pais esté en el paro?

Sea M el suceso de que la persona fuese mujer y H hombre. Luego,

P(M)=042 P(H)=P(M)=1-0.42=0.58.
Sea P el suceso de que la persona esté en el paro. Entonces

P(P|M) =024 P(P|H) = 0.16.
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Utilizando la ley de |la probabilidad total tenemos

P(P) = P(P|M)P(M)+ P(P|H)P(H)
= 0.24 x 0.42 4 0.16 x 0.58
0.1936

A menudo, es util representar el problema en forma de diagrama. Hay dos
métodos posibles; el uso de diagramas de Venn y los arboles de probabilidad.
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Resolucion con diagramas Venn

Se divide el mundo en hombres y mujeres

mujer

hombre

ek 0.58
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Resolucion con diagramas Venn

Ahora se dividen las mujeres en trabajadoras y paradas

mujer
trabajadora

0.76

hombre

0.24 || mujer parada
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Resolucion con diagramas Venn

y también se dividen los hombres.

mujer
trabajadora

mujer parada

hombre trabajador

hombre parado

0.84

0.16
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Resolucion con diagramas Venn

y al final, se evalia el drea del diagrama correspondiente a los parados.

mujer parada
A hombre parado

p=0.42 x 0.24 4 0.58 X 0.16 = 0.1936
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Resolucion con arboles de probabilidad

Se construyen las primeras dos ramas del arbol, que dividen hombres y mujeres.

Teoria Estadistica Elemental |



Resolucion con arboles de probabilidad

Ahora se dividen las mujeres en trabajadoras y paradas.

parada

0.24

0.76
trabajadora
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Resolucion con arboles de probabilidad

y se hace lo mismo para los hombres.

trabajadora
0.84

0.16
parada

parada
0.24

0.76
trabajadora
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Resolucion con arboles de probabilidad

y al final, miramos las ramas asociadas con parados.

trabajadora
ﬂ.m
hombre 0.16
0.58 parada
0.42 parada
mujer 0.24

trabajadora

La probabilidad final es

p=0.42 x0.24 4 0.58 X 0.16 = 0.1936
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Particiones

Se dicen que una serie de sucesos, By, ..., By forman una particion del espacio
muestral si todos los sucesos son incompatibles, y luego B; N B; = ¢ para
todo 1 < i # 53 < k y si ademis, Ule B, = ). Una particién es una divisiéon
del espacio muestral en distintos bloques.
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Generalizacion de la ley de la probabilidad total

Supongamos que los sucesos Bj,..., By forman una particion del espacio
muestral. Entonces, para un suceso A, tenemos ...
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P(A) = ) P(ANB)

K
= ZP(A’B@)P(B@')
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Ejemplo

En una fdbrica se embalan (en cajas) galletas en 4 cadenas de montaje; Aq,
Ao, As y Ay. ElL 35% de la produccion total se embala en la cadena Aq vy el
20%, 24% vy 21% en Ao, As y Ay respectivamente. Los datos indican que
no se embalan correctamente un porcentaje pequeno de las cajas; el 1% de

Aq, el 8% de As, el 2.5% de As y el 2% de Ay. ;Cudl es la probabilidad de
que una caja elegida al azar de la produccion total sea defectuosa?


http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/ejercicio7-1.html
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/ejercicio7-2.html

Ejemplo

En una fdbrica se embalan (en cajas) galletas en 4 cadenas de montaje; Aq,
Ao, As y Ay. ElL 35% de la produccion total se embala en la cadena Aq vy el
20%, 24% vy 21% en Ao, As y Ay respectivamente. Los datos indican que
no se embalan correctamente un porcentaje pequeno de las cajas; el 1% de
Aq, el 8% de As, el 2.5% de As y el 2% de Ay. ;Cudl es la probabilidad de

que una caja elegida al azar de la produccion total sea defectuosa?

Sea D = defectuosa. Luego

P(D) ZP(D|A7;)P(A7;)

= .01 x.354 .03 x .20+ .025 x .24 + .02 x .21 = .0197

Hay mas ejercicios y
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El teorema de Bayes

Volvemos al ejemplo sobre el paro. Supongamos que se elige un adulto al
azar para rellenar un formulario y se observa que no tiene trabajo. ?Cudl
es la probabilidad de que la persona elegida sea mujer?



El teorema de Bayes

Volvemos al ejemplo sobre el paro. Supongamos que se elige un adulto al
azar para rellenar un formulario y se observa que no tiene trabajo. ?Cudl
es la probabilidad de que la persona elegida sea mujer?

Queremos calcular

P(M N P)
P(P)
P(P|M)P(M)
P(P)
0.24 x 0.42

0.1936
~ (0.521

P(M|P) =
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En resolver este ejercicio, hemos empleado el teorema (o la regla) de Bayes.

Teorema 7
Para dos sucesos, Ay B donde P(A) > 0, se tiene

P(A|B)P(B)
P(A)

P(B|A) =

Demostracion
P(A|B)P(B)  P(ANDB)
P(A) - P4
= P(B|A) por definicién de la probabilidad condicionada.

por la ley de la multiplicacién

[]
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Observamos que podemos escribir el teorema de varias maneras. En primer
lugar,

P(B|A) = PAB)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
y en segundo lugar, si By,..., B forman una particidn,

S P(A|B)P(B;)

para j=1,...,k.
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Voluviendo al Ejemplo de las galletas, supongamos que descubrimos que una
caja es defectuosa. Calculamos la probabilidad de que la caja provenga de
la cadena Aj.



Voluviendo al Ejemplo de las galletas, supongamos que descubrimos que una
caja es defectuosa. Calculamos la probabilidad de que la caja provenga de
la cadena Aj.

P(4i|D) = P(D) ~0.0197

~ 0.1777




Voluviendo al Ejemplo de las galletas, supongamos que descubrimos que una
caja es defectuosa. Calculamos la probabilidad de que la caja provenga de
la cadena Aj.

P(D) - 0.0197

P(A;|D) = ~ 0.1777

s Cudles son las probabilidades de que provenga de cada de las cadenas 2, 3
Y 47
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Ejemplos

Podemos intentar resolver estos dos ejercicios.
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El juego de Monty Hall

La proporciona una buena descripcion del juego.

En podemos ver una simulacién del juego.
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http://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Monty_Hall
http://www.stat.sc.edu/~west/javahtml/LetsMakeaDeal.html

La probabilidad subjetiva

e Probabilidad es una medida del grado de incertidumbre subjetivo de una
persona.

e Todos podemos tener nuestras propias (y distintas) probabilidades.
e Usamos el teorema de Bayes para cambiar nuestras probabilidades.
e Es una definicién mucho mas amplia de la probabilidad.

e La critica mas general es que perdemos la objetividad.
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