. CONCEPTOS BASICOS DE LA
PROBABILIDAD

Un diagrama de Venn



Objetivos

Introducir los conceptos basicos de experimentos y sucesos, y la definicién
axiomatica y propiedades de la probabilidad.

Para leer

Secciones 1-3 en:

http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/matematicas-28.html

Secciones 1-4 de la materia sobre probabilidad en:

http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0278-01/inicio.html



Indice
a) Fendmeno aleatorio, espacio muestral, relaciones entre sucesos.
b) Conjuntos y diagramas de Venn.
c) Axiomatica de Kolmogorov.
d) Propiedades elementales de la probabilidad.

e) Interpretacién de probabilidad como frecuencia.



Definiciones basicas

Como comentado anteriormente, la probabilidad trata de medir el
incertidumbre. A menudo, las situaciones de incertidumbre surgen cuando
hacemos experimentos o fenomenos aleatorios.

Ejemplos de experimentos:

a) Lanzar una moneda dos veces y anotar los resultados de cada tirada.
b) Lanzar dos dados y anotar la suma de los puntos obtenidos.

c) Observar el numero de cartas que recibe una empresa en una SemMana.

d) Medir la tasa de inflacion al final del ano.


http://es.wikipedia.org/wiki/Fen%C3%B3meno_aleatorio

El espacio muestral y los sucesos elementales

El espacio muestral, €2, es el conjunto de todos los posibles resultados del

experimento. A los elementos de ()2 se denominan elementos o sucesos
elementales.

a) Q={XX, XC,CX,CC}.
b) Q=1{2,3,...,12}.
c) 2=1{0,1,2,...}.

d) Q= (—00,00).

El espacio muestral puede ser discreta (a),b),c)) o continuo (d) y finito (a),b))
o infinito (c¢),d)).



Sucesos

Un suceso, S, es cualquier subconjunto del espacio muestral.

a) Las dos tiradas salen distintas: S ={XC,CX}.
b) La suma es un numero primo: S ={2,3,5,7,11}.
c) Se reciben menos de 100 cartas: S ={0,1,2,...,99}.

d) Hay deflacion: S = (—00,0).

Dos sucesos importantes son el suceso imposible o vacio, ¢ = {} y el suceso
sequro, §).



El conjunto de sucesos

Se puede definir el conjunto, o, de todos los sucesos posibles.

a)

o = {6, {XX},{XC},{CX},{CO} {XX,XC} {XX,OCX},{XX,CCY,
(XC,CXY,{XC,CCY,{CX,CO} {XX,XC,CX),
(XX,CX,CCY, {XC,CX,CCY, 0}

El numero de sucesos en S es de |o| = 32.



.Cudl es el tamano de o?

Obviamente, si el espacio muestral es infinito o continuo, el nimero de
subconjuntos del espacio serd infinito. Pero jqué pasa en el caso finito?

Q={1} = 0= {6, {1}} = |o| =2

Q={1,2} = o ={¢,{1},{2},{1,2}} = [o| =4
0 =1{1,2,3t = 0 ={¢, {1}, 12}, 3}, 11,2}, {1, 3},12, 3}, {1, 2, 3}}

y luego |o| = 8.

M4ds generalmente, si {2 contiene n elementos, entonces |o| = 2".



Conjuntos y diagramas de Venn

Operaciones con sucesos

Union. Para dos sucesos, S1 y So entonces S; U S5 es el suceso formado
por todos los sucesos elementales en 57 y Ss.

Interseccion. S1 N Sy es el suceso formado por todos los elementos que
son, a la vez de 57 y 9.
Dos sucesos se llaman incompatibles si no tienen ningln elemento en

comtn, es decir que S; N .Sy = ¢.

Diferencia. S1\ S es el suceso formado por todos los sucesos elementales
en S7 que no son de 95s.

Suceso contrario. El suceso S =\ S es el suceso contrario de S.

Obviamente, se tiene S; \ Sy = 51 N So.



b) S = la suma es numero primo. V = la suma es mayor de 6.
Entonces:

S = {2.3,57,11}
vV = {7,8,9,10,11,12}
SUV = {2,3,5,7,8,9,10,11,12}

SNV = {7,11}

S\V = {2,3,5}

V\S = {8,9,10,12}

= {4,6,8,9,10,12}
= {2,3,4,5,6}

<|
|

Intentamos resolver este ejemplo.


http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/ejercicio2p1-2.html

Propiedades de las operadores

as operaciones de unidn e interseccidon cumplen ciertas propiedades, resumidas
aqui.

Se pueden utilizar estas propiedades para demostrar algunos resultados sobre

conjuntos.

Para dos sucesos, S7 y S5 se tiene:

S1 = (S1NSy)u (S NSy)
(S1NSe) U (S7\ S2)


http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/2.html

Utilizando la ley distributiva,

2 B
(51NS)U(SI N Sy) = ((S1NS)US)N((S1NSy)USy)

= SN ((51N82)USs) usando la simplificacién
— (Sl M (Sl M Sg)) U (Sl M gg) la Iey distributiva
= (51N S2)U(S51NS5)



Diagramas de Venn

Se representa el espacio muestral con un cuadro.




y los sucesos con circulos.

W}




Se pueden incluir varios sucesos a la vez.




y ilustrar los distintos componentes.




y ilustrar los distintos componentes.




y ilustrar los distintos componentes.




y ilustrar los distintos componentes.




y verificar algunas reglas de conjuntos.

Uno de las leyes de De Morgan dice que S1US,=851N5S,.
El otro dice que 51 NSy =S USs.




Probabilidad

Hay muchas interpretaciones de la probabilidad:

e La interpretacidn cldsica: para juegos justos.

e La interpretacidn frecuentista: probabilidad como frecuencia.

e La interpretacion subjetiva: probabilidad como grado de creencia.
e La interpretacion logica: extendiendo la interpretacién clasica

e Propensiones.

Todas las interpretaciones (salvo quizds propensiones) cumplen las mismas
leyes o axiomas de Kolmogorov.



Los axiomas de Kolmogorov

Dado un espacio muestral, €2, una o-dlgebra de subconjuntos, o, entonces la
funcién P : 0 — R es una funcion de probabilidad sobre (€2, ) si cumple los

siguientes axiomas:

1. P(S) > 0 para cualquier suceso S.
2. P(Q) =1.

3. Si51,55,...,85, son sucesos incompatibles, entonces

P(S1USU....S,) => P(S).
1=1



Propiedades elementales de la probabilidad

Se utilizan las leyes de la probabilidad y la teoria de conjuntos para demostrar
las propiedades de la probabilidad.

P(?) =1— P(9).
Para cualquier suceso, S, se tiene Q =SUSy luego
P(Q) = P(SuUS)

1 = P(S)+ P(S) poraxiomas?2y 3
P(S) = 1-P(S)



Ejercicio.

Para cualquier suceso, S, se tiene 0 < P(5) < 1.

Dado que P(S) > 0 por el axioma 1, el Teorema 1 implica que
P(S) <1 y entonces, para cualquier suceso S, se sabe que 0 < P(S) < 1.



La probabilidad de S7 U S5

P(Sl U SQ) = P(Sl) + P(SQ) — P(Sl M SQ)

En primer lugar, observamos que

Si = (S1NSy)u(S;NSy) porel Lemal
= (S1NS)U(S1\S2) vy entonces
P(S1) = P(((S1NS2)U(S51\52))
= P(S1NS2)+ P(S1\ S2) por el axioma 3, y entonces
P(S1\ S2) = P(S1)— P(S51N5Sy).

Igualmente, P(SQ \ Sl) = P(Sg) — P(Sl M Sg)



S1USy = (S1\S2)U(S1NS2)U(Ss\ S1)
P(S1USy) = P((S1\S2)U(S1NS)U(S:\ S1))
= P(51\52) + P(S1NSs)+ P(S2\ S1) por el axioma 3
= (P(S1) — P(S1NS2))+ P(S1NS2) + (P(S2) — P(S1NS?))
= P(S1)+ P(S2) — P(51NSs)



Ejemplo

En una baraja hemos suprimido varia cartas. Entre las que quedan, se dan
las siguientes probabilidades de ser extraidas:

P(REY) = 0.15, P(BASTOS) = 0.3, P(carta que no sea REY ni BASTOS) = 0.6

sEsta entre ellas el REY de BASTOS? En caso afirmativo, da su
probabilidad.

Se tiene RN B = RUDB por la ley de De Morgan. Luego, P(RUB) =
1—-0.6=04.

Ahora, por el Teorema 2, se tiene P(RUB) = P(R)+ P(B) — P(RNB) y
entonces 0.4 = 0.3+ 0.15 — P(RN B), es decir que P(RN B) = 0.05.



Extendiendo el argumento: P(S; U Se U S3) etc.

P(S1US,US3) = P(Si)+ P(Ss) + P(Ss)
—P(S1NSs) — P(S1 N S3) — P(Ss N S3)
+P(S1 NSy Ss)

Demostrando este resultado utilizando la teoria de conjuntos es un lio pero:



S1US,US; = S;U(SyUSs)
P(S1USUS3) = P(S1)+ P(S2US3) — P(S1N(S2U83))
= P(51) + P(52) + P(S3) — P(52N S3) —
((S1NS2) U (S1NS3))
(51)
(
)

I
T T

S1) + P(Ss) + P(S3) — P(S5 N Ss)
—(P(S1NS3)+ P(S1NS3)— P((S1NS2)N(S1NS3)))
= P(S1) + P(S3) + P(S3)
—P(S1N8S3) — P(S1NS3) — P(S2NS3)
+P(5, N S,NSs)



Se puede hacer el resultado para cuatro sucesos (0 mas)

4 4 4
P(S1US:US;USs) = > P(S)—Y > P(SinS;)
i=1 i=1 j=2:5>i

4 4 4
+Y Y ) P(SinS; NSk

i=1 j=2:5>i k=3:k>j

—P(S1NS;NS3N8y)




Ejercicios

Demostar que para dos sucesos A y B, se tiene

P(ANB)=1-P(A) — P(B)+ P(ANB).

Se tiene

1-P(A)—P(B)+ P(ANnB) = 1-[P(A)+ P(B)— P(AN B)]
= 1—P(AUB) porel Teorema 2
= P(AUB) porel Teorema 1
= P(ANB) porlaley de De Morgan.



Demostrar que la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los sucesos
Ay B es
P(A)+ P(B) —2P(AN B).

Recordamos que para un suceso E/, se tiene

E = (ENF)U(ENF) usando la Lema 1y luego
P(E) = P(ENF)+P(ENF) porque los dos sucesos son incompatibles, y
P(ENF) = P(E)—P(ANF) reordenando.
Ahora,
P(A)+ P(B)—2P(AnB) = [P(A)—P(ANB)|+[P(B)— P(ANB)]

= P(ANB)+ P(ANB)
= P((ANB)U(AnB))

que es la probabilidad de que exactamente uno de los dos sucesos ocurra.



La interpretacion frecuentista de la probabilidad

Claramente, las frecuencias relativas o proporciones cumplen las mismas
propiedades que las probabilidades.

Ademas, se observa que si se repite un experimento muchas veces, por ejemplo

tiradas de una moneda, entonces la frecuencia relativa de cruces tiende a
acercarse a un limite. Ver el COIN TOSS LLN Ezperiment de SOCR.

Formalmente, supongamos que se puede repetir un experimento aleatoria bajo
las mismas condiciones. Entonces, se define la probabilidad de un suceso, 5,

como
n;(S)

== ()

donde n;(S) es el nimero de veces que ocurre S en 7 repeticiones del
experimento y f;(S) es la frecuencia relativa.

P(S) = lim


http://www.socr.ucla.edu/htmls/SOCR_Experiments.html

Criticas

e ;En qué se basa el supuesto de que la frecuencia vaya a un limite?
e Nunca podemos repetir un experimento tantas veces.

e No es una definicién muy util en la practica porque no da una medida a
priort del incertidumbre.

e Sélo permite el uso de la probabilidad en situaciones de experimentos vy
espacios muestrales claramente definidos.

No obstante, hay muchas situaciones de incertidumbre que no caben en la
definicidn frecuentista de |la probabilidad.

sHabia vida en Marte hace un billon de anos?





