Regresion

Se han visto algunos ejemplos donde parece
que haya una relacion aproximadamente lineal
entre dos variables. Supongamos que quere-
mos estimar la relacion entre las dos variables.
i COMo ajustamos una recta a los datos?

Un modelo para representar una relacion aprox-
imadamente lineal es

y=a-+pr—+e¢

donde € es un error de prediccion.

En esta formulacion, y es la variable depen-
dente cuya valor depende del valor de la vari-
able independiente zx.
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Minimos Cuadrados

Dada una muestra de datos (z1,vy1),..., (Tn, yn)
queremos utilizar la recta que se ajusta mejor.

Si ajustamos una recta y = a + bx a los datos
de la muestra, entonces |os residuos O errores
de prediccion son

r; = yi — (a + bx;)

parai=1,...,n.

De alguna manera, la recta que se ajusta mejor
es la que minimiza el error total. Pero 7como
definimos el error total?

Usamos la suma de errores cuadrados E(a,b) =

n 2
=177

148



Teorema 6 Para una muestra de datos bivari-
antes (z1,v1),...,(xn,yn), la recta de forma
y = a + bx que minimiza la suma de errores
cuadrados Y-, (y; — a — bx;)? tiene

S

b = —
S.CU

a = y—bx

Demostracion (sélo para matematicos)

Supongamos que ajustamos la recta y = a—+bx.
Queremos minimizar el valor de E(a,b). Recor-
damos que en el minimo se tiene

0F _ 08 _
Oa  Ob

Recordamos que E = Z?Zl(yi—a—bxi)z. Luego
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OF
oa

—2 Z(yi —a —bx;) vy al minimo se tiene
i=1

-2 zn:(yi —a — bx;)
=1

—2 (ny — na — nbx)
y — bx

n
—Qin(yi—a—bxi) y al minimo,
i=1

—2 (i Ty — z”: z;(a + bxz)>
i=1 i=1

Z xi(a 4+ bx;)
i=1
Z x;(y — bx + bx;) sustituyendo por a
i=1
nry + b (Z r? — n52>
i=1

n — —
Zizl TiYi — NTY

n 2 . =2
=1 %] — 1T

2 2
nsz Sz
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Ejemplo 72 Se quiere probar la elasticidad de
un muelle. Con este objetivo, se sometio el
muelle a varios niveles de fuerza (x Newtons) y
se midio la extension total del muelle (y mm)
en cada caso.

fuerza 0,1 0,1 0,2 0,2 0,3 0,3 0,4 0,4 0,5
extension 18 11 25 22 35 50 54 45 52

Diagrama de dispersion de extension frente a fuerza
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El diagrama de dispersion sugiere que existe
una relacion casi lineal entre fuerza y exten-
sion. Para predecir la extension del muelle en
torno de la fuerza aplicada, aplicamos el model
de regresion

y=a-+ fr+e

Dados los datos de la muestra, hallamos la rec-
ta estimada por minimos cuadrados. Tenemos:

x = 0,3
2 _
s, = 0,02
y = 38
s; = 310,8
Sajy — 2,34
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Calculamos la recta de minimos cuadrados.

La recta

extension

80

60

40

20

S
b = —
S

T
2,34
0,02
117
y — bx
38 —-117 x 0,3

= 29

ajustada es y =29+ 117x.

S
|

La recta de regresion

fuerza
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Ejemplo 73 Calculamos la recta de regre-
sion para los datos sobre diabéticos del Ejem-
plo 63.

En el Ejemplo 64 demostramos que las medias
de estos datos son r = 181,375 e y = 18,125
y que la covarianza es szy = 361,64. En el
Ejemplo 69, mostramos que s> = 1261,98 y
sz = 211,23.

Entonces, si queremos predecir los valores de
y (reduccion de peso) en términos de x (pe-
so original), la recta de regresion de minimos
cuadrados es

Yy =a -+ bx

donde

p — ~—olb4 ~ 0,287
1261.98

a = 18,125 - 0,287 x 181,375 ~ —33,85
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Ajustamos la recta al diagrama de dispersion

Diagrama de dispersion con la recta de regresion aniadida
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Ejemplo 74 VVolvemos a los datos sobre el aci-
do udrico en la leche de vacas del Ejemplo 66.

En el Ejemplo 66, demostramos que xr = 29,56,
y=167,43 y syxy = —283,2. En el Ejemplo 68,
sacamos que sz = 54,43 y s5 = 1868,82.

LLuego, si queremos predecir la concentracion
de acido drico en la leche (y) en términos de
la cantidad de leche producida (x), la recta de
minimos cuadrados es

y =a -+ bx
donde
—283,2
b = ——— = -5.20
54,43

a = 167,43 — (=5,20) x 29,56
321,24
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Los resultados del analisis en Statgraphics son
iguales

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Parameter Estimate
Intercept 321,241
Slope -5,20265

Correlation Coefficient = -0,887889
R-squared = 78,8347 percent
Standard Error of Est. = 21,4817.
The equation of the fitted model is

y = 321,241 - 5,20265%x

En la siguiente transparencia, se muestra la
recta de regresion.
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Recta de regresion ajustada

240 [T L T T T T Ty

210 -

180 -

150

120

907\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\7

El ajuste de |la recta de regresion parece bas-
tante bueno.
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Prediccion

Habiendo ajustado una recta y = a + bx a los
datos, podremos usarla para predecir el valor
de y teniendo el valor de zx.

Ejemplo 75 En el Ejemplo anterior, supong-
amos que una vaca produce x = 30 kilos de
leche por dia. 7Cual estimamos es la concen-
tracion de acido drico en la leche de esta vacar?

Estimamos con

y = 321,24 — (—5,20) x 30 ~ 165,15 umol/litro

Ejemplo 76 Predecimos la pérdida de peso de
un diabetico quien pesa unas 220 libras.

La recta ajustada es y = —33,85 4+ 0,287x y
entonces y = —33,85 4 0,287 x 220 = 29,29
libras es la pérdida de peso previsto.
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Ejemplo 77 En el Ejemplo 72, predecimos la
extension del muelle si se aplica una fuerza de
0,4 Newtons.

Se tiene y = 2,94 117 x 0,4 = 49,7 mm es la
extension estimada.

?Qué pasaria si ponemos una fuerza de 07

[La extension prevista por la recta de regresion
en este caso es de 2,9 mm. No obstante el
resultado no tiene sentido. Con fuerza 0O, la
extension del muelle debe ser cero.

Es muy peligroso hacer prediccion usando val-
ores de x fuera del rango de los datos obser-
vados.
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La desviacion tipica residual

Los residuos o errores de la prediccion son las
diferencias y; — (a 4+ bx;). Es util dar una idea
de si el error tipico es grande o pequeno. Por
eso, se calcula la desviacion tipica residual.

Definicion 20 Dado que se ajusta la regresion
por minimos cuadrados con y = a + bx con a,
b definidos como anteriormente, se define la
desviacion tipica residual como

1 mn
sr= =Y (i — (a+bx;))”.
=1

Ejemplo 78 Calculamos los residuos en el Ejem-

plo 72

r 01 01 02 02 03 03 04 04 05
y 18 11 25 22 35 50 54 45 52
204117z 146 146 26,3 26,3 380 380 497 497 614
r 34 -36 -13 —-43 -30 120 43 —-47 -94
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Entonces

1
F = —(34+4+...+6,6
P = (G4t +66)

— 01
s2 = 1—0(3,42+...+6,62)
= 37,2

s = /37,02 ~ 6,08

Existe una manera mas rapido de hacer el calcu-
l0. En primer lugar observamos que r = 0 siem-
pre si ajustamos la recta de minimos cuadra-
dos.
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Demostracion

I
o= =) (yi — (a+bxy))
i=1
— 1S (y;— (G- bT+ba)) por definicion de a
"i=1
1 (& _ n _
= (Z(yz‘—y)—bZ(sz‘—fE))
" \i=1 i=1
= 0 O

En segundo lugar, tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 7

sg = 85 (1 — rgy)

donde ryy €s el coeficiente de correlacion.

163



Demostracion

2 = %; (yi — (a + bz:))?
_ %(yz- _(§— b7+ bx;))?  por definicion de a
_ %«yi — ) — bz — )))°
= % (;(yz — )% —2b ;(yi —y)(xi — )+
b2 zn:(a;z- — 93)2>
= s i—=12bsxy + b°s2

2
= 52— stnyy + (S—xj> s2  por definicion de b
Sm

y 2 z
SCE
2
_ 2 Sy
y T T2
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Ejemplo 79 Volviendo al Ejemplo 72, recor-
damos que sz = 0,02, s7 = 310,8 y sgzy = 2,34.
LLuego, la correlacion es
. 2,34
" T 0.2 X 310.8
Entonces s2 = 310,8 (1 — 0,9392) = 37,02 co-
mo calculamos anteriormente.

~ 0,939.

Podemos interpretar el teorema de otra man-
era. Tenemos

Pensamos en 85 como la varianza o error total

en predecir los valores de |la variable y sin saber
los valores de z. s2 es el error total si usamos
la variable x para predecir y. EIl porcentaje de
reduccion de l|la varianza original debido a la

regresion es rz, x 100 %.
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Ejemplo 80 En el Ejemplo 79, se ve que la
porcentaje de reduccion en varianza debida al
conocimiento de los valores de la fuerza es de
0,9392 x 100 = 88,8 %.

Ejemplo 81 En el Ejemplo 74 se ve que el
coeficiente de correlacion es —0,88789 y que
el valor de R-squared es de un 78,8347 % =
(—0,88789)2 x 100 %.

Conociendo las cantidades de leche producido
por las vacas, se reduce la varianza un 78,8347 %.
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En el libro de Pefna y Romo (1997), se interpre-
ta el resultado de la siguiente manera. Quere-
Mos predecir la variable y. Si s6lo tenemos los
datos yq,...,yn de la muestra, predecimos con
y y el error promedio de prediccion es (aprox-
imadamente) s,. No obstante, si conocemos
el valor de la variable independiente x, predec-
iImos con la recta de regresion y el error de
prediccion es sr.

Entonces, j—r = /1 — rgy y la reduccidon en vari-
Y

abilidad debida a la regresion es (1—,/1 — rgy)x
100 %.

Ejemplo 82 Si ryy = 0,8 entonces 1 —rz, =
0,36 v,/1 —r2 = 0,6. Por lo tanto, la desviacion

Ty
tipica residual es solo un 60 % de la desviacion

tipica original y se ha reducido la variabilidad
por un 40 %.
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Otra conexion entre correlacion y regre-
sion

Consideramos la formula para el pendiente de
la recta de regresion. Tenemos:

Szy

S

SySxSx Sx SxSy
— S

Sx
LLuego, se ve que si la correlacion entre las dos
variables es cero, también lo es la pendiente de
la recta. Ademas, el Teorema 7 nos demuestra
que la reduccion en la varianza de los datos y

debida a la regresion en este caso es 0.

b =
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