5. PROBABILIDAD
Objetivo

Aprender el concepto de la probabilidad vy las
reglas basicas de probabilidades para sucesos.
Entender la probabilidad condicionada.

Bibliografia recomendada

Pefa y Romo (1997), Capitulos 13 vy 14.
En el idioma habitual, usamos frases como:
Es probable que gane Madrid hoy

Manana llovera seguro.

Es posible que te llamen pero /o dudo.

En todas estas frases, explicamos un sentido de
incertidumbre sobre sucesos aleatorios. Ahora
queremos formalizar la idea del azar y proba-
bilidad.
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Conceptos basicos

LLa probabilidad de un suceso es una medida
numeéerica de la posibilidad de que ocurra. La
idea es relevante en situaciones donde el azar
juega un papel importante.

En primer lugar, definimos el concepto de un
experimento aleatorio y sus posibles reultados.

Definicion 22 Un experimento aleatorio es
el proceso de observar un fenomeno cuyos posi-
bles resultados son inciertos. Se supone que se
saben todos los posibles resultados del experi-
mento de antemano y que se puede repetir el
experimento en condiciones idénticas.

Ejemplo 105 Lanzar una moneda y observar
Si sale cruz o cara.
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Definicion 23 E/ espacio muestral (Q2) es el
conjunto de todos los posibles resultados del
experimento.

Ejemplo 106 Si el experimento es lanzar la
moneda una vez, el espacio muestral es 2 =
{C, X} donde C significa caray X cruz. Si el ex-
perimento es lanzar la moneda dos veces, el es-
pacio muestral es {(C,C),(C, X),(X,C), (X, X)}
donde (C,X) es el suceso de que la primera
tirada sea cara y la segunda cruz.

Definicion 24 Los posibles resultados del ex-
perimento o componentes del espacio muestral
(e;) se llaman sucesos elementales:

Q={eq,...,e;}
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Ejemplo 107 En el caso de lanzar la moneda
dos veces, los sucesos elementales son e1 =
(07 C)r €D — (C7X)r €3 — (X7 C) yeq = (X7X)

Definicion 25 Un suceso es un conjunto de
sucesos elementales.

Ejemplo 108 En el caso de lanzar la moneda
dos veces, el suceso A = “sale exactamente una
cara’ es

A={(CX),(X,C)}.
El suceso B = “la primera tirada es cara’ es

B = {(C,0), (C, X)}.

Dos sucesos importantes son el suceso se-
guro = (2, es decir todo el espacio muestral
y el suceso imposible = ¢, el conjunto vacio.
Ademas, para cada suceso A, podemos definir
A =el suceso contrario de A, es decir

AZQ\A:{Gzeng}

Observamos que Q=AU Ay que AN A = ¢.
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Ejemplo 109

{(C,0), (X, X)}
{(X,0), (X, X)}

uu[[eN
|

Para dos sucesos, A, B definimos el suceso A
vy B como el conjunto de sucesos elementales
contenidos en Ay B, esdecir Ay B=AnNB.
Si ocurre el suceso Ay B, sabemos que se han
ocurrido ambos sucesos.

Dos sucesos A y B que no pueden ocurrir a la
vez (AN B = ¢) se llaman sucesos incompat-
ibles.

Al contrario se dice que ha ocurrido el suceso
A o0 B si se ocurre por lo menos uno de dos
sucesos, es decir que A o B= AU B.

Ejemplo 110
AyB = {(C,X)}

A vy B no son sucesos incompatibles.
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Diagramas de Venn

Una manera visual de ver los distintos sucesos
es a través del diagrama de Venn.

2.
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Frecuencia y probabilidad

Todavia no hemos definido |la probabilidad de
un suceso. El método mas frecuente es usar la
idea de frecuencias relativas.

Ejemplo 111 Definimos el experimento de tirar
una moneda una vez. Repetimos el experimen-
to un numero n de veces y calculamos las fre-
cuencias relativos de cada suceso elemental.

f n=1 f n =10
14 1 -
75 75'
0 ' 0]
C X C X
f J
1 n = 100 1 - n = 1000
,5 ;5
0 0]
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En el egjemplo, se ve que las frecuencias rela-
tivas se acercan a un limite cuando se repite
el experimento muchas de veces. El valor del
limite es la probabilidad del suceso.

Para un suceso A se escribe P(A) para repre-
sentar su probabilidad.

Se han definido las probabilidades como limites
de frecuencias, y se puede deducir las sigu-
lentes propiedades basicas que poseen las prob-
abilidades. Se tiene:

m Para cualquier suceso A, 0 < P(A) < 1.
" P(A) =) cal(e)
m P(2Q)=1

m Si Ay B son sucesos incompatibles (es decir que
Ay B = ¢) entonces

P(A o B) = P(A) + P(B).
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De estas tres propiedades, se deduce que si A
es el suceso complementario a A,

P(A) =1 — P(A)

Demostracion

A y A son sucesos incompatibles y entonces

P(A 0 A) = P(A) + P(A)

Pero Q2 = A o A es decir que A o A es un
suceso seguro y entonces

1 = P(A o A).

Luego el resultado sigue inmediatamente. o

Inmediatamente podemos concluir que como
¢ = Q, entonces P(¢) = 0, es decir que el
suceso imposible es de verdad imposible.
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Ejemplo 112 Supongamos que un experimen-
to tiene 4 sucesos elementales, e1,...,ea y que

P(e1) =0,2 P(ep) =03 P(e3) =04

1. ;Cual es P(eq)?

2. SiA=-ey 0ey hallar P(A) y P(A).

3. Si B =e3 hallar P(B)

4. Calcular P(A o B).
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P =1
= P({e1,.-.,e4})
4
= ) P(e;)
1 =1
= 0,24+0,34+0,4+4 P(ea)
P(€4) — 0,1

P(A) = 0,240,3=0,5. P(A) = 1-P(A) =
0,5.

P(B) =0,4 = P(B) = 0,6.

Ay B son incompatibles y entonces P(A o B) =
0,5+ 0,4 =0,9.
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Espacios equiprobables

En algunas situaciones, la definicion del exper-
imento asegura que todos |los sucesos elemen-
tales tienen la misma probabilidad de ocurrir.
En este caso, se dice que el espacio muestral
es equiprobable.

Si el espacio muestral es equiprobable y con-
tiene k sucesos elementales,

Q={eq,...,e}

luego se tiene

1
P(ei):E parat=1,2,...,k.

Para cualquier suceso A entonces, la probabil-
idad de A es

1
P(A) = Exm]mero de sucesos elementales en A.
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Ejemplo 113 Supongamos que se lanza una
moneda equilabrada dos veces. Luego hay cu-
atro sucesos elementales,

(C,0),(C, X),(X,C), (X, X)

cada suceso con probabilidad %.

Entonces, la probabilidad de observar A = ex-
actamente una cara es

p(A) = PH(C X),(X,C)})
= 2><1:1
4 2

Ademas, la probabilidad de
da sea cara es P(B) = 2 =

ue la primera tira-

N~ Q

/Cual es la probabilidad de que la primera tira-
da sea cruz?z
1 1

P(B)zl—P(B):l—Eza
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La probabilidad subjetiva

Se han visto anteriormente dos ideas para definir
probabilidades: via frecuencias relativas y ade-
Mas el caso de espacios equiprobables. Existe
otra enfoque completemente distinto que de-
fine la probabilidad como una medida subjeti-
va de incertidumbre sobre |la aparicion de un
suceso. Asi nuestras probabilidades para algun
suceso pueden ser distintos, ya que tenemos
diferentes cantidades de informacion.

En este caso, se pueden definir probabilidades
para experimentos irrepetibles.

Ejemplo 114 ,;Cual es la probabilidad de que
naciera yo en el 19657
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