La distribucion geomeétrica

Hemos visto que si se tira una moneda (con
p = P(cruz)) n veces, entonces el numero de
cruces se distribuye como binomial.

Consideramos otro experimento relacionado.
Vamos a sequir tirando la moneda hasta que
veamos la primera cruz ?Cuantas tiradas nece-
sitamos?

Sea X el numero de tiradas. Luego

P(X=1) = p
P(X=2) = (1-p)p
P(X=3) = (1-p)?p
P(X=z) = (1-p)*1p

La distribucion de X se llama l|la distribucion
geomeétrica.
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Definicion 39 Una variable X tiene una dis-
tribucion geomeétrica con parametro p si

PX=z)=(1L-p)* p paraz=1,2,...
En este caso, se escribe X ~ G(p).

Teorema 14 Si X ~ G(p), luego E[X] = %
VIX] =1L y DTIX] = | [152.
Ejemplo 161 VVolvemos al Ejemplo 155.

/ Cual es la probabilidad de que Ronaldo mar-
que por primera vez en su quinto penalti?

/s Cual es el numero esperado de penaltis que
necesita para marcar?

Sea X el numero de penaltis que necesita para
marcar su primer gol. Luego X ~ G(0,8).

P(X =5)=0,2% x 0,8 =,00128

La esperanza de X es 1/0,8 = 1,2 penaltis.
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Ejemplo 162 En el Ejemplo 154, supongamos
que se va a inspeccionar piezas hasta encontrar
la primera pieza defectuosa. jCual es la prob-
abilidad de que se necesiten inspeccionar 4 o
menos piezas para encontrar la primera pieza
defectuosar

Sea Y el numero de inspecciones necesarios.
Luego Y ~ G(0,03).

4
P(Y<4) = > PY =y)
y=1
4
= ¥ 0,97Y x 0,03
y=1
~ 0,115

El numero esperado de inspecciones necesarias
seria 1/0,03 = 33.3.
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Pregunta de examen

Ejemplo 163 (junio de 2003) Andrés y Pedro
se plantean el siguiente juego: se lanza al aire
un dado equilibrado con seis caras numeradas
de uno a seis. Se considera que el jugador gana
cuando el resultado del dado es cuatro o seis,
y recibe diez euros. En otro caso, no recibe na-
da. Cada apuesta (un lanzamiento) es de cinco
euros.
1) Si Andrés juega en cinco ocasiones, jcual
es la probabilidad de que acierte a lo sumo una
vez? ;Cual es el numero medio de aciertos en
esas cinco ocasiones?
3) Pedro jugara tantas veces como sea nece-
sario hasta consequir acertar una vez. Calcular
la probabilidad de que tenga que jugar al menos
tres veces. Obtener el numero medio de veces
que tiene que jugar para conseqguir su objetivo.
4) ¢;Cual sera el beneficio medio obtenido por
cada jugador?
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1) Sea X el numero de aciertos de Andrés.

LLuego
1
XNB(S,—)
3

v — [ 2\ /1yt 80
P(X=1)= ( . ) (3) (3) =23 ~0,320.
2) El numero medio de aciertos es 5 x% ~ 1,67.

3) Sea Y el numero de jugadas necesarios.
Y ~ G(1/3)
P(Y > 3) 1—-P(Y <3)
1-{PY =1)+P(Y =2)}
1 2 1
= 1 —-—<— — X —
{3 N 3 3}

4 .
= —=0,44
9

El numero medio de jugadas necesarias es
1

= =3,
1/3
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4) El beneficio medio de Andrés seria

5 2
—><1O—5><5=——5
3 3

es decir que en promedio, Andrés pierde 8,33
euros.

El beneficio medio de Pedro es

10 -5%x3=-5

Yy entonces, en promedio, Pedro pierde 5 euros.

351



Sucesos raros y la distribucion de Poisson

La distribucion del numero de “sucesos raros”
(llamadas de teléfono, emisiones de particu-
los radioactivos, accidentes de trafico, numero
de erratas) que ocurren en un periodo fijo del
tiempo (una hora, un segundo, un afo, una
pagina) es la llamada distribucion Poisson. Es-
ta distribucion tiene un parametro A\ que rep-
resenta el numero medio de accidentes por
unidad de tiempo.

Definicion 40 Una variable X tiene una dis-
tribucion Poisson con parametro )\ si

ATe—A
x!
En este caso, se escribe X ~ P(\).

P(X =2x)=

para x =0,1,2,...
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Teorema 15 Si X ~ P()\), luego E[X] = )\,
V[X] =Xy DT[X] = V).

Ejemplo 164 E/ numero medio de erratas por
transparencia es 1,2. ;Cual es la probabilidad
de que en una transparencia no haya erratas?

Sea X el numero de erratas. Luego X ~ P(1,2).

1.20—1,2
P(X =0) =~ Oel — ¢ 1.2 10,301

.Y la probabilidad de que haya 2 o mas er-
ratas?

P(X > 2) 1— P(X <2)
1-P(X=0)-P(X=1)

_ 4 {1,206_1’2 n 1,216_1’2}

O! 11

Q

0,34
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Teorema 16 Si X ~ P(\) es el numero de
sucesos raros en una unidad de tiempo e 'Y
representa el numero de sucesos raros en un
tiempo t, entonces

Y ~ P(t)).

Ejemplo 165 En promedio, hay 50 incendios
serios cada afno en la provincia de Chimbomba.
?Cual es la probabilidad de que no haya ningun
incendio manana?

El nimero medio de incendios por dia es % ~
0,137. Luego, la probabilidad de cero incendios
mnana es

0,13706_07137
O!

~ 0,872
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Ejemplo 166 VVolvemos al Ejemplo 164. Supong-
amos que escribo 10 transparencias para un
curso. j;Cual es la probabilidad de que con-
tengan por lo menos una errata?

Sea Y el numero de erratas. Luego
EFlY]=10x12=12
eY ~ P(12).

P(Y>0) = 1—P(Y =0)
1206_12

O!
0,999994

Q
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Tablas de la distribucion Poisson

Igual que con la distribucion binomial, hay tablas
de la distribucion Poisson para varias valores de
.

Ejemplo 167 Si X ~ P(3), hallamos P(X =
2) y P(X > 2).

P(X = 2) 0,2240

P(X>2) = 1-P(X<?2)
1-P(X=0)-P(X=1)
1—1—0,0498 — 0,1494
0,8008
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Aproximacion de la distribucion binomial
con una distribucion Poisson

Sea X ~ B(n,p) donde p es pequefia y n grande.
LLuego

P(X =ux) N

(np)Te™"P

x!
= P(Y =2z) dondeY ~ P(np).

(n>pﬁl—pyhx

Q

El resultado implica que para n grande (n >
50) y p pequeno, (p < 0,1) entonces se pueden
aproximar probabilidades binomiales a través
de la distribucion Poisson.
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Ejemplo 168 Sea X ~ B(100,0,05). Estimar
P(X < 3).

E[X] = 100 x 0,05 = 5

LLuego aproximando usando las tablas de la dis-
tribucion Poisson, se tiene

3
P(X<3) = ) P(X=ux)
=0
~ 0,0067 4+ 0,0337 + 0,0842 + 0,1404
= 0,265

L a solucion exacta usando la distribucion bino-
mial es 0,2578.

358



