7. MODELOS DISCRETAS
Objetivo

Introducir las distribuciones discretas mas im-
portantes: las distribuciones Bernoulli, binomi-
al y geométrica, la distribucion Poisson. De-
mostrar cOmo usar tablas de probabilidades.
Bibliografia recomendada

Pefia y Romo (1997), Capitulo 16.

Hasta ahora, hemos tratado todos |los proble-
mas de probabilidad por separado. No obstante

en muchos casos, la formula para hallar las
probabilidades tiene |la misma forma.

335



El modelo de Bernoulli

Supongamos que hacemos un experimento sim-
ple de lanzar una moneda sesgada con p =
P(cruz) una vez.

Definimos una variable X como

1 si sale cruz
X = .
O si sale cara

es decir que X = el numero de cruces.

En este caso, se dice que X tiene una distribu-
cion de Bernoulli con parametro p.

Una variable con solo dos posibles resultados
(cruz / cara, éxito / fracaso, ...) donde se da
un valor de 1 en caso de cruz (éxito) y O en
caso de cara (fracaso) tiene una distribucion de
Bernoulli. ElI experimento se llama un ensayo
de Bernoulli.
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Media y varianza de una variable Bernoulli

Sea X una variable Bernoulli con parametro p.

LLuego:

E[X]
E [XQ}

VIX]

DT[X]

px1+(1-p)x0

p
px 124 (1—p)x0°
p

E[XQ} — B[X]?

p — p°

p(l —p)

\/p(l —p)
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Ejemplo 154 Se sabe que una maquina pro-
duce un 3% de piezas defectuosas. Elegimos
una pieza al azar para comprobar si no presen-
ta defectos. ; C omo se distribuye la variable X
que vale 1 si la pieza no es defectuosa y O si
es defectuosar

/ Cuales son su media y su varianza?

X sigue una distribucion Bernoulli con parametro
0,97. La media y varianza son

E[X] = ,97
V[X] = ,97 x,03
= 0201

Ejemplo tomado de Pefla y Romo (1997)
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La distribucion binomial

Supongamos ahora que se repiteun ensayo de
Bernoulli n veces de forma independiente, por
ejemplo que se tira la moneda con p = P(cruz)
n VEeces, vy que se quiere la distribucion de X =
el nimero de cruces. Esta distribucion se llama
la distribucion binomial con parametros n y p.

Definicion 38 Una variable X tiene una dis-
tribucion binomial con parametros n y p si

P(X =z) = (”’ )p’”(l —p)n®

T

— no\ __ n!
para x =0,1,...,n donde + | = Tt En

este caso, se escribe X ~ B(n,p).

Por tanto, la distribucion Bernoulli es el caso
especial X ~ B(1,p).
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Ejemplo 155 La probabilidad de que Ronaldo
marque un gol de penalti es 0,8. 7Cual es la
distribucion del numero de goles que marca en
los siguientes 6 penaltis?

X ~ B(6,0,8)

?Cual es la probabilidad de que marque todas
las 6 penaltis?

P(X =6) = < g ) 8%(1—,8)°7%~ 262

.Y la probabilidad de que falle por lo menos
uno?

P(X<6)=1—-P(X =6)=,738
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Ejemplo 156 Volviendo al Ejemplo 154, supong-
amos que se eligen 10 piezas al azar. Si X es
el humero de piezas defectuosas, jcual es la
distribucion de X 7

X ~ B(10,0,03)

Igualmente, siY es el numero de piezas buenas,

Y ~ B(10,0,97)

;s Cual es la probabilidad de que se encuentre
por lo menos una pieza defectuosar?

P(X>1) = 1—-P(X=0)
= 1 ( 100 ) 039(1 —,03)10-0
~ ,263
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La media y desviacion tipica de una vari-

able binomial

Teorema 13 Sea X ~ B(n,p). Luego

E
V
DT

Demostracion

Escribimos X =

X

pr— ’)’Lp
X] = np(1—p)
X] = y/np(1—p)

X1+ Xo+...4+ X, donde cada

X; es un ensayo de Bernoulli. Luego,

E[X]

VIX]

E[X1‘|‘X2+---‘|‘Xn]
p+...+p=mnp
V[X1+X2++Xn]
VIX1]+ ...+ VI[Xy]
np(1l —p)
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Ejemplo 157 VVolvemos a Ronaldo.

El numero medio de goles en 6 penaltis es
F[X]=6x0,8=4,8

l_.a desviacion tipica es

DT[X] = /6 x 0,8 x 0,2 ~ 0,98

Ejemplo 158 E/ numero medio de piezas de-
fectuosas en una muestra de 10 es

10 x 0,03 = 10,3

L.a desviacion tipica es

/10 x 0,03 x 0,97 ~ ,54
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El uso de tablas de la distribucion binomial

A menudo es lioso calcular directamente a traveés
de la formula para probabilidades binomiales.
Mas facil es usar tablas de la distribucion bi-
nomial.

En Pefay Romo (1997), se proporcionan tablas
de las probabilidades de k éxitos en una dis-
tribucion binomial con n ensayos y probabilidad
p de éxito.

Es decir P(X = k) donde X ~ B(n,p).
Ejemplo 159 Sea X ~ B(15,0,2)

Hallamos P(X = 3) y P(X < 3).
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P(X = 3) = 0,2501

3
P(X<3) = ) P(X=u)
x=0
= ,0352+,1319 + ,2309 + ,2501
= 6481

Las tablas soOlo consideran el caso p < 0,5.
?Qué hacemos si p > 0,57

Ejemplo 160 Sea X ~ B(20,0,7) Hallamos
P(X =11).

P(X = 11) = P(11 éxitos y 9 fracasos) donde
P(éxito) = 0,7.

Igualmente P(X = 11) = P(Y = 9) donde Y

es el numero de fracasos y P(fracaso) = 0,3.

Luego Y ~ B(20,0,3) y P(Y =9) = 0,0654.
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