CAPITULO 4. LA DISTRIBUCION A PRI-
ORI

Para leer

Gelman et al (1995), Secciones 2.8 — 2.9.
Lee (1997), Secciones 3.2 — 3.3.
Berger (1985), Capitulo 3.

Dado un problema, necesitamos estructurar un
modelo probabilistico para nuestras creencias.

. Como se elige la distribucion a priori que las
represente bien?

EXxisten varias posibilidades.
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Distribuciones Conjugadas

Si existe una familia conjugada, se puede eligir
una distribucion dentro de esta familia por es-
pecificacion de, por ejemplo, l0os primeros mo-
mentos de la distribucion de 8 o (mejor) de la
distribucion predictiva de X.

Ejemplo 31 Sea 0 la probabilidad de que una
tirada de una moneda sea cruz. Estimamos
FE[0] = 0,4 y supongamos que nuestros conocimien-
tos equivalen a una muestra de 100 tiradas.

Para una distribucion a priori B(a, 3), se tiene

= 0,4
a+ 8 = 100

Resolviendo las ecuaciones, la solucion es o« =
40 y 3 = 60 y la distribucion a priori es (40, 60).
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Ejemplo 32 Sea X|60 ~ £(0) el tiempo entre
llegadas en un supermercado. Una distribucion
a priori conjugada sera 6 ~ G(a, 3).

Se estima que E[X]| =1y V[X] = 2.

Entonces, suponiendo una distribucion a priori
gamma:

EIX] = E[E[X|0]] = B[1/6] = ——

a—1
VI[X] VIE[X|0]] + E[V[X]0]]
V[1/6] + E[1/67]
2V[1/6] + E[1/6]?
52 B \?
o 2(04— 1)2(a — 2) + (oz — 1)
32
(a —1)2(a—2)

Resolviendo las ecuaciones implica que o« = 4
y (B =23.

Observacion 32 Fijando mas momentos, cuan-
tiles etc. implica la necesidad de considerar
mixturas de distribuciones conjugadas.
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Distribuciones Subjetivas

En muchos problemas reales, se quiere solicitar
las distribuciones de expertos.

;. CoOmo solicitar las predicciones?

Existen varios métodos para solicitar probabil-
idades o0 quantiles:

1 Medida directa: escala de probabilidades.

0 25 50 75 100 %
Una escala de probabilidades

Se exige al experto marcar su probabilidad
en la escala.

Problemas del efecto del centro (centring)
y problemas con probabilidades pequenas.
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2 Loterias

vacaciones

chocolate

mor .
tumo vacaciones

benigno chocolate

Se quiere solicitar P(tumor).

El experto debe elegir una de los dos lot-
erias. Se varia el valor de p hasta que sea
indiferente; p = pg. Luego P(tumor) = pg.

Problemas éticas. EI método no es muy
natural. Problemas con actitudes al riesgo
con algunas loterias.
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3 Rueda de fortuna

Se pregunta al experto 7Cual es mas proba-
ble? Ganar en la rueda o tener, el paciente,
un tumor. Variando el valor de p se llega a
un punto de igualdad. Luego

P(tumor) = 2

T

4 Otras posibilidades: comparaciones entre
parejas, AHP etc. Ver Cooke (1991), Spet-
zler y Stael von Holstein (1975).
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Honestidad y reglas estrictamente propias

Se quiere solicitar la (verdadera) probabilidad
de un experto para una variable Bernouilli S.

Se paga el experto una cantidad R(S,p) donde
p es la probabilidad proporcionada por el ex-
perto.

i Como se debe definir R(S,p)~7.

Supongamos gque el experto quiere maximizar
su sueldo esperado. Si g es su verdadera prob-
abilidad, su sueldo esperado cuando dice una
probabilidad p es

qR(1,p) + (1 — q)R(0,p)

Una regla (estrictamente) propia o (strictly)
proper scoring rule, (Savage 1971) es una regla
R(S,p) para que el experto maximiza su sueldo
esperado si (y solo si) p = q.
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Ejemplo 33 R(S,p) =1— |5 — p|

Para el experto

ER] = q(1-[1-p))+(1-q)(1—|0—-p|)
gp+ (1 —¢q)(1 —p)
1—-q+(2¢—-1)p

Entonces R(S,p) no es propia.

Siqg> (<)0,5, el experto maximiza su sueldo
esperado con p =1 (0).
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Ejemplo 34 R(S,p) =1— (S —p)? es la regla
de Brier (1950).

ER] = q(1-(1-p)?)+ 1 -9 (1-p°
= 1-q+2pq—p°

= 2q—2p

dE
dp
P = q

R es una regla estrictamente propia.

Observacion 33 Existen otras reglas estricta-
mente propias: la regla logaritmica,

R(S,p) = log(1 —|S —pl|)
O le regla esférica
1—|S—p

s = P2+ (1 -p)?2

Ver Winkler (1986).
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Se han definido reglas propias para la solic-
itacion de distribuciones de variables continuas
(Buehler 1971) y cuantiles (Matheson y Win-
Kler 1976).

Ejemplo 35 E|/ experto debe proporcionar un
estimador puntual de una variable continua X.
Sea e su estimador y define la regla

_Jale—x) sie<zx
R(X’e)_{b(af;—e) Sie>ux

Sea f(x) la distribucion del experto para X :
E[R(X,e)] = /R(x,e)f(x) dx
= a/eoo(e—w)f(x)dw-l-b/;(w—e)f(w)dx
= ae(1— F(e)) — a/:O o f(x) de +
b / ) 2 f(z) dz — beF(e)

— 0

2% = a1l F(e) — aef(e) +acf(e) -
bef(e) — bF(e) + bef(e)
0 = a(l—F(&) - bF(&)
FGE) = —-

a—+b
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El experto minimiza su perdida esperada si pro-
porciona su b/(a+b) x 100 % cuantil. Ver Raiffa
y Schlaifer (1961).

Observacion 34 A menudo, la utilidad de dinero
no es lineal. Ver Kadane y Winkler (1988) para
extensiones a este caso.
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Problemas con predicciones subjetivas

Existen muchos problemas en solicitar distribu-
ciones subjetivas reales. Los humanos usan méto-
dos heuristicos para medir su incertidumbre
que tipicamente inducen sesgos O incoheren-
cias.

m Sesgos motivacionales.

m Sesgos cognitivos:
e disponibilidad
e anclaje y ajuste
e representatividad

e |a falacia de la tasa base
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Disponibilidad

Eiemplo 36 (Russo y Shoemaker 1989)

Para cada pareja dice cual de las dos opciones
causa mas muertes anuales.

m cancer del estomago o accidentes de coches

m tisis o incendios y fuego
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Causa Eleccion Total anual Z reportajes

de muerte (USA /1000) en periodicos
cancer 14 % 95 46
accidente 86 % 1 137
tisis 23 % 4 0
incendios 77 % 5 0

En este ejemplo la gente tiene mas informacion
sobre accidentes que sobre cancer y entonces
esta opcion es mas disponible.

Ver Tversky y Kahneman (1973) para mas ejem-

plos.

197




Anclaje y ajuste

LLa gente usa una informacion disponible para
hacer una estimacion inicial (por ejemplo una
media) y luego ajusten su estimacion inicial.

Ejemplo 37 (Kahneman y Tversky 1974)

Se queria solicitar una estimacion del porcenta-
Jje de paises africanos dentro de los paises del
ONU. En el grupo 1 (2) se pregunto /piensas
que el porcentaje es mas o menos que 65 %
(10 %)7? Luego se pidio una estimacion del por-
centaje a ambos grupos.

LLa estimacion promedia del grupo 1 fue un
45 % y del grupo 2 un 25 %.

Un anclaje aleatorio y irrelevante ha influido
las estimaciones de cada grupo.
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Representatividad

Ejemplo 38 “Federico tiene 35 afnos, es in-
teligente pero poco imaginativo, compulsivo y
aburrido. En la escuela era muy abil en matem-
aticas pero con poco talento en los artes”

Ordenar las siguientes frases por probabilidad
(1 = mas probable, 8 menos probable).

1.

Federico es un médico y juega a las cartas como
pasatiempos.

Es arcitecto.

Es contable.

Toca un instrumento en un grupo Jazz.
Lee Marca.

L e gusta el senderismo.

Es contable y toca un instrumento Jazz.

Es periodista.

199



En este efjemplo, la mayoria de la gente eligen
la opcion 3. Ademas, mucha gente dice que la
opcion 7 es mas probable que la opcion 4.

Este ultimo es imposible ya que para dos suce-
sos A y B,

P(AN B) < min{P(A), P(B)}.

Este problema ilustra tanto el uso de la heuristi-
ca de representatividad como la falacia de la
tasa base (base rate fallacy).

Ver Kahneman et al (1982) por mas ejemplos.
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La falacia de la tasa baja
Ejemplo 39 (Tversky y Kahneman 1980):

Un taxi atropello a un peaton en la ciudad de
Darlington. En Darlington hay solo dos empre-
sas que operan un servicio de taxis. La primera
empresa tiene taxis verdes y la otra utiliza taxis
azules. Se sabe que:

1. Un 85% de los taxis en Darlington son
verdes y los demas son azules.

2. Un testigo dice que el taxi era azul.

3. En varias pruebas hechas en las mismas
condiciones de la noche del accidente, el
testigo podia identificar los dos colores cor-
rectamente un 80 % de las veces.

Estimar la probabilidad de que el taxi fuera

azul.
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L a respuesta tipica es aproximadamente 80 %.
No obstante, si A es el suceso “el taxi es azul”
Yy a es el suceso ‘el testigo dice que es azul”,
or el teorema de Bayes se tiene

P(a|lA)P(A)
P(a|A)P(A) + P(a]A)P(A)
0,8 x 0,15

0,8 x 0,154+ 0,2 x 0,85
= 041

P(Ala) =
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Criterios para evaluar predicciones subjeti-
vas

Algunos criterios (Lichtenstein et al 1982) son
lOos siguientes:

m honestidad

Se quiere que el experto diga sus verdaderas
opiniones.

m coherencia

LLas predicciones deben cumplir las leyes de
probabilidad.

m consistencia

Se el experto no padece de informacion
nueva, sus predicciones no deben cambiar.
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m precision (calibration)

Debe llover un 50 % de los veces cuando
el experto dice P(llover) = 0,5.

m informacion

Si, en Madrid, llueve aproximadamente 50
dias al ano, un experto que dice

P(llover mafana) = 50/364

Nno es informativo.
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La curva de precision

Supongamos que un previsor dice su proba-
bilidad de lluvia cada dia durante un periodo
largo. The calibration curve es un grafico de
las frecuencias observadas de dias lluviosos, r;,
frente a las probabilidades utilizadas, pj-

Q]
i

0.8

0.6

014

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Para un experto preciso, la curva aproxima a
la recta de 45 grados.
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Medidas numeéricas de precision y informa-
cion

Supongamos que el experto proporciona sus
probabilidades p para sucesos X+q,...,X,. De-
spues de ver los datos x, se puede evaluar sus
predicciones.

Consideramos la regla de Brier

R(X,p) =1—(S—p)=

Se calcula el estadistico

1 n
R(x,p) = - > R(zj,pi)
i=1

que es una medida de la calidad promedia de
las predicciones.

Se divide la medida en dos partes: una medi-
da de precision y una medida de informacion.
(Murphy 1973).
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1 n
R(x,p) = — Z R(x;, p;)
n =1
— -ty (ngri(1 —p)*+
- n = " P;
n;(1 — Tj)pj)
= 1-C(x,p) —I(x,p) donde
1 k
C(x,p) = — Z n](rj p])Q
n ‘0
1 k
I(X, p) = — Z anj(J. —’I“j)
n 0

donde el experto utilizo la probabilidad p; un
numero n; veces y una frecuencia de T; SUCESOS
ocurrieron, 3 =1,...,k.
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C' es una medida de precision:

m 0<(CKL1

m C=0siysolosir;=pjparaj=1,...,k.

m Para un experto preciso, cuando n — oo,
C — 0.

m (' es grande si las frecuencias observadas r;
son muy distintas a las probabilidades del
experto p;.
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I mide la informacion

= 0<T<0,25.

m | = O si para cualquier Pj, la frecuencia
Tj =0 o 1.

m | = 0,25 si para cualquier pj, T = 0,5.

Observacion 35 Se puede dividir cualquier regla
estrictamente propia en dos partes de manera
andloga. (De Groot y Fienberg 1982).
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Ejemplo 40 Wiper (1987,1990) 12 expertos
dicen si 50 afirmaciones son verdaderas o fal-
sas y proporcionan sus probabilidades de que
acierten como un porcentaje entre 50 % (= ni
idea) y 99 %.

En este caso se agrupan las probabilidades en
5 clases: p = {0,53,0,64,0,75,0,86,0,97}.

E p; 1 0,53 0,64 0,75 0,86 0,97
S| i | 25 6 6 5 8
n;r; 15 4 4 3 3
a| ™| 25 5 10 5 5
n;r; 16 1 3 2 4
o] ™ 10 5 15 1 19
n;r; §) 2 5 0 15

En la siguiente tabla, se muestran los valores
de las medidas de precision, informacion y la
regla de Brier.
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E C I Brier
21,0093 ,1973 ,7934
31,0900 ,2132 ,6968
10|,1059 ,2018 ,6923

El experto 2 es mucho mas preciso pero menos
informativo que los otros dos.

ri X ri

.9+ .94

.81 .81 X

e e
X X

61X X 61X

5 T ! .5 T 1
6 .7 .8 .9 1 6 .7 .8 .9 1

.4 P .4+ X P

X

.34 .31

.24 E2 .21 E10

.14 1

0 0- X
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Medidas basadas en contrastes de hipotesis

Existen otras medidas de precision y informa-
cion para variables continuas, basadas en p-
valores clasicos.

Seguimos Cooke et al (1988) y Cooke (1991).

Supongamos que el experto proporciona su me-
diana y un intervalo de 90 % para una sucesion
de variables Xq,..., X,. Teoricamente, si el ex-
perto es preciso, aproximadamente 5% de los
veces, el valor de la variable sera menor que su
primer cuantil, 45 % de los veces caeran entre
el primer cuantil y la mediana etc.
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Si el experto es preciso, la distribucion tedrica
de las frecuencias en cada clase es

(p]_7 S 7p4) — (07057 07457 07457 0705)

Comparamos las frecuencias, (f1,..., fa).en la
muestra, con las frecuencias teodricas.

Se contrasta Hp : f = p frente a la alternativa
H{ . f # p mediante un contraste ji-cuadrado.

Sea§ =2 Zf':l n; f; |09 % donde n; es el numero
1

de valores en cada clase y Zle n; = n. Luego,
bajo Hy, se tiene S ~ x3.

Observacion 36 Se usa el mismo método si el
experto proporciona probabilidades para suce-
sos. Cooke (1991) desarolla una teoria de re-
glas propias basada en combinar el p-valor con
una medida de informacion.

Si el experto proporciona sus distribuciones en-
teras, se emplea un contraste Kolmogorov Smirnov.
Ver Wiper et al (1994).
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Ejemplo 41 Retomamos el Ejemplo 40.
Se tienen 5 (independientes) frecuencias teori-
casp = {0,53,0,64,0,75,0,86,0,97}. Para cada

p; hay dos clases, éxitos y fracasos.

El estadistico ji-cuadrado es

> r; 1— r;
S =2 Z nirilog——l—ni(l —’I“Z') log .
i=1 i 1 —p;

Bajo Hg : 7 =p, se tiene S ~ xz.

LLa tabla muestra los p valores para cada ex-
perto.

E|2 3 10
p|,7 ,00 ,00

Solo parece que el experto 2 es razonablemente
preciso.
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Distribuciones a priori no informativas

De vez en cuando no se quiere poner informa-
cion en la distribucion a priori, porque

m NO Se sabe “nada’ sobre el problema,

m Se quiere ser objetivo.

En estas situaciones se tienen que elegir dis-
tribuciones a priori no informativas.

Pero hay muchas posibilidades. ; Cual es lo mas
atil?
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El principio de razon insuficiente

Este principio (Bayes 1783, Laplace 1812) dice
que si no hay informacion para diferenciar entre
valores diferentes de 6, se debe dar la misma
probabilidad a todos los valores. EIl principio
implica una distribucion a priori uniforme para
0.

Observacion 37 Si el soporte de 6 es infinito,
la distribucion a priori sera impropia:

f(0) x 1.

Lo importante es que exista la distribucion a
posteriori.
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Una critica mas importante es que la distribu-
cion uniforme no es invariante en caso de trans-
formacion.

Ejemplo 42 Si se define ¢ = logf, dada una
distribucion uniforme para 0, la distribucion de
¢ es

f(9) x e?,

que no es uniforme.
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La verosimilitud trasladada por datos
(Data Translated Likelihood)

Este idea, (Box y Tiao, 1973) proporciona un
método para eligir la escala de medida apropri-
ada del parametro para definir una distribucion
a priori uniforme.

Definicion 6 Sea 6 unidimensional. Se dice que
la verosimilitud 1(0|x) esta trasladada por datos
(TPD) si

[(0]x) = g(0 —t(x))

para alguna funcion (estadistico suficiente) t(-).

Observacion 38 Es una generalizacion de un
parametro de posicion (location parameter).
Se dice que 6 es un parametro de posicion si:

f(210) = gz — 0).
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Ejemplo 43 X|u~ N <M,02) donde o2 es cono-
cido. En este caso,

S a(n—5)?)

vy la verosimilitud esta TPD.

[(p|x) oc exp (—

Se ha visto anteriormente que dada una dis-
tribucion a priori uniforme para u, la media a
posteriori coincide con la media muestral.

Ejemplo 44 X|p ~ BZ(n,p). Entonces

[(p|lz) < p"(1 —p)"~*
no esta TPD.
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Para una verosimilitud TPD, distintas valores
de los datos proporcionan una verosimilitud de
la misma forma funcional salvo por un cambio
en la posicion. = la funcion de los datos es
determinar la posicion de la verosimilitud.

Dada una distribucion a priori uniforme para 0,
la forma funcional de la distribucion a posteri-
ori es igual para dos muestras distintas, salvo
por cambios en la estimacion (¢(x)) de la posi-
cion de 0. La inferencia representa solo |la de-
terminacion de la posicion de 6, implicando que
la eleccion de la distribucion a priori uniforme
es razonable si la verosimilitud esta TPD.

Si no se puede expresar la verosimilitud como
en (6), puede que exista una transformacion

Y = () para que
1(0]x) = g(¥(0) — t(x))
y en este caso, es natural elegir una distribu-

cion a priori uniforme para 2.
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Ejemplo 45 X|¢p ~ N (u,1/¢) (u conocido).

La verosimilitud es
[(p]x) o ¢"2exp <—§;(5Ei —u)2>

1
x  s"¢M2exp (—5n52¢> donde s® = %22;1(% — 1)

= exp (g(log ¢ + log s?) — g exp(log ¢ + log 82))

La verosimilitud esta TPD en términos de ¢ =
log . Observamos que una distribucion uni-
forme para ¢ implica que la distribucion para
¢ es

1
f(ﬁb)ocg

como se ha utilizado en el capitulo anterior.
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Ejemplo 46 X |\ ~ E()).

[(\|x) A exp(—nAx)
exp(nlog A — nA\x)

x exp (n(log A + log T) — ne©9Atlog 5)

La distribucion a priori natural para X es f(\)
1

X.
Observamos que en este caso, la distribucion

a posteriori es A\|x ~ G(n,nx), cuando la media
a posteriori, £, coincide con el EMV.

Er
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Problemas y Extensiones

m ; Qué hacer si la verosimilitud no esta TPD?

Esencialmente, solo las familias normal vy
log-gamma estan de la forma adecuada.

Para otras distribuciones, se puede suponer
el uso de una transformacion normal cuan-
do la verosimilitud esta aproximadamente
trasladada por datos. Ver Boxy Tiao (1973).

Ejemplo 47 Retomamos el ejemple 44. X ~
BZ(n,0) y en este caso, definiendo Z =
sin~!,/X/n, se puede demostrar que

2~ N ()

donde ¢ = sin~14/0.
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Se puede concluir que la distribucion a pri-
ori natural para v es (aproximadamente) uni-
forme, lo que implica que la distribucion a priori
par 0 seria

f(8) o< 07/2(1 — 6)1/2,
es decir que 6 ~ B(1/2,1/2).

No parece muy natural pero ...

m ; COmo extender a situaciones multivariables?

Ver Box y Tiao (1973), Kass (1990).
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Parametros de escala

Se dice que X0 es una densidad de escala
(scale density) si

f(xz|0) = %g (g) para 6 >0

En este caso 0 es un parametro de escala.

Ejemplo 48 X|o ~ N(0,02) es una densidad
de escala con parametro o. X|0 ~ £(1/0) es
una densidad de escala.

Si queremos una distribucion a priori no infor-
mativa para esta situacion, supongamos que,
en lugar de observar X, observamos Y = cX
(un cambio de escala).
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Sea ¢ = c y entonces,

_ 1 f(y
F19) = 2o ( ¢>.

Las dos densidades son de |la misma forma y los
espacios muestrales y paramétricos son iguales
= parece natural que 6 y ¢ tienen la misma
densidad.

Pero, por la formula para transformacion de
distribuciones,

5(6) = fo(071(6)) ‘%
= fop(¢/c)c?
y entonces, si fu(-) = fo(-) = f(-), se tiene
f(¢) = f(¢/c)e V¢
Fijando ¢ = ¢, se tiene f(c) = f(1)/c. Este
resultado debe ser verdad para todo ¢ > 0O, es
decir

FO) = F(1)/0 o 5.
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Observacion 39 Es una densidad impropia:

oo 1
/ —df = .
o 6

Ejemplo 49 Sea X|o ~ N (u,0?). Entonces, la
distribucion no informativa natural es f(o) =
1/o.

Sea ¢ = 1/02. L.a distribucion implicada para
¢ es

1
2¢3/2

f($) ﬁ|—

1
(X_
¢

Anteriormente en el Capitulo 3, se ha utilizado
esta distribucion para reproducir los resultados
clasicos.
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Distribuciones a priori de Jeffreys

Jeffreys (1946) introdujé una distribucion a
priori con una propiedad de invarianza.

Sea A unidimensional.

Definicion 7 La distribucion a priori de Jef-

freys es
f(0) oc\/1(0)

donde I1(0) = —FEx [% log f(X|6)] es la infor-
macion esperada de Fisher.

Es consistente con respeto a transformaciones
como demuestra el siguiente teorema

Teorema 10 Sea f(0) « +/1(0) la distribucion
a priori de Jeffreys para 0. Luego si ¢ = ¢(0),

f(@) o< \/I(®)
donde I(¢) = —Ex [% l0g f(X|¢)].
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Demostracion

En primer lugar se demuestran dos lemas utiles.

0
Ex | 5109 f(X|6)| = ©

0

2
10) = Ex K%Iogf(XI@)) ]

Por definicion:

o
[ 55100 £(x16)(216) da

d
_ mf(ﬂ@)f(aﬂ@) do

SGio)
= [ 551(al0) da

0
= %/f(aﬂ@) dx

= %1=0
00

0
Ex |5 log f(X|9>]
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2

10) = —Bx [% - f<X|9>]

- / 100 f(al6) (x10) do

~ 2 1 (xl6)
= ‘/ae( RED )f(x'e) o
2 1 (2]0)
— 026 2 7 x x
/( s >f( 0) do +

9 £(x|6 :
<(8;€i|9|)2> ) f(z]0) dx

= / 2§ (xl0) dz + / 2 (10 2f(:c|9)d:c
502 £(x)0)
-2 [ sty et
3]
/ <%Iogf(w|9)> £(216) d
2 2
0 (%Iog f(X|9)> ]

= ——1+4+ Ex
2
(%log f(X|9)) ]

002
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Ahora, sea ¢ = ¢(0). Entonces,

0 G, 90
559 F(X|¢) = - log f(X|9)8—¢-

Cuadrando ambos lados y tomando esperanzas
se tiene

2 [ 2
Ex ((%Iogf(Xkb))] = FEx _(%Iogf(XIH)g—D]
[ 2 2
1) = PBx (%Iogf(XIH)) ] (g—i)
2
o2

Entonces, si se elige la densidad a priori f(6)
\/1(0) y transformamos ¢ = ¢(0), por la regla

de cambio de variables se tiene (@) o +/I1(p).
o
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Ejemplo 50 X |0 ~ BZ(n,0).

log f(X1]0) = c+ Xlogb +
+(n — X)log(1l —0)

Gloafxie) = 5 -
aloa (Xl = - U
E[%Iogf(Xlﬁ)] = —n<%+1_19)>
1) 9(11—9)

Entonces, la distribucion a priori de Jeffreys es

1
f(9)<><\/9(1_9)
06 ~B(1/2,1/2).

Esta distribucion es exactamente la distribu-
cion calculada anteriormente en el Ejemplo 47 .
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Ejemplo 51 X|u ~ N (u,02), con o2 conocido.

B 1 /X —p\?
2 0g f(X|n) = c— (=*)
d 1
d—;ﬂlogf(XW) = T2

Entonces f(u) o< 1, una distribucion uniforme.

Ejemplo 52 Supongamos ahora que i €s cono-
cido y o2 desconocido. Pongamos T = o2,

log F(X|T) o —%Iogr X 2_7“)2
oot in = -3+ O
I

—E [%ilog f(XIT)] = —2%2 + % = 2%2

que implica que la distribucion a priori de Jef-
freys para T = o2 es f(7) o L.
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Observacion 40 Si se transforma v = log,
entonces f(v) o< 1. La distribucion a priori de
Jeffreys es uniforme en el logaritmo de .

Observacion 41 Si ¢ es la precision, ¢ = 1/t
v la distribucion de Jeffreys para ¢ es

f(¢) x 1/¢.
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Estimadores a posteriori, la distribucion de
Jeffreys v la EMV

En muchos casos, la media a posteriori de 0|x
es igual al EMV cuando se ha utilizado una
distribucion a priori de Jeffreys.

Ejemplo 53 Para datos normales,

X|p ~ N (u,0°/n).

Entonces, dada la distribucion a priori de Jef-
freys f(u) o< 1, la distribucion a posteriori sera

plx ~ N (&, 0% /n)

con media a posteriori igual a la EMV de p.

No obstante, este resultado no pasa siempre.
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Ejemplo 54 \Volviendo al Ejemplo 50, dada
una muestra binomial con x caras y n—x Cruces,
la distribucion a posteriori dada la distribucion
a priori de Jeffreys es

f(0|X) X 6%—1/2(1 _ 0)77,—%—1/2
Ox ~ B(zx+1/2,n—xz+1/2)
Entonces, la media a posteriori es

x+1/2 «x
n-+1 ;&;’

E0|x] =

el EMV de 6.

Ejemplo 55 Una alternativa es la distribucion
a priori de Haldane (1948),

1
6(1—-06)

f(0)

L.a distribucion a posteriori en este caso es
Olx ~ B(x,n —x) y ahora, la media a poste-
riori es igual al EMYV.
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Una interpretacion de los parametros de la dis-
tribucion a priori B(«, 3) es como el numero de
cruces y caras en un experimento equivalente.
L_a distribucion de Haldane corresponde al caso
de B(0,0). Los conocimientos a priori equivalen
a no tener ninguna informacion.
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Extension a parametros multivariables

Se puede generalizar la distribucion de Jeffreys
a Situaciones multivariables. Se aplica la Defini-
cion 7 con la informacion definida como
2
1(0) =| Ex Lﬁ,ﬁmg f(X|9)] ‘
el determinante de la matriz de informacion de
Fisher esperada.

Ejemplo 56 Sea X|u,c2 ~ N (u,02). Entonces,

escribiendo T = o2,

09 f(X[pi,7) = ¢ = 10g(r) — 5= (X — )’

y derivando, se tiene

2 1
—= lo = —
o2 9/ T
02 X — U
o —
ouor 9/ ( T2 )
02 1 (X —p)?
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Si J es la matriz de informacion de Fisher,

1 _ (X—u)
J= T 72 )
_ (X—u) 1 (X—p)
72 272 +3
y tomando esperanzas,

_1
(3 3,

272

y luego I(p,0?) = |E[J]] T—l3

Entonces, la distribucion a priori de Jeffreys es

fQu, ) o< \/T—T3
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Existen otras posibilidades en situaciones mul-
tivariables. Una de las mas usadas es suponer
una distribucidon a priori en la que los paramet-
ros sean independientes y usar el producto de
las distribuciones de Jeffreys para cada parametro:

F(0) =T1r(65).

Ejemplo 57 Volviendo al Ejemplo 56, tenemos
las distribuciones de Jeffreys:

f(p) <1

Ors:

como vimos en los Ejemplos 51 y 52.

Una distribucion razonable para (u, ) €s

1
f(lu'aT) X —.
T~

Esta es la distribucion que se utiliza habitual-

mente.
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Maxima Entropia

La idea (Jaynes 1968,1983) es buscar la dis-
tribucion a priori menos informativa en la pres-
encia de informacion parcial.

Sea 6 univariable y discreta. Si P(0) es cualquier
distribucion, se define

e(P) =— ) P(6;)1og P(6;)
€O
la entropia de |la distribucion.

Si P(@ = 0;) = 1 para algun valor 6, € ©,
entonces, e(P) = 0. No hay incertidumbre.

Al contrario, si P(6;) = 1/|©]|, es decir una
distribucion uniforme, entonces

1 1
e(P) = — ——log— = log |©|,
GZ@ [SIIC]
la maxima entropia.
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Distribuciones de maxima entropia (maxent)
son de minima informacion.

Supongamos que tenemos informacion parcial
sobre 6 de forma

Elgr(0)] = > P(0:)9r(0;) = py
€O
para k=1,...,m.

Observacion 42 Incluye restricciones de mo-
mentos: g1(0) =0 y g.(0) = (0—p1)*. También
incluye restricciones de cuantiles:

9k(0) = I(_o 2,1 = Elgr(0)] = P(0 < z).

Se puede demostrar que la solucion que maxi-
Miza la entropia dadas las restricciones es

exp (7 Megr(67))
2.je@ eXP (ZZLl AkaWj))

P(0;) =
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donde se determinan las constantes A\, usando
las restricciones.

Ejemplo 58 Sea X|N ~ BZ(N,1/2). Se sabe
que N > 1 y se estima que E[N] = 10.

Intentamos hallar la distribucion maxent para
N.

exp (A1n)
Z;?Ozl exp (A17)
1 —exp(A1)

exp(A1)
= (1 -eM)exp(Ai(n—1))

P(N =n) =

= exp(Ain)

Es decir que N—1 tiene una densidad geométri-
ca con pardmetro 1 — e y entonces se tiene

BN =14 "
[ ] - _I_ 1 . €>‘1
y fijando E[N] = 10, se tiene e’ = 2, es decir

= 15
que la distribucion a priori maxent para N es

N —1~GE(9/10).
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Extension al caso continuo

Los métodos pueden extenderse al caso contin-
uUoO pero es mas complicado porque la definicion
de |la entropia

e(f) == [ f10g f du

depende de la medida base wu.

Una posibilidad (Jaynes 1968) es definir

f(0)
o(f) =~ [ f®)1og < S
donde fy(0) es la distribucion a priori de Jef-
freys para 6. Entonces, dadas las restricciones
Elgr(0)] = A la solucion es

do

fo(0) exp (X7 g Argi(0))
J fo(0) exp (X7 Aegr(0)) do
analoga a la solucion en el caso discreto.

f(0) =
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Un problema
Es posible de que no exista una solucion.

Ejemplo 59 Sea X|u ~ N(u,1). Impongamos
la restriccion Elu] = c.

Se ha visto en el Capitulo 3 que la distribu-
cion a priori de Jeffreys es f(u) o< 1. Luego, la
distribucion maxent es

exp(A1p)
S22 exp (A p)dp
Y no existe ninguna densidad maxent para pu.

f(up) =

Observacion 43 Se tienen los mismos proble-
mas si el soporte de 6 es infinito y solo se fijan
algunas cuantiles de 0.
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Otras posibilidades

m distribuciones a priori de referencia (Bernar-
do 1979).

Sea X|0 ~ f(-|0) y supongamos una mues-
tra x(n) = (z1,...,2n).

La cantidad de informacion sobre @ propor-
cionada por muestras repetidas de tamano
n depende de la distribucion a priori w(8)
elegida, es decir

I(X™, 1) = /@ /Xn 7(0) £(x(M|6) log

Cuando n — oo, Se acerca a tener la infor-
macion perfecta sobre 0 y luego I(X", x)
se acerca a la informacion faltante sobre 6
que corresponde a la distribucidon a priori
w(0).

LLa distribucion a priori de referencia es la
distribucion que maximiza esta informacion
faltante.
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El enfoque de Bernardo es el enfoque mas pop-
ular en problemas multivariantes.

m distribuciones de Haar. Ver Berger (1985).

Basadas en consideraciones de simetria vy
invarianza en grupos.

m distribuciones jerarquicos

Se supone que la distribucion a priori tiene
una estructura jerarquica.
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Ejemplo 60 Modelo de ADEVA.

Yij = 0i+ ey
@~ no informativa

La distribucion a priori de 6; esta definida en
dos etapas.

s Otros. Ver Yang y Berger (1997), Kass y
Wassermann (1996).
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Problemas con distribuciones no informa-
tivas

m posibilidades de distribuciones a posteriori
impropias.

Ejemplo 61 Vamos a lanzar una moneda
con § = P(cruz). Utilizamos la distribucion
inicial de Haldane:

1

f(0) (1 — 0)

equivalente a B(0,0) que es impropia.

Si se observan n cruces en n tiradas, la
distribucion a posteriori sera

Olx ~ B(n,0)

que también es una distribucion impropia.
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m el principio de verosimilitud.

Ejemplo 62 Suponiendo que vamos a gener-
ar datos de una binomial X |0 ~ BZ(n,0), se
ha visto en el Ejemplo 50 que la distribu-
cion a priori de Jeffreys es 6 ~ B(1/2,1/2).

Supongamos ahora que se generan datos
de una distribucion binomial negativa. En-
tonces

log f(X|0) = c+rlogh+

+X log(1 — 0)
dlog f(X16) r X
00 )
9%log f(X10) 7 X
062 T 92 (1-0)2
52 log f(X16) r r
b 962 ] = 2t 0(1 — 0)
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Entonces la distribucion de Jeffreys es

1
f(0) o 61— )12

Pero, volviendo al Ejemplo 4 si tenemos la in-
formacion que hemos observado 9 cruces en 12
tiradas, necesitamos saber el diseno del exper-
imento (binomial o binomial negativa) que nos
proporciono estos datos antes de definir la dis-
tribucion inicial. La distribucion a posteriori de
0 sera B(9,5,3,5) suponiendo datos binomiales
y B(9,3,5) para datos binomiales negativos.

Por supuesto, el uso automatico de distribu-
ciones de Jeffreys no cumple con el principio
de verosimilitud.

m Paradojas de marginalizacion.

Ver Dawid et al (1973).
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