CAPITULO 10. METODOS MCMC

Para leer

Gelman et al (1995) Capitulo 11,

Lee (1997), Capitulo 9, Secciones 9.4-9.5,

Gilks et al (1996) contiene muchas aplicaciones.

Sitios utiles del red

MCMC preprint service:

www.statslab.cam.ac.uk/~mcmc/

Bugs software:

www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/welcome.shtml
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La idea basica: cadenas de Markov

Definicion 14 Un proceso estocastico X; es
una cadena de Markov si

f(CIJt|CIZ]_, JE 7mt—l) — f($t|$t—l)'

Bajo ciertas condiciones ((aperiodicidad, irre-
ducibilidad), recurrencia Harris), la distribucion
estacionaria f(x) de la cadena es unica y cumple

f@) = [ FGPXe = a|X, 1 =) dy.

Supongamos que existe una cadena de Markov
cuya distribucion estacionaria es f(0|x). En-
tonces, se puede muestrear la cadena de Markov
y después de un tiempo suficiente, los datos
muestreados simulan una muestra de la dis-
tribucidon a posteriori.
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El algoritmo Metropolis-Hastings

Este algoritmo (Metropolis et al 1953, Hast-
ings 1970) es el algoritmo mas general. Para
una buena introduccion ver Chib y Greenberg
(1995).

Sea |la densidad a posteriori

f(0]x) o< 1(0]x) f(O).

Se define una densidad condicional g (6*|0) (pro-
posal distribution) que es facil muestrear.

El siguiente algoritmo simula una muestra de
una cadena de Markov con distribucion esta-
cionaria f(0|x).
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El Algoritmo

El algoritmo Metropolis-Hastings es:

1.

Definir un valor inicial (),
t=20,
Generar ¢ ~ g (¢|9<t)) ,

Definir

2 (69, 6) = min {1 F(@)U(dx)g (6V]9)

OO Wx)g (¢]60))

Tomar

p(t+1) — ¢ con probabilidad a
0(1) en caso contrario

t=t+1. Ir a 3.
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Demostracion parcial del algoritmo.

Observamos en primer lugar que el algoritmo
define una cadena de Markov. Las probabili-

dades de transicién P (0(t+1)|9(t)> son
p (9<t+1>|9<t>) — g (9<t+1)|9<t>) o <9<t>7 9<t+1)) 4+

10<t+1>:9<t> [1 — /g <¢|9(t)) o (a(t), ¢) dcb]

y observando que
f(H(t)|X)g (0(t+1)|9(t)) o (g(t)’ 9(t+1))
f(9<t+1)|x)g (g(t)|9(t+1)) a (H(H—l), H(t)>

se tiene la siguiente ecuacion (balance equa-
tion)

OO P (9<t+1)|9<t>> — (04D x) P (9<t>|9<t+1)>

y integrando con respeto a 0() nos lleva

/f(H(t)|x)P (0<t+1)|0<t>) 400 = F(04+Dx)
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Se ha demostrado que la distribucion a poste-
riori es la distribucion invariante de la cadena.
También se necesita demostrar la existencia
del equilibrio.

Claramente |la cadena es aperiodica si
g6t = g9y 5 0

y |la cadena es irreducible si

g9(9|0) >0V o

Recurrencia Harris significa que la probabilidad
de que la cadena vuelva al estado 6 un numero
infinito de veces es 1. Mas o0 menos, |la cadena
cumple esta condicion si es irreducible. Ver,
por ejemplo, Robert y Casella (1999).

Roberts y Smith (1994) proporcionan algunas
condiciones mas sencillas para la convergencia
del algoritmo.
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Observacion 80 En teoria, se puede utilizar
(casi) cualquier distribucion g(¢|0). Lo mas im-
portante es que es facil muestrearla.

Existen resultados que demuestran que la tasa
de convergencia del algoritmo es (a menudo)
por o menos geomeétrica. Ver por ejemplo Ro-
berts y Tweedie (1996). No obstante, la con-
vergencia del algoritmo dependera mucho de
la eleccion de g(-).

Si se rechazan demasiados movimientos, la con-
vergencia sera muy lenta.

En el caso particular de que g(-) sea propor-
cional a la distribucion a posteriori, se tiene
a = 1 y el método es igual al método de
Monte-Carlo simple.
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El algoritmo con particion

Si @ es de alta dimension, la eleccion de g(-)
parece complicada.

En muchos casos es mas facil dividir el vector
6 en bloques 8 = (01,...,0;) y muestrear cada
bloque individualmente.

Sea H—i = (H]_, .. .,97;_]_,92'4_1, .. ,Hk)

Sea g;(¢;|0) = g;(¢;|0;,0_;) una distribucion de
propuesta para el bloque i, (1t =1,...,k).

Entonces, se define el siguiente algoritmo Metrop-
olis Hastings por bloques.
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Algoritmo
1. t=0, Definir un valor inicial 0(0),

2. Para1=1,...,k

a) Generar ¢; ~ g; <qbi|9(t)) ,

b) Definir

(@101 1x,0))g: (6216,6%))
76018160 1x, 0 g: (4,160, 6%))

ai (09, ¢p.) = min |1
(09, ¢,) [ ,
c) Tomar

{ ¢; con probabilidad o

en caso contrario

3. t=t+1. Ir a 2.
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El algoritmo tiene la ventaja de que con una
separacion de los parametros, se simplifica el
calculo de las probabilidades de aceptacion. En
muchas situaciones, es bastante facil evaluar
las distribuciones condicionales.
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. Como decidir si hay convergencia en la
practica?

Aunque tedricamente la convergencia del al-
goritmo esta garantizada, en |la practica se nece-
sitan usar algunos criterios de decision. Existen

varias posibilidades.

Multiples simulaciones con valores iniciales
dispersos

Ver Gelman y Rubin (1992).
Ejemplo 116 Se quiere estimar E[0|x].
Corremos J cadenas durante R iteraciones. Sea

RZ ¢, 60U donde 6() es el va/or i gen-
erado por la cadena j. Sea .. JZ 0
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Se calculan las varianzas (B) entre y (W) den-
tro de cada series.

B = —— 0. —0.)2
NS
j_
1 2
=1

donde sz_ es la varianza estimada en la serie j.

Una estimacion de la varianza a posteriori V [0|x]
es

que sobrestima la verdadera varianza si los pun-
tos iniciales son muy dispersos pero es inses-
gado suponiendo estacionaridad (cuando J —

No obstante, para J finita, la varianza estimada
dentro de cada secuencia, W, debe subestimar



V[0|x] porque las cadenas no han tenido tiem-
po para muestrear toda la distribucion esta-
cionaria. Pero, cuando J — oo, W también es
insesgada.

Calculando la razon % Si es mucho mas grande
que 1, proporciona evidencia de falta de con-
vergencia.

El problema con multiples simulaciones es que
tardan mas tiempo.



Graficos de los valores generados o)

Se ve si la cadena esta explorando bién el es-
pacio O no.

T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

Iterations
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Graficos de las medias acumuladas (running
means)

1
6. — —
E= 5

t
S 00)
j=1

Cuando J — oo, 8; — E[0|x] y entonces, miran-
do el grafico, si se estabiliza, es una indicacion
de convergencia.

N
—

<
—

phi
0‘.6

074

0.2

0.0

0 5000 10000 15000
iteration
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Diagnosticos formales de convergencia
Ver, por ejemplo Mengerson et al (1999).
Problemas de autocorrelacion

Como se generan datos 9t) de una cadena de
Markov, la muestra es autocorrelada. Es con-
veniente hacer un grafico de la funcion de auto-
correlacion estimada. Altas autocorrelaciones
pueden significar convergencia lenta.
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. Qué hacer con los datos generados?

Se usa la primera parte (desde 5 a 50 %) de los
datos generados por la cadena de Markov co-
mo datos de burn in para que la cadena olvide
su estado inicial.

Si hay autocorrelacion alta hasta un retardo r
se puede considerar thinning los datos, es decir
seleccionar solo un dato en cada r para que la
muestra sea incorrelada.

Se estima (por ejemplo) la media a posteriori
de 8 mediante

IR

donde N es el numero de iteraciones (thinned)
de la muestra después del periodo de burn in.
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Varios algoritmos MCMC

Bajo distintas elecciones de las funciones de
propuesta g;(-|0), se puede simplificar el calculo
de las probabilidades de aceptacion «;. Existen
varios algoritmos. A menudo, se utilizan dis-
tintos algoritmos para muestrear cada bloque
0,.

El algoritmo Metropolis

Sea g(¢|0) = g(0|¢), una distribucion simétri-
ca. Entonces, se tiene

) f(cb)l(cbIX)]

- f(O)(O]x)

azml’n[

Observacion 81 Es una version de un algorit-
mo basado en un paseo aleatorio:

d =01 4 b
Es decir que g(¢|0) = g(¢p — 0).
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Ejemplo 117 Sea X|0 ~ C(0,1) con una dis-
tribucion a priori uniforme f(0) « 1. Dados
los datos x, se quiere simular una muestra de

f0lx).

Es posible usar una distribucion de propuesta
normal, por ejemplo, g(¢|6) = N(0,s?) donde

s2 es la cuasi varianza de los datos.

Entonces, g(¢|0) = g(8|¢) y la probabilidad de
aceptar un candidato ¢ dado o) es

P+ (z — 00)2

Oé:il:_[]- 1—|—(332—§b)2 .

El diagrama ilustra los valores o(t) generados
en 2000 iteraciones del algoritmo Metropolis,
dada la muestra

X = (4737 2727 3717 8747 _1727 6777 4747 7737 4717 378)

y el valor inicial 9(0) = z.
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El segundo diagrama muestra la media acumu-
lada de 0 frente el numero de iteraciones. La
media se ha estabilizado después de (aproxi-
madamente) 1200 iteraciones.

4.4

4I3

running mean
4.2
1

4.1
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El tercer diagrama muestra un histograma de
los datos generados por el algoritmo.

3 4 5 6

theta

0.6 0.8

frecuencia
0.4

0.2

0.0

Q

El estimador de la media a posteriori es E[0|x]
4,09 y la tasa de aceptacion es aproximada-
mente 23 %.



El muestreo de independencia

Otra posibilidad es suponer que g(¢|0) = g(¢)
independiente de 6.

Ejemplo 118 Volviendo a Ejemplo 117, sea
ahora g(¢) = N (z, s2).
La probabilidad de aceptar ¢ dado 0(t) es

0002 (- 77 L+ (2 — 01)?
i=1 1 + (xz o gb)z

Corriendo el algoritmo dados los datos anteri-
ores, se tienen los siguientes resultados.
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Se ve que la convergencia es menos rapida que
para el méetodo Metropolis.
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El histograma es similar al anterior.

El estimador de la media a posteriori es E[0|x] =
4,06 con tasa de aceptacion de 24 %.



El muestreo Gibbs

El muestreo Gibbs (Geman y Geman 1984,
Tanner y Wong 1987, Gelfand y Smith 1990)
es una version del método Metropolis Hastings
con particion del espacio con

9:(9;10;,0_;) = f(¢;|0_;,x)

la distribucidon condicional a posteriori.

Dada esta distribucion, la probabilidad de acep-
tar el candidato ¢; es

£(@i10"Di1x,0) 1 (60 1x.61))
1OP10D160 1%, 00 1 (i1x,6))

= 1
es decir que los valores propuestos son siempre

aceptados.
419



El algoritmo

El algoritmo para el muestreo Gibbs es:

1. Comenzar con valores iniciales arbitrarios

9(0)
2. Generar 9§t+1)rw'f(HlLX,H(Q,..-,Héw),

3. Generar Hgb+1)rv'f(HQLX,Hgb+1),9(w,---,Héw),

5. Generar 92ﬁ+1)rwef(Hka,Hgb+l),---,Qéﬁté)),

6. Ir a 2.
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Un ejemplo facil

Ejemplo 119 Volvamos al Ejemplo 112. Tam-
bieén se puede utilizar una muestra de Gibbs
para muestrear la distribucion a posteriori.

Las distribuciones condicionales en este caso
son

1
ux, 6 ~ N(*”E’n—qb)

n—1 (n— 1)82—|—n(,u—a_:)2>

2 2
Yy es muy facil muestrear las dos.

blx, .~ Q(

El diagrama muestra el valor estimado de E|u|x]
frente al numero de iteraciones. Se necesitan
aproximadamente 1000 iteraciones para la con-
vergencia.
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Observacion 82 Obviamente es menos eficaz
utilizar el metodo de Gibbs cuando se puede
utilizar un méetodo Monte-Carlo simple.



Ejemplo 120 Modelos con datos censura-
dos

Supongamos que Z; es la vida de una maquina i
en un estudio. Pongamos una densidad f(Z;|0).
Habitualmente, la duracion del test es corta y
solo observamos unas pocas vidas enteras y
las otras observaciones estan truncadas en un
tiempo T.

Entonces, los datos observados son

Y. — Z; SIi X; <T
Ul T O siX;>T

vy la verosimilitud es

1(0]x) oc ][ f(=il0)(1 — F(T16))"2

1 =1
donde se supone que se observan nq tiempos
de vida enteros y no tiempos truncados a T'.
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A menudo la forma de la verosimilitud es com-
plicada y no se pueden utilizar méetodos sencil-
los para hacer la inferencia.

Pero se pueden simular las variables Z; en un
algoritmo Gibbs. Dado X;,0 tenemos Z; = X;
si X, <Ty f(Z0,X; =T) x f(Z;|0) truncado
a [T,oo) si X; = T. Es bastante facil simular
la distribucion truncada usando por ejemplo el
méetodo de rechazo.

Observacion 83 Para simplificar el problema
se han introducido los tiempos de vida no ob-
servados. Estas variables son variables latentes.

Un algoritmo de Gibbs para evaluar la distribu-
cion a posteriori de 6 dados los datos x sera el
siguiente.



2. Fijar valores iniciales 6(0) .

t+1 t+1
3. Generar z?gl_:_l),...,z?gl_:_?,b)Q de f(zz-|a:7;,9(t))

4. Generar OUTD) e f(9|x,z(t+1)) = f(9|z(t+1)).

5. t=t-+ 1, Goto 3.

Ejemplo 121 Podemos ilustrar el algoritmo del
Ejemplo previo suponiendo que Z; ~ £(0). En
este caso, se puede evaluar la verosimilitud pre-
cisamente.

Sea x = (x1,...,25,1,1) con 5 observaciones
no censuradas y 2 datos truncados en 1. Sea
la suma de las observaciones no truncadas,



Entonces, la verosimilitud sera

1=1
x 0> exp(—50)

5
1(0]x) o 6°exp (—0 3 sz) exp(—0)2

y dada una distribucion a priori de Jeffreys,
f(0) o< 5, la distribucion a posteriori es f|x ~
G(5,5).

Comparamos la distribucion teorica con los re-
sultados del algoritmo de Gibbs. Se tiene

@6_92
e—0

f(z]0,z>1)

para z > 1 que implica que

Z—116,Z > 1~ E(6)

Yy se puede muestrear esta distribucion.

Ademas, 0|z ~ G(7,3 + z¢ + z7) que es facil de
muestrear.



Una muestra Gibbs con 1000 iteraciones en
equilibrio genero los estimadores E[0|x] ~ 1,001
y V[0|x] = ,198. Los valores precisos son E[0|x] =
1 y V[0|x] = 0,2. EI diagrama ilustra un his-
tograma de los datos generados. Es parecido
a la distribucion G(5,5).
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Ejemplo 122 Mixtura de normales

Supongamos la mixtura:

k
2
f(x0) = > wifi(x|ps, of)
i=1

donde 6 = (wlalu'la 0-%7 K 7wk7:uk7o-]%) yfz($|:u7no-zz)
es una densidad normal con media u; y varianza

2
o, .

7

Sabemos que la verosimilitud es muy complica-
da y inferencia directa es imposible. Pero pode-
mos simplificar el problema.

Dada Xj, se define Zj ;

P(Z]:’L|W):’wz pori=1,...,k

Entonces, tenemos la simplificacion
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Dados los datos x1,...,xn, la verosimilitud es

j=1"% Zj
k
1 1 5
X H 7 eXPp 5,2 Z (z; — 1;)
1=1 "1 v J,2j="1

donde n; = #{z; =i} ¥y >;n; = n.

Entonces, suponiendo distribuciones a priori

w ~ D(¢) Dirichlet
o ~ GI(a/2,5/2)
wilof ~ N(mg, a7 /c;)
podemos evaluar las distribuciones a posteriori
condicionales:



Distribuciones a posteriori

1 1 2
Wig; &P (‘W () = ) )
P(Zj =ilzj,0) = :

Yin1 Wig; OXP (—2(1;3 (25— “??)2)
W|sz ~ D(qb*)

o2x,z,p; ~ GI(al/2,8!/2)

Ui|X7Z707j2 ~ N(m;k70-22/c;k)

donde
*
O; = ¢;tn,
osz = «; +n;
. 2
=8+ ) (-
jZZj:’i
c; = ¢ +mn;
x __ Ccmy + n;x;
m,L- ==
C; —|— ny

Entonces, se puede utilizar el muestreo de Gibbs
para generar muestrear la distribucion a pos-
teriori f(0,z|x).



Algoritmo
1. Fijar valores iniciales 6(0),
2. Generar Z; de P(Zj|a:j,9(i)) por j=1,...,n,

3. Calcular ¢* y generar w ~ D(¢"),

>k

4. Calcular m;,c;

y generar p; ~ N (m7, Jg(z)/cjf) ,
5. Calcular o, y generar 02-2 ~ GI(a/2,B/2),

6. Ir a 2.



Algunas observaciones

m No se pueden utilizar distribuciones a priori
impropias porque se llevan a distribuciones
a posteriori impropias. Esta claro porque
es posible que todos los Zj #+ 1 por algun
elemento de la mixtura z.

m De vez en cuando, se reparametiza el prob-
lema porque la convergencia es bastante
lenta. Ver Robert (1996).

m Existen métodos para comparar mixtures
de tamanos distintos mediante factores Bayes.
Ver por ejemplo Chib (1995).

m Se extiende el méetodo al caso de k de-
sconocido. Ver, por ejemplo Richardson y
Green (1997) o Stephens (2000).



Ejemplo 123 Consideramos datos sobre la sen-
sibilidad a luz de los ojos de 45 monos (Bow-
maker et al 1985).

Se supone que los datos provienen de una mix-
tura de dos normales con varianza comun.

Y ~ pN <>\1,02) + (1 —-p)N <>\2,02)
donde Ao > A1.

Para simplificar el calculo en WinBugs, se de-
fine Ao = A1 + 60 donde 6 > 0.

Se imponen distribuciones a priori poco infor-
mativas.

En primer lugar, se ve un histograma de los
datos que ilustra la bimodalidad.
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El segundo dibujo muestra la estructura del
modelo.



al pha[ ]

for(i IN1:

NG

N)




Se utilizo una muestra de tamano 100000 con
10000 iteraciones de burn in.

La tabla muestra las caracteristicas de la dis-
tribucion a posteriori.

node mean d MC error 2.5% median 97.5Y,
P[1] 0.5992 .08873 7.575E-4 0.4236 0.6022 0.7607
P[2] 0.4008 .08873 7.575E-4 0.2393 0.3978 0.5764

lambda[2] 548.9 .317 0.01275 546.2 548.9 5561.2
sigma 3.789 .65 0.0076 2.927 3.672 5.465
0.

S

0

0

lambda[1] 536.8 0.9679 0.007869 535.0 536.7 538.7
1

0

Ypred 541.6 7.11

01999 530.0 540.3 554.9

En la siguiente transparencia se ve un esti-
mador kernel de la densidad predictiva de Y .



cooo

ypred sanple: 100000

8
6
4
2

. 0

| | | |
500.0 520.0 540.0 560.0
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Otros algoritmos

m ARMS. Método Metropolis Hastings con
rechazo adaptivo. Ver Gilks et al (1995).

Es un algoritmo basado en la combinacion

del algoritmo de rechazo adaptivo con méto-
dos Metropolis Hastings. Este algoritmo es

la base para el muestreo Gibbs en Win-

Bugs.

m Slice sampler. (Neal 2000).

Se quiere muestrear f(0|x) x g(@). Se em-
plea un algoritmo basado en aumentacion
los datos.
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El algoritmo es
1. t=0. Valor inicial 6.
2. Muestrear u(!11) ~ U[0, g(8(V))]

3. Muestrear 0UTL) U (A(H'l)) donde
A+1) — {9; q(0) > u(t+1)},

4. t=t—4+ 1. Ir a 2.
Mas o menos facil de programar.

m Difusiones Langevin. (Grenander y Miller
1994). MCMC hibrido (Neal 1996).

Otros algoritmos basados en aumentacion
de variables.



m Salto reversible. (Green 1995).

Extiende el algoritmo Metropolis Hastings
a problemas de dimension variable.

m Muestreo perfecto.

Un problema de los algoritmos de MCMC
es que es dificil decidir cuando ha convergi-
do la cadena. Pero en algunos articulos re-
cientes, se ha introducido el muestreo per-
fecto: una version de MCMC para que se
pueda estar seguro que se tiene una mues-
tra de la distribucidon de equilibrio de la ca-
dena.

El algoritmo tipo usa la idea de coupling
from the past para determinar la llegada
en equilibrio. Ver Casella et al (2000) o
dimacs.rutgers.edu/~dbwilson/exact.html/.

m Y muchos mas. Ver, por ejemplo, Andreu
et al (2003).



