CAPITULO 1: ALGUNAS REGLAS DE
PROBABILIDAD

Para leer
Lee: Capitulo 1
Definicion 1 (Probabilidad Condicional)

Para dos sucesos A y B,

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

Observacion 1 Se puede aplicar la definicion
también a variables discretas o continuas.

Observacion 2 Para mi, casi todas las prob-
abilidades son condicionales. Siempre existe la
historia H.



La ley de la probabilidad total
Teorema 1 (Ley de la probabilidad total)

Para un suceso A y una particion B1, ..., By,

k
P(A) = ) P(A|B)P(B;)
i=1

Ejemplo 1 En una fabrica se embalan (en ca-
jas) galletas en 4 cadenas de montaje; A1, Ao,
A3z y Aa. EI 35 % de la produccion total se em-
bala en la cadena Ay y el 20%, 24 % y 21 %
en Ao, Az y A4 respectivamente. Los datos
indican que no se embalan correctamente un
porcentaje pequefio de las cajas; el 1 % de Aq,
el 3% de A, el 2.5% de Az y el 2% de A,.
/s Cual es la probabilidad de que una caja elegida
al azar de la produccion total sea defectuosa?
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Definir D = defectuosa. Luego

P(D)

Z P(D[A;)P(A;)

= 01>< , 35 4+ ,03 x ,20 4,025 x ,24 4
+.02 x ,21
= ,0197

Observacion 3 Se puede aplicar el teorema a
variables discretas

fl@)=> flz|Y =y)P(Y =vy)
Yy
y a variables continuas

f@) = [ 1l ) dy.
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Ejemplo 2 iIMPORTANTE!

Suponer que Y ~ E(3), una distribucion expo-
nencial

f(y) = Bexp(—PFy)
y que X|Y ~ P(Y), una distribucion Poisson,

X

(7
P(x|y) :ge J

Entonces, la distribucion marginal de X es

P() = [PGly)f() dy

/OOO %Te_yﬁ exp(—By) dy

= D"y oo+ ) dy

= 5/000 y T L exp(—(B+ 1)y) dy
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/. Como se resuelve la integral?

El integrando es el nucleo de una distribucion
gamma; G(x+ 1,8+ 1). Luego
B T(z+1)

TR ey
I6] x!
z! (8 + 1)@ +1)

5

B+ 1)+

/ Reconocemos esta distribucion?

Se sustituye p=3/(1+03). Luego0O<p<1ly

p
P(z) = 1—_p(1_p)(a:—|-1)
= p(l—-p)* parax=0,1,2,...

que es una distribucion geométrica con parametro

D.
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Ejemplo 3 Si X|0 ~ &) y 0 ~G(a, ), luego

Flx) = / = ee—ew%

a_ —(B+x)6
I_(a) / o e v

_ B (a+1)—1 —(f+x)8
r(a)/o 9 e o

y el integrando es el nucleo de otra distribucion
gamma, G(a+ 1,8+ z). Entonces

pr T(a+1)
(o) (84 )t
o
(84 x)ot!
donde se ha utilizado una propiedad de la fun-
cion gamma.

—1.—59 g

flx) =

NMa+1) = al (a).
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Observacion 4 No es una distribucion estandar,
pero si se define Z = X + (3, se puede ver que
Z tiene una distribucion Pareto.

fx(z—p)
aB®%~ 1 para z> 1
Z ~ PA(B,a)

fz(2)
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El teorema de Bayes
Teorema 2 (Teorema de Bayes)

Para dos sucesos A y B,

P(B|A)P(A)

P(A|B) = 0

Ejemplo 4 \Volviendo al Ejemplo 1, supong-
amos que descubrimos que una caja es defectu-
osa. Queremos calcular la probabilidad de que
la caja venga de A-q.

P(D|A1)P(A1)
P(D)
,01 x ,35

0197
1777

P(A1|D) =
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Ejemplo 5 3 prisioneros, Andrés, Bartolo y Car-
los han solicitado para la libertad condicional.
Se sabe que el gobernador va a poner en lib-
ertad uno de los tres pero el no puede decir
quien hasta el final del mes. EI gobernador dice
a Andrés que puede informarle del hombre de
un solicitante sin exito dadas las condiciones.

1. Si se pone en libertad Andrés, el gober-
nador dira Bartolo o Carlos con la misma
probabilidad (1/2).

2. Sise pone en libertad Bartolo, dira Carlos.

3. Sise pone en libertad Carlos, dira Bartolo.

El gobernador cree que este informacion sea
inatil a Andrés y le dice que Bartolo no es-

tara librado.
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Andrés piensa " mi probabilidad de que me pon-
gan en libertad ha cambiado de 1/3 a 1/2. Es-
toy muy contento.”

/ Tiene razon?

Se definen A, B,C' los sucesos de que Andrés,
Bartolo y Carlos estén puestos en libertad re-
spectivamente. Se define b el suceso de que el
gobernador diga Bartolo.

Se tiene:
P(A)=P(B)=P(C)=1/3

porque solo uno de los tres va a ganar la lib-
ertad.

P(b|A) =1/2, P@OBB)=0, P@ObIC)=1

dada la informacion del gobernador.
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Entonces, usando el teorema de Bayes,

P(blA)P(A)

P(Ab) = 0

P(b|A)P(A)

P(b|A)P(A) + P(b|B)P(B) + P(b|C)P(C)
1/2x1/3
1/2x1/34+0x1/3+1x1/3
= 1/3

jNo tiene razon!
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Observacion 5 Se puede aplicar el teorema a
variables discretas y continuas. En el caso de
X continua se tiene

falyy = TWRI@)

f(y)
flylz) f(x)

I fyle) f(z) da

Ejemplo 6 Retomando el Ejemplo 2, calcu-
lamos la distribucion de Y |zx.

P(zly)f(y)
P ()
_ S
E
(6+1)=+D)

(a+1)
(BA DT o~ (41

!

flylz) =

(5 + 1>(x+1)y(m+1)—16—(5+1)y
M(z+1)
que es la densidad de una variable gamma;
Gz+ 1,8+ 1).
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Observacion 6 Recordamos el teorema de Bayes:
f(zly) = f(ylz) f(x)/f(y). La demonidador f(y)

es independiente de x. Entonces se puede es-
cribir el teorema de forma

f(xly) o< flylx) f(x).

Este resultado es util para los calculos porque
implica que se pueden olvidar las constantes
multiplicativas hasta el final.

Ejemplo 7 Volviendo al Ejemplo 3, calculam-
oS la distribucion de 6 dada una observacion
X.

f@Olz) oc f(x|0)f(0)
—or BY 1 _
x Oe ch_ea 16 36
()

o patl-1,—(8+x)6

que es el nucleo de una distribucion gamma
G(a+1,8+4x) y entonces, 0|z ~ G(a+1,8+x).
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La media y varianza condicional.

Definicion 2 Para dos variables X e Y, defin-
imos la media y varianza de X dado Y = vy
como

BIX)Y =y] = [af(aly) do
VIXIY =y] = [(@ - BIX]Y = y])%/ (aly) da
El siguiente teorema nos proporciona la relacion

entre |la esperanza y varianza marginal y la es-
peranza y varianza condicional.

Teorema 3 iIMPORTANTE!
Para dos variables X e Y, se tiene

« E[X] = BIE[X|Y]]

= V[X] = E[VIX|Y]] + V[E[X]Y]]
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Ejemplo 8 Volviendo al Ejemplo 2, supong-
amos que queremos calcular la media y vari-
anza de X (y que no sabemos nada de la dis-
tribucion geomeétrica).

E[X]

VIX]

EE[X]Y]]

E[Y] porque X|Y ~P(Y)

1
— la media de la exponencial

ElVIX|Y]] + VIEIX]Y]]
ElY]+ V[Y]

porque media = varianza =Y
1 1

B B2
B+1
62
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Observacion 7 Sustituyendo p = /(1 + (3),
se tienen los resultados usuales;

E[X] = 1-p
p
1—p 1—p\°
i) = 10 (10
p p
_ 1-p
2

Ejemplo 9 Retomando el Ejemplo 3, tenemos

E[X] = E[E[X]0]]
— E[1/0]
_ (1 B% ja-1_-p6
—Jo 9|_(oz)9 a0
_B° gla—1)-1 60
- M(«) JO do

El integrando es el nucleo de una distribucion
gamma; G(a — 1,3). Entonces:
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B T'(aw—1)

M(a) po-t
g

a—1

E[X] =

Observacion 8 La esperanza solo existe si o >
1.

Observacion 9 Hemos visto anteriormente que
Z=X+8~PA(B,a). Luego podemos calcu-
lar la media de X utilizando la formula para la
media de una distribucion Pareto.

ElX] = E[Z]-8
= p — (3 paraa>1
a—1
5

a—1
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