Tema 3. Probabilidad y variables aleatorias

En este tema:

¢ Probabilidad:

¢ Experimentos aleatorios, espacio muestral, sucesos.
¢ Interpretaciones de la probabilidad.

* Propiedades de la probabilidad.

¢ Probabilidad condicionada y teorema de Bayes.

e Variables aleatorias:

» Concepto de variable aleatoria.

¢ Variables aleatorias discretas.

¢ Variables aleatorias continuas.

¢ Esperanza, varianza y desviacidn tipica.

¢ Modelos de variables aleatorias

Estadistica |. Grado en Administracién de Empresas 08/09 Tema 3



Tema 3. Probabilidad y variables aleatorias

En este tema:

e Probabilidad
e Variables aleatorias

e Modelos de variables aleatorias:

¢ Distribucién Bernoulli

¢ Distribucién Binomial

¢ Distribucién de Poisson

¢ Distribuciéon normal

¢ Distribuciones asociadas a la normal
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Conceptos basicos
e Experimento aleatorio: proceso de observar un fenémeno cuyos resultados
son inciertos.
e Suceso elemental: un posible resultado de un experimento aleatorio.

€1,€2,...,€n,...

e Espacio muestral: la coleccién de todos los posibles resultados de un
experimento.
Q={e,e,....,€n,...}

e Suceso: un subconjunto del espacio muestral, es decir, un conjunto de
sucesos elementales

A={e, e}

Ejemplos:
¢ Resultado al lanzar una moneda.

¢ Precio de la accién x al cierre de sesién el préximo lunes.
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Sucesos: conceptos basicos

Interseccién de sucesos: Si Ay B son dos sucesos del espacio muestral €2,
entonces la interseccién, AN B, es el conjunto de todos los sucesos de Q2 que
estdn en Ay en B.
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Sucesos: conceptos basicos

Ay B son sucesos incompatibles si no tienen ningtn suceso elemental en
comtn i.e., el conjunto AN B es vacio
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Sucesos: conceptos basicos

Unién de sucesos: Si Ay B son dos sucesos de un espacio muestral €2,
entonces la unién, AU B, es el conjunto de todos los sucesos de 2 que
pertenecen a cualquiera de los dos, A 6 B.
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Sucesos: conceptos basicos

Sucesos triviales:
e Suceso seguro ): conjunto = espacio muestral

e Suceso imposible @): conjunto = conjunto vacio

Complementario

El complementario de un suceso A es el conjunto de todos los sucesos
elementales de £ que no estdn en A.

A
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

Consideremos el experimento aleatorio “resultado observado al lanzar un
dado”:

L . * @ L * @
L L L * @»
L L L I * ® * @»

e suceso elemental: el 1, el 2, el 3, el 4, el 5, el 6
* espacio muestral: Q ={1,2,3,4,5,6}
* suceso: A={2,4,6} B ={4,5,6}

El suceso A es “sale un nimero par”.
El suceso B es "sale un niimero mayor que tres”.
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

Q:{17273347576} A:{2’4’6} B:{4’576}

Complementario: _ ~
A=1{1,3,5} B ={1,2,3}

Interseccion:

ANB={46} AnB={1,3}

e Unién: o
AUB={2,456} AuUB={1,2,3,5}

AUA={1,2,3,4,5,6} =Q

¢ Sucesos incompatibles: _
ANA=10
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Probabilidad. Intuicion

La probabilidad es una medida subjetiva sobre la incertidumbre de que suceda
cierto suceso.

Al tirar un dado:

¢ |la probabilidad de que salga un 1 es mas pequeiia que la probabilidad de
que salga un nidmero mayor que uno

¢ |a probabilidad de que salga un 4 es igual que la probabilidad de que salga
un 6.

¢ |a probabilidad de que salga un 7 es cero

¢ la probabilidad de que salga un ndimero positivo es uno
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Tres enfoques/interpretaciones

Probabilidad clasica

Considera un experimento para el que todos los sucesos elementales son
equiprobables. Si tenemos k sucesos elementales,

1
P(A) = e tamafio de A

Enfoque frecuentista

Si repetiéramos el experimento muchas veces, la frecuencia con que ocurre el
suceso seria una aproximacién de la probabilidad.

\ Probabilidad — el valor Iimite de |a frecuencia

Probabilidad subjetiva

Depende de la informacién que tengamos en ese momento.

Probabilidad — creencia o certeza de que ocurra
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Propiedades de la probabilidad

¢ 0< P(A) < 1.

e Sea A={ep, e,...,e,}, entonces P(A) = 3.7, P(e;).
« P(Q) =1y P(0) =0.

 Complementario: P(A) =1 — P(A).

« Unién: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

» Si Ay B son incompatibles, entonces P(AU B) = P(A) + P(B).
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

L . * @ . o L ] [ ]
L ] . L ] L .
L ] L ] [ ] L ] L [ ] L [ ]
* Probabilidad de un suceso elemental: P(e;) = &
* Probabilidad de que salga par: A= {2,4,6}, luego
1 1 1 1
P(A) = P("2") + P(" 4" Y+ P("6") = =+ 2o L1
(A)= PC2') + PCA) 4 POE) = o 5 + =
* Probabilidad de que salga mayor que 3: B = {4,5,6}, luego
1 1 1 1
P(B) = P("a" )+ P("5" )+ P("6") = £+ =11
(B)=P(4")+ PCS") 4 P(6) = ¢ + e+ 2 =2
¢ Probabilidad de que salga impar
- 1 1
P(A)=1-PA) =1-> ==
A)=1-PA)=1-, =
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

L L] * @ * @ L
L J L] L J L
L] L] * @ * @ e @

¢ Probabilidad de que salga par o mayor que tres
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
Como AN B = {4,6}, entonces P(ANB) = 2 =3

1 1 1 4 2

P(AUB)=Z+4-—-=-="2
(AVB)=3+37375 3

¢ Probabilidad de que salga par o igual a uno.

Los sucesos A ={2,4,6} y C = {1} son incompatibles (AN C = @) por

tanto
1

P(AUC) = P(A)+ P(C) = 5 +

4 2

6 3

| =
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Ejemplo: probabilidad condicional

Se clasifica un grupo de 100 ejecutivos de acuerdo a su peso y a si sufren o no
de hipertensiéon. La tabla muestra el nimero de ejecutivos en cada categoria.

Insuficiente  Normal  Sobrepeso | Total
Hipertenso 2 8 10 20
Normal 20 45 15 80
Total 22 53 25 100

* Si se elige un ejecutivo al azar, jcudl es la probabilidad de que tenga

hipertension?
20
P(H)=—=0,2
(H) =150 =0

¢ Si se elige a una persona al azar, y se descubre que tiene sobrepeso, jcudl
es la probabilidad de que tenga hipertensién? ;Es la misma que antes?
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Ejemplo: probabilidad condicional

Probabilidad de que sea hipertenso, sabiendo que tiene sobrepeso:
P(H|S)
Para calcularla, nos fijamos sélo en los ejecutivos con sobrepeso:

10
P(H|S)=—==0,4
(HIS) = 3 =0,
iPor qué? es como si eligiese la persona al azar sélo entre los que tienen

sobrepeso.

La probabilidad condicional, (o probabilidad condicionada) es la proba-
bilidad de que ocurra un evento, dado que otro evento ha ocurrido.
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Probabilidad condicional

Probabilidad condicional
Sean dos sucesos Ay B, la probabilidad condicionada de A dado B es:

P(AN B)

PIAIB) = 5

Ley de la multiplicacién

Se tiene que
P(AN B) = P(A|B)P(B)

Independencia

Se dice que dos sucesos A y B son independientes si
P(AN B) = P(A)P(B).

Ademss, P(A|B) = P(A) y P(B|A) = P(B).
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Ejemplo

De una baraja espafiola, saco dos cartas. Probabilidad de que:

e la primera carta sea copa: P(A) = 13.
* la segunda sea copa, sabiendo que la primera lo fue: P(B|A) = 39—9.

* las dos cartas sean copas: P(AN B) = P(B|A)P(A) = 5 32.

Tiro dos dados. Probabilidad de que:

* en el primer dado salga un uno: P(C) = ¢.

¢ en el segundo dado salga un uno, sabiendo que en el primero salié uno:

P(D|C) = P(D) = L.

e en el primer dado salga un uno, si en el segundo salié uno:

P(C|D) = P(C) = L.

* en los dos dados salga uno: P(C N D) = P(D)P(C) = ¢¢ (sucesos
independientes)
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Ley de la probabilidad total

Un conjunto de sucesos By, B, ..

BinB; =0,

Si ademds de eso cumplen

., Bx son mutuamente excluyentes si

Vi j.

Q=BiUBU...UBq,

se dice que forman una particion del espacio muestral.

Q

B,

B>

Bs

By

Bs
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Ley de probabilidad total

Dada una particién del espacio muestral, By, By, ..., Bk, y dado un suceso A,
se tiene que
P(A) = PANB)+PANB)+...+P(ANBy) =

= P(A|B1)P(B1) + P(A|B)P(Bz) + ...+ P(A|Bk)P(Bk).

Q

By B> B3
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Ejemplo: probabilidad total

En una fabrica se embalan galletas en cuatro cadenas de montaje: Al, A2, A3,
y A4. El 35% de la produccién total se embala en la cadena Al, el 20%, 24%
y 21% en las cadenas A2, A3 y A4 respectivamente.

Los datos indican que no se embalan correctamente un porcentaje pequeio de
las cajas: el 1% en la cadena de montaje A1, el 3% en A2, el 2.5% en A3 y el
2% en A4.

i Cudl es la probabilidad de que una caja elegida al azar de la produccién total
sea defectuosa (suceso D)?

P(D) P(DN A1)+ P(DNAz)+ P(DNAs)+ P(DN Ay)
P(D|A1)P(A1) + P(D|A2) P(A2) + P(D|A3)P(As) + P(D|A4)P(A4)

= 001 x 0’354 003 x 0’20 + 0’025 x 0’24 + 0’02 x 0’21 = 0'0197.
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Teorema de Bayes

Para dos sucesos Ay B se tiene que

P(BIA)P(A)

P(AIB) = =2 g

Ejemplo: (continuacién del anterior) Supongamos que descubrimos una caja
defectuosa, jcudl es la probabilidad de que la caja haya sido embalada en la
cadena de montaje Al?

~0.01x0.35
~0.0197

= 0.17766
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Variables aleatorias

e Variable aleatoria.
e Variables discretas:

* Funcién de probabilidad (f. de masa)

¢ Funcién de distribucién
¢ Variables continuas:
¢ Funcién de distribucién

¢ Funcién de densidad

e Esperanza, varianza, desv. tipica.
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Variables aleatorias

Variable aletoria: concepto

Una variable aleatoria es una funcién que asocia un valor numérico a cada
posible resultado de un experimento aleatorio.

Ejemplo
Lanzar un dado una vez. Sea la v.a. X = resultado de la tirada.

icudntos sucesos elementales hay? ;qué valores puede tomar X7

Se denotan las v.a. con letras mayisculas, y sus posibles valores con letras
mindsculas.
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Variables aleatorias

V.a. discreta

Una variable aleatoria es discreta si toma un ndmero finito o numerable de
valores.

V.a. continua

Una variable aleatoria es continua si toma un ndmero infinito no numerable de
valores (por ejemplo, en un intervalo de R).

Ejemplos
e X ="resultado al tirar un dado” es una variable discreta.

e Y = "altura de un alumno elegido al azar”" es una variable continua.
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Variables aleatorias discretas

Funcién de probabilidad

Sea X una variable aleatoria discreta con posibles valores {xi, xa,...}. Se
llama funcién de probabilidad o funcién de masa, al conjunto de probabilidades
con las que X toma cada uno de sus valores, es decir, p; = P[X = x;], para
i=1,2,....

Ejemplo
X = resultado de lanzar un dado. La funcién de probabilidad es
X \ 1 2 3 4 5 6
PX=x1% 5 5 & 5 s
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Variables aleatorias discretas

Funcién de probabilidad. Propiedades

c0<PX=x]<1.

e Y PX=x]=1

« PIX<x]= ) PX=x]

i,xi <x

« P[X >x]=1-P[X <x].
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Variables aleatorias discretas

Funcién de distribucion

La funcién de distribucién (acumulada) de una variable aleatoria X es la
funcién F(x) = P[X < x]. Estd definida para todo x € R y no sélo para los
valores de X.

Ejemplo
X = resultado de lanzar un dado. La funcién de distribucién es
X 1 2 3 4 5 6
PX=xI]¢ ¢ & & 5 &
FO Ts 5 5 65 & ¢
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Variables aleatorias discretas

Propiedades ‘
. F(—o0) = 0. o ]
. F(oo) = 1. " —
¢ Si x <y, entonces :: —
F(x) < F(y). os —
i —
1o

0 1 2 3 4 5 6 7

Para X discreta, la funcién de distribucién es de tipo escalén. Cada escalén
corresponde a un valor posible de X y el salto corresponde a la probabilidad.
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Variables aleatorias continuas

Funcién de distribucidon

Para X v.a. continua, la funcién de distribucion es la funcién
F(x)=P[X <x],¥x € R

08

F(x)
0.4
F
4

0.z
02
1

00
0

No son funciones de tipo escaldn, sino suaves.
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Variables aleatorias continuas

Propiedades
e F(—o0)=0.
e F(co) =1
» Si x <y, entonces F(x) < F(y).
* F(x) es continua.

La funcién de probabilidad no tiene sentido en variables aleatorias continuas,
porque
P(X=x)=0

Para sustituir la funcién de probabilidad, en variables aleatorias continuas
usaremos la funcién de densidad.
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Variables aleatorias continuas

Funcién de densidad
Para una variable aleatoria continua X con funcién de distribucién F(x), la

funcién de densidad de X es:

Propiedades
e f(x)>0 VxeR

e Pa< X <b)= [ f(x)dx VabcR

e F(x)=P(X <x)= fjoo f(u)du
. ffooo f(x)dx =1

Tema 3
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Variables aleatorias continuas

Ejemplo
Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad

[ 12x*(1-x) si0<x<1
f(X)_{ 0 si no

0's 0’5
P(X <0'5) = / f(u)du = / 1203(1 — u)du = 0’3125
—00 0
0's 0's
P(0'2 < X <0'5) = / f(u)du = / 12u%(1 — u)du = 0’2853
0’2 02
N 0 six<O0
P(ng):/ f(u)du = 12<§72—4) si0<x<1
- 1 six>1
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

X v.a. discreta que toma valores xq, xo, .. .:

E[X] = Z’-X,"P(X:X,')

VarlX] = E[(X — EXIY] = X3, (x — EIX)? - P(X = x)

Xt P(X = x) - E[X]?

X v.a. continua que toma valores en R:
EX] = [px-f(x)dx
Var[X] = E[(X — E[X])’] = [, (x — E[X]) - f(x)dx
= [px*-f(x)dx — E[X]?
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Algunos modelos probabilisticos

Modelos discretos
¢ Ensayos de Bernoulli
¢ Distribucién Binomial
¢ Distribucién de Poisson

Modelos continuos
e Distribucién normal

e Distribuciones asociadas a la normal
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Modelo Bernoulli

Descripcioén.
Partimos de un experimento aleatorio con sélo dos posibles resultados, que

calificamos de éxito/fracaso.
Definimos la variable aleatoria:

X — { 1 siéxito

0 si fracaso

Sea p la probabilidad de éxito.

El experimento se llama ensayo de Bernoulli y la variable aleatoria se dice que
sigue una distribucién Bernoulli de parametro p.

Se escribe X ~ Ber(p).
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Modelo Bernoulli

Ejemplo
Tirar una moneda al aire

1 sale cara
X = .
0 sisale cruz

Es un ensayo Bernoulli, y X sigue una distribucién Bernoulli de parametro 1/2.

Ejemplo

Una linea aérea estima que los pasajeros que compran un billete para un vuelo
tienen una probabilidad igual a 0,05 de no presentarse al embarque de dicho
vuelo.

Definamos
Y — { 1 si el pasajero se presenta

0 si nolo hace

Y sigue una distribucién Bernoulli con parametro 0, 95.
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Modelo Bernoulli

Funcién de Probabilidad:
PIX=0=1-p P[X=1=p
Funcién de distribucidn:

0 six<O0
Fx)=¢ 1—-p si0<x<1
1 six>1

Propiedades
e EX]=px14+(1—p)x0=p
cEX]=px1P+(1-p)x0>=p
* Var[X] = E[X?] - E[X]* = p— p* = p(1 - p)
* o[X]=+v/p(1-p)
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Modelo Binomial

Descripcion

Un ensayo Bernoulli de pardmetro p se repite n veces de manera
independiente. La variable niimero de éxitos obtenidos, sigue una distribucién
Binomial (de pardmetros ny p).

Definicidn

Una variable X sigue una distribucién binomial con pardmetros ny p si

P == (7)o

(%)= 5w
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Modelo Binomial

Ejemplo

La linea aérea del ejemplo anterior ha vendido 80 billetes para un vuelo. La
probabilidad de que un pasajero no se presente al embarque es de 0, 05.
Definimos X = nidmero de pasajeros que se presentan. Entonces (suponiendo

independencia)
X ~ B(80,0,95)

¢ La probablidad de que los 80 pasajeros se presenten

80

P[X = 80] = ( 50

) 0,95% x (1 —0,95)%0% = 0, 0165

¢ La probabilidad de que al menos un pasajero no se presente:

P[X < 80] =1— P[X =80] = 1 — 0,0165 = 0, 9835
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Modelo Binomial

Propiedades
* E[X] =np

* Var[X] = np(1 - p)

* o[X] = +/np(1—p)
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Distribucidon de Poisson: sucesos raros

Descripcion

Modela el nimero de sucesos raros que ocurren en un determinado periodo de
tiempo o en una cantidad de espacio determinada.

Ejemplos: llamadas de telefono en una hora, erratas en una pégina, accidentes
de tréfico, ...

Definicién
Una variable X sigue una distribucién Poisson de pardmetro A si
X a—A

e
x!

PIX =x] = parax =0,1,2,...

Se escribe X ~ P()).
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Distribucidon de Poisson: sucesos raros

Propiedades
« E[X] = A
e Var[X] = A
e o[X]=VA

Propiedad de la Poisson

Si X ~ P(A) y representa el nlimero de sucesos raros en una unidad de
tiempo, e Y es una variable aleatoria que representa el nidmero de dichos
SuCcesos raros en un tiempo t, se tiene que:

Y ~ P(tA)
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Distribucidon de Poisson: sucesos raros

Ejemplo
El nimero medio de erratas por transparencias es de 0,2. Es decir, si X es el
nimero de erratas por transparencia, entonces

X ~P(0,2)
i Cudl es la probabilidad de que en una transparencia no haya erratas?

0 20e—0,2
PIX =0l = =——5— = e %% =0,8187.
i Cudl es la probabilidad de que en 4 transparencias haya exactamente una
errata?
Sea Y el niimero de erratas en 4 transparencias. Sabemos que

Y ~ P(0,2-4)=P(0,8)
0,8le08
1
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Distribucion normal

Descripcion
Es la mas conocida y utilizada
Definicién
Se dice que una variable X sigue una distribucién normal o gausiana con
pardmetros p y o, si

() = = oo { oo w7}

Se escribe X ~ N (u, o).

Su media es 1 y su desviacién tipica es o.
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Distribucion normal

Funcién de densidad para 3 valores distintos de 1y o

= -
L] P
o
[}
1 1
© | oo
L] 1 1
i i
L] 1
L 1}
;‘)F: g ] ‘I |I
[} L]
I A}
\ ‘ |
I A}
- ' '
L] ' |
[} 1]
f v
¥ A}
o - - S A S
fa=]
| | | | | |
—10 -5 0 5 10 15
X
Tema 3
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Distribucion normal

Propiedad

Si X ~N(u,o0),
e Plp—o < X<pu+o)=0,683
e P(p—20 < X < pu+20)~0,955
e P(p—30c <X < pu+30)=0,997

Cota de Chebyshev
Si X ~ N(u,o),

1
P(,u—ka<X<u+k0)21—p
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Distribucion normal

Transformacidn lineal
Si X ~ N(u, o), entonces

Y =aX+ b~ N(ap+ b,la|o)
Estandarizacién
Si X ~ N (u, o), considero

X—p

g

Z= ~N(0,1)

Se llama distribucién normal estandar.
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Teorema central del limite

El siguiente teorema nos habla de la distribucién de la media de un conjunto
de muchas v.a. independientes e igualmente distribuidas:

_ 1<
X:E;X,-

Teorema

Sean X1, Xs, ..., X, variables aleatorias independientes, e idénticamente
distribuidas con media 4 y desviacién tipica o (ambas finitas). Si n es
suficientemente grande, se tiene que

X—n ~ N(0,1)

La idea es que la suma de muchas variables independientes e iguales, tiene una
distribucién normal.
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Aproximaciones

Binomial

Si X ~ B(n, p) con n suficientemente grande

X —np

2P NY(o,
np(1 - p) @

Poisson
Si X ~ P(A) con A suficientemente grande

X=X
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Distribuciones asociadas a la normal

X? (Chi cuadrado)

Sean Xi, Xa, ..., X, variables aleatorias independientes, e idénticamente
distribuidas segtin A/(0,1). La distribucién de

S= znjx,?
i=1

se llama distribucién x? con n grados de libertad.
e E[S]=n
e Var[S] =2n
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Distribuciones asociadas a la normal

t de Student

Sean Y, X1, Xp, ..., X, variables aleatorias independientes, e idénticamente
distribuidas segtin A/(0,1). La distribucién de
Y

T=-— "
\/Z?:IXIQ/H

se llama distribucién t de Student con n grados de libertad.

« E[T]=0
o Var[T] = 15

Tema 3
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Distribuciones asociadas a la normal

Fnm de Fisher

Sean Xy, Xa,..., X, e Y1, Y2, Y3, ..., Yy, variables aleatorias independientes, e
idénticamente distribuidas segtin A/(0, 1). La distribucién de
F — m 27:1 XI2
n YL Y?

se llama distribucién F, ., de Fisher con n'y m grados de libertad.

. E[F] = % (para m > 2)

m—
2m?(n+m —2)
Var[F] = n(m — 2)2(m — 4) (para m > 4)
1
o F ~ Fm,n
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