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Tema 4. Regresion lineal simple

Objetivos de aprendizaje

>

Saber construir un modelo de regresién lineal simple que describa
cémo influye una variable X sobre otra variable Y

Saber obtener estimaciones puntuales de los pardmetros de dicho
modelo

Saber contruir intervalos de confianza y resolver contrastes sobre
dichos parametros

Saber estimar el valor promedio de Y para un valor de X

Saber predecir futuros de la variable respuesta, Y



Tema 4. Regresion lineal simple

Referencias en la bibliografia

» Meyer, P. “Probabilidad y aplicaciones estadisticas” (1992)
» Capitulo

» Newbold, P. “Estadistica para los negocios y la economia” (1997)
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> Pefia, D. “Regresién y anilisis de experimentos” (2005)
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Introduccidn

Un modelo de regresién es un modelo que permite describir cémo influye
una variable X sobre otra variable Y.

» X: Variable independiente o explicativa o exdgena

» Y: Variable dependiente o respuesta o enddgena

El objetivo es obtener estimaciones razonables de Y para distintos valores
de X a partir de una muestra de n pares de valores (x1,y1), .., (Xn, ¥n)-



Introduccidn

Ejemplos

» Estudiar cémo influye la estatura del padre sobre la estatura del hijo.
» Estimar el precio de una vivienda en funcién de su superficie.
» Predecir |la tasa de paro para cada edad.

» Aproximar la calificacién obtenida en una materia segun el ndimero
de horas de estudio semanal.

» Prever el tiempo de computacién de un programa en funcién de la
velocidad del procesador.



Introduccidn

Tipos de relacion

» Determinista: Conocido el valor de X, el valor de Y queda
perfectamente establecido. Son del tipo:

y = f(x)

Ejemplo: La relacidn existente entre la temperatura en grados
centigrados (X) y grados Fahrenheit (Y) es:

y=18x+432

Plot of Grados Fahrenheit vs Grados centigrados
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Introduccidn

Tipos de relacién

» No determinista: Conocido el valor de X, el valor de Y no queda
perfectamente establecido. Son del tipo:

y="f(x)+u
donde u es una perturbacién desconocida (variable aleatoria).

Ejemplo: Se tiene una muestra del volumen de produccién (X) vy el
costo total (Y) asociado a un producto en un grupo de empresas.

Plot of Costos vs Volumen
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Existe relacién pero no es exacta.



Introduccidn

Tipos de relaciéon

» Lineal: Cuando la funcién f(x) es lineal,

f(x) = fo + Pix

» Si 81 > 0 hay relacidn lineal positiva.
> Si B1 < 0 hay relacién lineal negativa.

Relacion lineal positiva Relacion lineal negativa

Los datos tienen un aspecto recto.



Introduccidn

Tipos de relacién

> No lineal: Cuando la funcién f(x) no es lineal. Por ejemplo,
f(x) = log(x), f(x) =x*>+3,...

Relacion no lineal

Los datos no tienen un aspecto recto.



Introduccidn

Tipos de relacién

» Ausencia de relacién: Cuando f(x) = 0.

Ausencia de relacion




Medidas de dependencia lineal

La covarianza

Una medida de la dependencia lineal es la covarianza:

n

d (i =x)(vi—7)

i=1

cov (x,y) = 1

> Si hay relacién lineal positiva, la covarianza serd positiva y grande.

» Si hay relacién lineal negativa, la covarianza serd negativa y grande
en valor absoluto.

» Si hay no hay relacidn entre las variables o la relacién es
marcadamente no lineal, la covarianza serd préxima a cero.

PERO la covarianza depende de las unidades de medida de las variables.



Medidas de dependencia lineal

El coeficiente de correlacién lineal

Una medida de la dependencia lineal que no depende de las unidades de
medida es el coeficiente de correlacién lineal:

cov (x,y)
Mxy) = cor(x,y) = 7
donde: . .
N2 _\2
> (i —%) > =)
2 i=t y 2 =l
X n—1 Y n—1

> -1< cor(x,y) <1
» cor(x,y) = cor(y,x)
» cor(ax + b, cy + d) = cor (x, y) para cualesquiera valores a, b, ¢, d.



El modelo de regresién lineal simple

El modelo de regresién lineal simple supone que,

’}’i:BO‘f‘ﬁIX/“"Ui‘

donde:
> y; representa el valor de la variable respuesta para la observacién
i-ésima.
> x; representa el valor de la variable explicativa para la observacién
i-ésima.
> u; representa el error para la observacién i-ésima que se asume
normal,
u; ~ N(0,0)
> (o y [1 son los coeficientes de regresion:
> [ : intercepto
> (31 : pendiente

Los parametros que hay que estimar son: 3y, 81 y 0.



El modelo de regresién lineal simple

El objetivo es obtener estimaciones ﬁo y ﬁl de Bo y (1 para calcular la
recta de regresion:

¥ = Do+ Pix
que se ajuste lo mejor posible a los datos.

Ejemplo: Supongamos que la recta de regresion del ejemplo anterior es:

Costo = —15,65 + 1,29 Volumen

Plot of Fitted Model
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Se estima que una empresa que produce 25 mil unidades tendrd un costo:

costo = —15,65 + 1,29 x 25 = 16,6 mil euros



El modelo de regresién lineal simple
La diferencia entre cada valor y; de la variable respuesta y su estimacién

¥; se llama residuo:
&=y — ¥

Valorobservado ~ —>%
Dato (y) J/
.

® Rectade
regresion
estimada

x

Ejemplo (cont.): Indudablemente, una empresa determinada que haya
producido exactamente 25 mil unidades no va a tener un gasto de
exactamente 16,6 mil euros. La diferencia entre el costo estimado y el
real es el residuo. Si por ejemplo el costo real de la empresa es de 18 mil
euros, el residuo es:

e; = 18 — 16,6 = 1,4mil euros



Hipdtesis del modelo de regresién lineal simple

» Linealidad: La relacién existente entre X e Y es lineal,

f(x) = Bo + fix

v

Homogeneidad: El valor promedio del error es cero,
E[U,‘] = 0
» Homocedasticidad: La varianza de los errores es constante,

Var(u;) = o°

v

Independencia: Las observaciones son independientes,

E[U,‘Uj] =0

v

Normalidad: Los errores siguen una distribucién normal,

uj ~ N(0,0’)



Hipdtesis del modelo de regresién lineal simple
Linealidad

Los datos deben ser razonablemante rectos.

Plot of Fitted Model
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Si no, la recta de regresién no representa la estructura de los datos.
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Hipdtesis del modelo de regresién lineal simple
Homocedasticidad
La dispersién de los datos debe ser constante para que los datos sean
homocedasticos.

Plot of Costos vs Volumen
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Si no se cumple, los datos son heteroceddsticos.

Plot of Gastos vs Ingresos

Gastos

20 30 40 50 60 70
Ingresos



Hipdtesis del modelo de regresién lineal simple

Independencia

» Los datos deben ser independientes.
» Una observacién no debe dar informacién sobre las demas.

» Habitualmente, se sabe por el tipo de datos si son adecuados o no
para el andlisis.

» En general, las series temporales no cumplen la hipédtesis de
independencia.

Normalidad

» Se asume que los datos son normales a priori.

vi=Bo+Bix; +u;,  u; > N©O,62)

Vi
B+ Bix



Estimadores de minimos cuadrados

Gauss propuso en 1809 el método de minimos cuadrados para obtener los
valores 3y y 51 que mejor se ajustan a los datos:

Vi = Bo+ Bixi

El método consiste en minimizar la suma de los cuadrados de las
distancias verticales entre los datos y las estimaciones, es decir, minimizar
la suma de los residuos al cuadrado,

n n

zj:e,? = Z (vi—9i)* = Z <}/i - (/3)0 + B1Xi))2

i=1 i=1

]
Vi °/
(]



Estimadores de minimos cuadrados

El resultado que se obtiene es:

<

=

S (i —%)(vi—¥)
A cov(x,y) i=1
h="23L =2
. > (i—x)?
i=1
Go =y — %
J’—/;'o+/;'1x

Pendiente

A




Estimadores de minimos cuadrados
Ejercicio 4.1

Los datos de la produccién de trigo en toneladas (X) y el precio del kilo de
harina en pesetas (Y') en la década de los 80 en Espafia fueron:

Produccién de trigo ‘ 30 28 32 25 25 25 22 24 35 40

Precio de la harina ‘25 30 27 40 42 40 50 45 30 25

Ajusta la recta de regresién por el método de minimos cuadrados



Estimadores de minimos cuadrados
Ejercicio 4.1

Los datos de la produccién de trigo en toneladas (X) y el precio del kilo de
harina en pesetas (Y') en la década de los 80 en Espafia fueron:

Produccién de trigo ‘ 30 28 32 25 25 25 22 24 35 40

Precio de la harina ‘ 25 30 27 40 42 40 50 45 30 25
Ajusta la recta de regresién por el método de minimos cuadrados

Resultados

10
iny,- nxy
At 9734 — 10 x 28,6 x 35,4
= = — 13537
b= 8468 — 10 x 28,62 ,353

E x? — nx?

i=1

Bo =y — Bix = 35,4+ 1,3537 x 28,6 = 74,116

La recta de regresidn es:

§ = 74,116 — 1,3537x



Estimadores de minimos cuadrados

Plot of Fitted Model

Precio en ptas

Produccion en kg.

Regression Analysis - Linear nodel: Y = a + b*X
Dependent variable: Precio en ptas.
I ndependent variabl e: Produccion en kg.

St andar d T
Error Statistic P-Val ue
8, 73577 8, 4841 0, 0000
0, 3002 -4,50924 0, 0020

Sour ce Sum of Squares Df  Mean Square F-Ratio P-Val ue
Model 528, 475 1 528, 475 20,33 0, 0020
Resi dual 207,925 8 25, 9906

Total (Corr.) 736, 4 9

Correl ation Coefficient = -0,84714
R-squared = 71, 7647 percent
Standard Error of Est. = 5,0981



Estimacidn de la varianza

Para estimar la varianza de los errores, o2, podemos utilizar,

n
2
2@
i=1

n

6% =

que es el estimador maximo verosimil de o2, pero es un estimador
sesgado.

Un estimador insesgado de o2 es la varianza residual,

2
>
i=1
n—2

2
Sp =




Estimacidn de la varianza

Ejercicio 4.2

Calcula la varianza residual en el gjercicio 4.1.



Est

imacion de la varianza

Ejercicio 4.2

Calcula la varianza residual en el ejercicio 4.1.

Resultados

Calculamos primero los residuos, e, usando la recta de regresidn,

§; = 74,116 — 1,3537x;

Xi 30 28 32 25 25 25 22 24 35 40
Vi 25 30 27 40 42 40 50 45 30 25
yi | 335 36.21 30.79 40.27 40.27 40.27 4433 4162 26.73 19.96
e | -850 -6.21 -3.79 -0.27 172 -0.27 5.66 3.37 3.26 5.03

La varianza residual es:




Estimacidn de la varianza

Regression Analysis - Linear nodel: Y = a + b*X
Dependent variable: Precio en ptas.
I ndependent vari abl e: Producci on en kg.

St andar d T
Par anet er Esti mate Error Stati st
I ntercept 74, 1151 8, 73577 8, 48
Sl ope -1, 35368 0, 3002 -4,509

Sour ce Sum of Squar es
Mbdel 528, 475
Resi dual 207,925
Total (Corr.) 736, 4

Correl ation Coefficient = -0, 84714
R-squared = 71, 7647 percent
St andard Error of Est = 5 0981




Inferencias sobre el modelo de regresion

» Hasta ahora sélo hemos obtenido estimaciones puntuales de los
coeficientes de regresion.

» Usando intervalos de confianza podemos obtener una medida de la
precisién de dichas estimaciones.

» Usando contrastes de hipétesis podemos comprobar si un
determinado valor puede ser el auténtico valor del parametro.



Inferencia para la pendiente

El estimador (3; sigue una distribucién normal porque es una combinacién
lineal de normales,

n

~ X—X

61: § (57[ 2y;— § %
i=1

donde y; = o + B1x; + u;, que cumple que y; ~ N (Go + B1xi,02) .
Ademis, 31 es un estimador insesgado de [y,

E[B] = Y e -
i=1
y Ssu varianza es,

A n %) \2 2
Var [ﬂl} = 1 ( 1)5))2<) Var lyi] = -1

i=

Por tanto,

A~ 0'2
o (5 %)



Intervalo de confianza para la pendiente

Queremos ahora obtener el intervalo de confianza para 3; de nivel 1 — «.
Como o2 es desconocida, la estimamos con s,%. El resultado basico
cuando la varianza es desconocida es:

B — By
—— ~ 2

Sk

(n—1)s%

que nos permite obtener el intervalo de confianza para f1:

a 5,2?
BrEthoay s
2\ (n—1)s%

La longitud del intervalo disminuird si:

» Aumenta el tamafio de la muestra.
» Aumenta la varianza de las x;.

» Disminuye la varianza residual.



Contrastes sobre la pendiente

Usando el resultado anterior podemos resolver contrastes sobre 3;. En
particular, si el verdadero valor de 3; es cero entonces Y no depende
linealmente de X. Por tanto, es de especial interés el contraste:

Ho : ﬂl =0

Hi:61#0

La region de rechazo de la hipétesis nula es:
b
V/sa/(n—1)sy

Equivalentemente, si el cero estd fuera del intervalo de confianza para 3;
de nivel 1 — «, rechazamos la hipétesis nula a ese nivel. El p-valor del
contraste es:

> tn—2,o¢/2

b

p-valor =2Pr | t)_o > | ———=—x
( sz/(n—1)sy




Inferencia para la pendiente
Ejercicio 4.3
1. Calcula un intervalo de confianza al 95 % para la pendiente de la recta de
regresion obtenida en el ejercicio 4.1.

2. Contrasta la hipétesis de que el precio de la harina depende linealmente de
la produccién de trigo, usando un nivel de significacién de 0.05.



Inferencia para la pendiente
Ejercicio 4.3
1. Calcula un intervalo de confianza al 95 % para la pendiente de la recta de
regresion obtenida en el ejercicio 4.1.

2. Contrasta la hipétesis de que el precio de la harina depende linealmente de
la produccién de trigo, usando un nivel de significacién de 0.05.

Resultados

1.ty 2 .a/2 = ts,0,05 = 2,306

—1,3537 — 3

25,09
032,04

—2,046 < 3 < —0,661

—2,306 < < 2,306

2. Como el intervalo no contiene al cero, rechazamos que 31 = 0 al nivel 0.05.
De hecho:

| -13837
o \/ 25,99
9% 32,04

p-valor= 2 Pr(tz > 4,509) = 0,002

ot
Vsi/ (n—1) 55

= 4,509 > 2,306




Inferencia para la pendiente

Regressi on Analysis - Linear nodel
Dependent variable: Precio en ptas.
I'ndependent vari abl e: Produccion en

Par aret er Estimate P-Val ue
I ntercept 74,1151 0, 0000
Sl ope -1, 35368 0, 0020

Sour ce Sum of Squares D Mean Square  F-Ratio P- Val ue
Model 528, 475 1 528, 475 20,33 0,0020
Resi dual 207,925 8 25,9906

Total (Corr.) 736, 4 9

Correlation Coefficient = -0,84714
R squared = 71,7647 percent
Standard Error of Est. = 5,0981



Inferencia para el intercepto

El estimador (y sigue una distribucién normal porque es una combinacién

lineal de normales,
" " /1
Bo=> (n—?Wi) Yi

i=1

donde w; = (x; — X) /ns% y donde y; = o + B1x + u;, que cumple que
yi ~ N (Bo + B1xi,02) . Ademds, [3 es un estimador insesgado de 3y,

y su varianza es,

vr [ = 52 (55w vt = (o - )

i=1

A , (1 x2
(o (o)

y por tanto,



Intervalo de confianza para el intercepto

Queremos ahora obtener el intervalo de confianza para 3y de nivel 1 — «.
Como o2 es desconocida, la estimamos con sg. El resultado bésico
cuando la varianza es desconocida es:

Bo — Bo

~ lp—2
2 1 + )?72
R\n  (n—1)s%

que nos permite obtener el intervalo de confianza para [:

~ =2
Bo £ tn72,a/2\/5/2? (% + m)

La longitud del intervalo disminuira si:

» Aumenta el tamafio de la muestra.
» Aumenta la varianza de las x;.
» Disminuye la varianza residual.

» Disminuye la media de las x;.



Contrastes sobre el intercepto

Usando el resultado anterior podemos resolver contrastes sobre 3y. En
particular, si el verdadero valor de 3y es cero entonces la recta de
regresion pasa por el origen. Por tanto, es de especial interés el contraste:

Hoiﬂozo
H11507é0

La regién de rechazo de la hipdtesis nula es:
Bo
2 (1 %
SR (E + (nfl)si)

Equivalentemente, si el cero estd fuera del intervalo de confianza para Gy
de nivel 1 — «, rechazamos la hipdtesis nula a ese nivel. El p-valor es:

> th—2,0/2

p-valor =2Pr | t,_o >

2 (1 %2
SR (; + (n—Xl)s)z()



Inferencia para el intercepto
Ejercicio 4.4
1. Calcula un intervalo de confianza al 95 % para el intercepto de la recta de
regresion obtenida en el ejercicio 4.1.

2. Contrasta la hipdtesis de que la recta de regresién pasa por el origen,
usando un nivel de significacién de 0.05.



Inferencia para el intercepto
Ejercicio 4.4

1. Calcula un intervalo de confianza al 95 % para el intercepto de la recta de
regresion obtenida en el ejercicio 4.1.

2. Contrasta la hipdtesis de que la recta de regresién pasa por el origen,
usando un nivel de significacién de 0.05.

Resultados

1.ty 2 .a/2 = ts,0,05 = 2,306

4,1151 —
—2,306 < 74,1151 — fo < 2,306 < 53,969 < By < 94,261

1 28,62
\/25799 (E + 9><32,04)

2. Como el intervalo no contiene al cero, rechazamos que 8y = 0 al nivel 0.05.
De hecho:

B 74,1151

0
28,62
\/ ( (n 1 \/25 99 10 + 9x32 04)

p-valor= 2 Pr(tz > 8,483) = 0,000

= 8,484 > 2,306




Inferencia para el intercepto

Regression Analysis - Linear nodel:
Dependent variabl e: Precio en ptas.
I ndependent vari abl e: Produccion en

Par anet er Estimate P-Val ue
I ntercept 74,1151 0, 0000
Sl ope -1,35368 0, 0020

Model 528, 475 1 528, 475 20,33 0, 0020
Resi dual 207,925 8 25, 9906

Total (Corr.) 736, 4 9

Correl ation Coefficient = -0,84714
R-squared = 71,7647 percent
Standard Error of Est. = 5,0981



Inferencia para la varianza

El resultado basico es que:

(n—2)s3
TR ~ Xﬁ—z

Utilizando este resultado podemos:
» Construir el intervalo de confianza para la varianza:

0-2% _ . (-2
Xn—2,a/2 Xn 2,1—a/2

> Resolver contrastes del tipo:
Ho : 0° = 0}
Hy : 0% # o2



Estimacion de una respuesta promedio y prediccién de una
nueva respuesta

Se distiguen dos tipos de problemas:
1. Estimar el valor medio de la variable Y para cierto valor X = xg.

2. Predecir el valor que tomara la variable Y para cierto valor X = xg.

Por ejemplo, en el ejercicio 4.1:

1. jCudl sera el precio medio del kg. de harina para los afios en que se
producen 30 ton. de trigo?

2. Si un determinado afio se producen 30 ton. de trigo, jcual serd el
precio del kg. de harina?

En ambos casos el valor estimado es:
Yo = Bo + Bixo
=y +01(x0—X)

Pero la precisién de las estimaciones es diferente.



Estimacién de una respuesta promedio

Teniendo en cuenta que:

Var (90) = Var (y) + (x — )’()2 Var (Bl)

_ o1, (x _’?)2
- (i k)

El intervalo de confianza para la respuesta promedio es:

o 2 (1, bo— x)?
Yot th2a/24| Sk - + m
X




Prediccidon de una nueva respuesta

La varianza de la prediccidén de una nueva respuesta es el error cuadratico
medio de la prediccién:

E [(YO - }70)2} = Var (yo) + Var (%)
Y P
B <1+n+(n—1)s)2<>

El intervalo de confianza para la prediccidon de una nueva respuesta es:

Do + t 2 14—1+(X°_)_<)2
_ S — —_—
yO n 2,(1/2 R n (n71)5)2<

La longitud de este intervalo es mayor que la del anterior (menos
precisién) porque no corresponde a un valor medio sino a uno especifico.



Estimacion de una respuesta promedio y prediccién de una
nueva respuesta

En rojo se muestran los intervalos para las medias estimadas y en rosa los
intervalos de prediccién. Se observa que la amplitud de estos dltimos es
considerablemente mayor.

Plot of Fitted Model

Precio en ptas.

Produccion en kg.



