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Tema 3. Comparacion de dos poblaciones

Contenidos

» Comparacién de dos poblaciones: ejemplos, datos apareados para la
reduccién de la variabilidad experimental.

» Muestras Independientes:

» Comparacién de medias, varianzas iguales, poblaciones normales.
» Comparacién de varianzas en poblaciones normales.

Sensibilidad de los contrastes anteriores.

Comparacién de medias, muestras grandes.

Comparacién de proporciones, muestras grandes.

vyvYy

» Muestras apareadas, comparacién de medias, diferencias normales.



Tema 3. Comparacion de dos poblaciones

Objetivos de aprendizaje

» Saber distinguir cudndo se estd trabajando con muestras
independientes o con muestras dependientes apareadas. Conocer en
qué situaciones es conveniente trabajar con muestras apareadas.

» Saber plantear el contraste de hipdtesis apropiado para corroborar o
invalidar la comparacién que se quiere analizar.

» Saber construir la regla de decisién oportuna teniendo en cuenta el
contraste planteado y el caso en el que nos encontramos (hipdtesis
asumidas).

» Conocer cudles son las consecuencias sobre las conclusiones
obtenidas de la violacién de alguno de los supuestos.



Tema 3. Comparacion de dos poblaciones

Referencias en la bibliografia

» Meyer, P. “Probabilidad y aplicaciones estadisticas” (1992)
> Capitulo 7

» Newbold, P. “Estadistica para los negocios y la economia” (1997)
> Capitulo 9 (9.6, 9.7, 9.8)

» Pefia, D. “Fundamentos de Estadistica” (2001)
> Capitulo 10 (10.5)



Ejemplos

1. Un investigador quiere saber si una propuesta fiscal es acogida de
igual forma por hombres y mujeres.

Ho : pu = pm
Hi : pH # pm

pH = proporciéon de hombres que acogen favorablemente la propuesta

pm = proporcidn de mujeres que acogen favorablemente la propuesta

Efecto nivel social, educativo, econémico, tendencia politica:

aleatorizar



Ejemplos

2. Se quiere hacer un estudio comparativo entre las entidades de crédito
federales y estatales de los Estados Unidos en términos del ratio entre
el endeudamiento total de la entidad y su activo.

Ho : pux = py
Hy:px # py

endeudamiento .
X = ——————— entidades federales

activo

endeudamiento .
Y = ————— entidades estatales

activo

Efecto tamafio y antigliedad: muestras apareadas



Ejemplos

3. Un inversor quiere comparar los riesgos asociados a dos mercados
diferentes (A y B), teniendo en cuenta que dicho riesgo se mide por la
variabilidad en las fluctuaciones diarias de precios. Para ello se
obtienen datos de 21 fluctuaciones diarias para el mercado A y de 16
para el mercado B.

Ho : ai = a%,
Hi:o% # 0%,

X = fluctuaciones diarias en el mercado A

Y = fluctuaciones diarias en el mercado B

Efecto dia: aleatorizar
Efecto situacion macroecondmica: mismas condiciones



Ejemplos

4. Antes de lanzar una promocién muy agresiva de un cierto producto
dirigida a los hipermercados de grandes superficies, la directora de
marketing de la empresa quiere saber si “merece la pena” (si se
traduce en un incremento en las ventas del producto en este tipo de
establecimientos). Para ello se seleccionan al azar 50 hipermercados
de Madrid para llevar a cabo la promocién y recoger datos de ventas
antes y después de la promocién.

Ho : ux > py
Hi:pux < py

X = volumen de ventas en hipermercados antes de la promocién

Y = volumen de ventas en hipermercados después de la promocion

Efecto "llamada”: muestras apareadas
Efecto “zona”: aleatorizar



Ejemplos

5. Se quiere comprobar si una promocién publicitaria (campafia B)
aumenta el volumen de ventas. Para ello se seleccionan 10 ciudades
con comportamientos de consumo similares y en 5 de ellas se sigue
con la campafia habitual (campafia A) y en las otras 5 se lanza la
campana B.

Ho : pa > ue
Hi:pa < s

X = volumen de ventas con la campafia habitual (A)

Y = volumen de ventas con la nueva campafia (B)

Efecto ciudad:

aleatorizar la eleccién de en qué ciudades se llevaban a cabo cada una
de las campafiias



Muestras Independientes: Comparacién de medias,
varianzas iguales, poblaciones normales

Objetivo: Dadas 2 poblaciones normales con la misma variabilidad, pero
que pueden diferir en la media, se quiere contrastar la hipdtesis de
igualdad de medias.

Ho : px = py

Hi:px # py

» Sean (X1,...,Xp), (Y1,...,Yn,) dos m.a.s. de X ~ N(ux,c?) e
Y ~ N(uy,c?), respectivamente, independientes entre si.

» Estimador de la varianza comdn o2:

2 (m=1sf+(m-1)5

P n+n,—2

> Es un estimador insesgado que utiliza toda la informacién disponible.
» Pondera las dos estimaciones independientes s% y s2
proporcionalmente a su precisién.



Muestras Independientes: Comparacion de medias, varianzas iguales, poblaciones normales

» Resultados basicos:
— 2 — 2 . .
> % ~ Xo—1, %: xiz,l independientes.
> Si Hp es cierta, entonces X — Y ~ N(O,UZ(n—l1 + %))

» Estadistico del contraste T(Xi, ..., Xu: Y1,..., Ya,):

X-Y
v 1,1
Y . a H+E -
1 (n+np—2)s2 /o2
+31 A/

n+ny—2

X -
spy/ %

B 7
\/X%1+nrz/(”1 +m —2)

~Hp tn1+n272

> Regidn critica

|
<|

Ra = § (%o X V1Y) | |~ | = tmmis
Spy/pr T

=
2l



Muestras Independientes: Comparacion de medias, varianzas iguales, poblaciones normales

> ;Y si queremos realizar contrastes unilaterales?

-Y

Ho : <
Ho X Y R G ) | > b
: Sp E+E
Ho - > X-Y
) . px= 1y Ra = (X17~~~7X"1;y17~~~7yn2)/7 < —tnitn -2
Hipx < py spa/ L+ L
ny ny
> ;Y si queremos contrastar en general
Ho : px — py = do Ho: px — py < do Ho : pix — py > do
Hi:pux —py # do Hi:px —py > do Hipx —py < do
X-Y—d
TXt, oo Xy Ya, ooy Vo) = 20 toim 2
1 1
P/ T

con dp > 07



Muestras Independientes: Comparacion de medias, varianzas iguales, poblaciones normales

Ejemplo 5

» Supongamos que X ~ N(ua,0?), Y ~ N(ug,0?).
» Se toman dos m.a.s., obteniéndose las siguientes cifras de ventas:

CAMPANA A | 16 14 42 38 23
CAMPANA B | 61 33 37 63 65

» Estadistico del contraste: T = X=Y
X = 26,6 =518
5 2 —2 —2
> x2_5
D VATl PPy SN VS /L AP PP
4 4
2 2
5123 — 4sx +4sy — 201
8
26,6 — 51,8
t = [t it A *2,81

(201-2)/5



Muestras Independientes: Comparacion de medias, varianzas iguales, poblaciones normales

Ejemplo 5 (cont.)

» Con un nivel de significacién «, rechazaremos Hg : pia > pg si
t= "% =-281<—tg,
sp 5 !

tg.0,01 = 2,896 tg.0,05 = 1,860 tg.01 = 1,397

Se rechaza Hy a los niveles @ = 0,1;0,05, y no se rechaza para
a = 0,01.

» El p-valor del contraste es:

p = Pr{ts < —2,81} = Pr{tg > 2,81} € (0,01;0,025)



Muestras Independientes: Comparacién de varianzas,

poblaciones normales
Objetivo: Dadas 2 poblaciones normales, se quiere contrastar la hipdtesis

de igualdad de varianzas.

L2 2
Ho : 0% =0y

Hy : 0% # 0%

» Sean (Xi,...,Xn,), (Y1,..., Yn,) dos m.a:s. de X ~ N(ux,o%) e
Y ~ N(uy,0%), respectivamente, independientes entre si.

(o —1)s} -1)s} .
» Resultado bésico: % ~x3_1. % ~ x2,_; indep.
2.2
Sx/0x 5
s2 /a2 ~ F(m—1,m-1)
Y/ Oy

» Estadistico del contraste: Si Hy es cierta:

52

T(Xtyeooy Xogs Yi,0eey Yo,) = S—§ ~Ho Fim—1,m—1)
Y



Muestras Independientes: Comparacién de varianzas,
poblaciones normales

» Regidn critica

2 2
Sx < Sx

Ra = {(X17~--,Xn1?y17~--aYnz)/ST < F(nrl,nrl);l—% o 2 > F(n171,n271);%}
1% %

» Contrastes unilaterales:

Hl . O'E( > O'%/ = R, = { > F(n1—17n2—1);01}

Hy:0% <0% = Ry ={
s

2
X
2
Sy
2
S
X
vy < F(nl—l,ng—l);l—a}
Y



Muestras Independientes: Comparacién de varianzas,
poblaciones normales
Ejemplo 3

Para comparar los riesgos de los mercados A y B se obtienen m.a.s. de 21
cambios de precios diarios para el mercado A y de 16 para el mercado B.

Se obtiene:
Mercado A ‘ Mercado B
xa=0,3 xg = 0,4
sa = 0,25 sg = 0,45

2
» Estadistico del contraste: T = z—g ~H, F(20,15)

2
» Se ha obtenido t = (g’ig) = 0,309

» Regidn de rechazo:
Ro ={t < Fao1s)1-2 6t > Fa015),2 }

Sélo tenemos tablas de 1 cola al 5% y al 1%, j Qué hacemos?



Muestras Independientes: Comparacién de varianzas,
poblaciones normales

Ejemplo 3 (cont.)

» Si tenemos un ordenador: paquete de estadistica, o Excel, para
obtener los valores criticos, o para calcular el p-valor:

p= m.’n(zpr{T < 0,309 | Ho},2Pr{T > 0,309 | Ho}) -
= 2F(2015)(0,309) = 2 - 0,0077677 = 0,01553

iPara qué niveles de significacién no se rechaza Hy?

» ;Y si no tenemos ordenador?
Hacer el contraste unilateral con H : 02 > o3 poniendo siempre la
estimacién que haya dado mayor en el numerador. En este caso,
SB > SA =
Ho : 03 < 0%
H 0% > 0%

Ahora t = ﬁ = 3,236, y podemos usar las tablas para buscar
F(15_’20);0,05 = 2720, F(15720);0701 = 3,09 (_QUé se concluye?



Muestras Independientes: Sensibilidad de los contrastes

Objetivo: j Consecuencias sobre las conclusiones obtenidas del no
cumplimiento de las hipétesis de trabajo?

» No Normalidad
» Comparacién de medias: por el TCL las medias tienen siempre una
distribucién préxima a la normal. OJO!!! valores atipicos.
» Comparacién de varianzas: muy sensible.

» Heterocedasticidad
> Error tipo | («): poco sensible si tamafios muestrales similares. Muy
sensible para tamarios dispares (mds del doble)
> Error tipo Il (8): muy sensible (aumenta la probabilidad de no
detectar diferencias)
» No muestra aleatoria: Muy sensible
Principio de aleatorizacién: Previene de sesgos sistematicos en la
asignacion de unidades muestrales. Para evitar detectar diferencias
debidas a otros factores.



Muestras Independientes: Comparacién de medias,
muestras grandes

Objetivo: Dadas 2 poblaciones cualesquiera, queremos contrastar la
hipdtesis de igualdad de medias

Ho : ux = py
Hyopx # py

> Sean (X1,...,Xp,), (Y1,...,Yn,) dosmas.de X eV,
respectivamente, independientes entre si, con ny y n
suficientemente grandes.

> Resultado basico: Método aproximado (TCL)

T(Xl,...,an; Y]_,...7Y"2) = ﬁ ~ Hy N(O,].)
m



Muestras Independientes: Comparacién de medias,
muestras grandes

» En general, para dy > 0:

XY, N1

T(Xyooy Xoi Vi, Vi) = S e

Hi:px — py # do Hi:px — py > do Hi:px — py < do

Ra:{|T|zz%} Ro = {T >z} Ra={T < -z}




Muestras independientes: comparaciéon de proporciones,
muestras grandes

Objetivo: Dadas 2 poblaciones, se quiere contrastar la hipétesis de que la
proporcién de elementos con un atributo es idéntica en ambas

poblaciones.
Ho : px = py = po
Hy : px # py
» Sean (X1,...,Xn), (Y1,..., Yn,) dos m.a.s. de ambas poblaciones

independientes entre si, con rx, ry = nimero de observaciones con
dicho atributo obtenidas en cada muestra.
rx ry

Proporciones muestrales: px = —, py = —
m n



Muestras independientes: comparaciéon de proporciones,
muestras grandes

Si Hy es cierta:

> La mejor estimacién de la proporcién comin pg es:

ﬁ rx + ry
027
ny 4+ ny

> px — Py v.a. con E(px — py) =0y V(px — py) = V(bx) + V(pv),
que estimamos por:

N Po(1— p
V(Px—PY)Zpo( o)

. Po(1 — Po)
n no

» Si ny y ny suficientemente grandes = TCL
Px — by

VBo(L—Po)y/ o +

~Ho N(Ov 1)



Muestras independientes: comparaciéon de proporciones,
muestras grandes

En general:
T(Xtyeooy Xogs Yayooey Yo) = Px — pv
\/m nill + %
Hl:pX?éPY Hl:PX>PY Hl:PX<py

Ra:{\TIZz%} Ro = {T >z} Ry = {T < -z}




Muestras independientes: comparaciéon de proporciones,
muestras grandes

Ejemplo 1
» Supongamos que X ~ Ber(py), Y ~ Ber(pum). Se queria contrastar:
Ho : pr = pm
Hi @ pr # pum

» Una m.a.s de 800 hombres revelé que 320 de éstos acogian
favorablemente la propuesta, y una m.a.s. de 500 mujeres, que 150
de éstas lo hacian.

» Estadistico del contraste: T = br—pu .
VEo(1—po)\/ 555 + 55
320 150
By = o — 0.4, Py=-—— =
Pr=gog = 0% PM =55 =03
A 320 + 150
bl Mk G 1
Po= 500500 — 03615



Muestras independientes: comparaciéon de proporciones,
muestras grandes

Ejemplo 1 (cont.)

>

o 0,4-0,3 _ 0,1 365
/03615(1 — 0,3615) /g5 + &5 0102738
> 20,005 = 2,57 = rechazamos Hy a un nivel a = 0,01.
» ;i Qué haremos para a = 0,05;0,17
» ;i Qué puedes decir del p-valor del contraste?
» Si construimos un IC al 95% para py — pum, i Contendra al 07



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

Ejemplo 4

Antes de lanzar una promocién muy agresiva de un cierto producto
dirigida a los hipermercados de grandes superficies, la directora de
marketing de la empresa quiere saber si “merece la pena”. Para ello se
seleccionan al azar 50 hipermercados de Madrid para llevar a cabo la
promocién y recoger datos de ventas antes y después de la promocion.

Datos apareados

Provienen de la medicién de una variable en el mismo individuo antes y
después de la aplicacién de un tratamiento.



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

Objetivo

Disponer de medidas por pares tomadas en condiciones muy semejantes
para que, a priori, las 2 unidades experimentales que comparamos sean lo
mas iguales posible.

i Por qué?

» Reducir la variabilidad poblacional: para detectar diferencias

» Controlar el efecto de otros factores: para evitar achacar diferencias
debidas a otros factores (jotra forma?)



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

Ejemplo 2

Se quiere hacer un estudio comparativo entre las entidades de crédito
estatales y federales de los Estados Unidos en términos del ratio entre el
endeudamiento total de la entidad y su activo.

Objetivo

Queremos controlar el efecto de otros factores: tamafio y antigiiedad.
Disponer de medidas por pares tomadas en condiciones muy semejantes
para que, a priori, las 2 unidades experimentales que comparamos sean lo
mas iguales posible.

Muestras dependientes apareadas

Se eligieron 145 parejas de entidades de crédito. Cada pareja contenia
una unidad estatal y una federal. Los emparejamientos se hicieron de
forma que los 2 miembros fuesen lo mas parecidos posible en tamaifio y
antigiiedad



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

i Mas opciones?

Incorporar la informacién sobre el tamafo y la antigiiedad en el andlisis

ANALISIS DE LA VARIANZA

También permite extender a k > 2 poblaciones el contraste de igualdad
de medias en poblaciones normales con varianzas iguales.



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias

normales

Objetivo: Dadas 2 poblaciones se quiere contrastar la hipétesis de
igualdad de medias.

Ho : px = py
Hi:px # py
> Sea (X1, Y1),...,(Xh, Ys) una m.a.s. de una poblacién normal
bivariante con parametros rx, ,uy,arf(, 0%, y p.
Es suficiente con D; = X; — Y;, i = 1,...,n m.a.s. de una poblacién

normal.
» Si Hp es cierta, entonces D es normal con E(D) =0y
V(E) _ o§(+0$—20><0'yp
. n '
» Estadistico del contraste

D
T(Dl,. . D,-,) = W ~Ho th—1

donde s3 = V(D) es la cuasivarianza muestral de las diferencias:

27:1(Di - D)? _ 27:1 D,-2 - ”52
n—1 n—1

3=



Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

En general:
D—dy
T(D1,...,Dn) =
( 17 7 ) SD/»\/E
Hi:px — py # do Hi:px — py > do Hi:px —py < do

R. = {|T| > t,,_l;%} Ra = {T > trta} | Ra={T < —trral}




Muestras apareadas, comparaciéon de medias, diferencias
normales

Ejemplo 2

» Para la muestra descrita anteriormente:
Se eligieron 145 parejas de entidades de crédito. Cada pareja contenia una
unidad estatal y una federal. Los emparejamientos se hicieron de forma
que los 2 miembros fuesen lo mas parecidos posible en tamafio y
antigtiedad
Se obtuvieron unas diferencias (federal menos estatal) medias de
0,0518, con una desviacién tipica de 0,3055.

- .. _ 00518 _
» Estadistico del contraste: t = 83085/ VilE — 2,0417

» n— 1 es muy grande, podemos trabajar con los valores criticos de la
normal y aproximar el p-valor del contraste por:

p — valor =2P{Z > 2,04} =2-0,0207 = 0,0414



Comparacion de dos poblaciones

Resumen para dos m.a.s. independientes, contrastes bilaterales

Diferencia de

Hipétesis

Estadistico

Regién Rechazo

Medias

Datos normales
Var. iguales

=Y ~Hg fnyt+ny—2
sp /L4 1
Py "

{7 = tn1+n272;% ¥

Tz F("1—1»"2—1):% ¥

D. no normales 5 2 Ho N(o, 1) {7 = z% }
Muestras grandes SLJrsiY
m__n2
Proporciones | . % ~Hy NO. 1) {ITI > za}
uestras grandes Br(l—p 1,1 2
& VBo(1=Po)\/ 77+ 7
Vari ' F (T<F 5
arianzas ~ _ _ = — —1)1— < ©
Datos normales ;2; Ho “(n —1,m—1) (m—Lm—1)il-3

2=

(m —l)s)2<+(n2—1)5%

ni+np—2




