Ejercicio de estimacion de maxima verosimilitud

El tiempo de realizacion en minutos de una determinada tarea dentro de un
proceso industrial es una variable aleatoria con funcién de densidad

fx)= =™ siz>0

donde 0 > 0.

a) Calcular el estimador maximo-verosimil de § para una muestra aleatoria
simple de tamano n.

1. Escribir la verosimilitud:

2. Escribir el logaritmo de la verosimilitud:
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Por lo tanto:
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El candidato a EMV es éMV = i2:1 Ii.
n
4. Comprobar que realmente es un méximo, es decir, que g—;E(QH =6, < 0
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Si ahora lo evaluamos en el candidato 0y = , tenemos:
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obtenemos que la segunda derivada de £() es negativa en Orrv y por tanto es un
maximo.

. Para una muestra particular, la

A X
El estimador maximo verdsimil de 6 es 0y = 5

estimacion maximo verosimil serd 0,y = —
b) Calcular el estimador maximo-verosimil de F[X| para una muestra aleatoria

simple de tamano n.

Lo primero es calcular E[X]. Como X es una v.a. continua, sabemos que E[X] =
2 @ f(z)dx. Pero como X sélo toma valores positivos:
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integr. por partes’ 1 -
= u = x? du =2xdr | = —= <[x2 e’x/a} — / ey dx)
dv = ’71 20y v =e/0 f ’ 0

1 1 1 oo
= [wQ 6’_3&/6 / 20 e 0 dy = ~3 (lim z2el? — hII(l)I e x/e) + 5/ 2z e % dz
T—0Q 0
1 1 oo o /1 integr. por partest
=2 —7(0—0)%—7/ Qxe_x/edx:—Q/ x<)e‘”/0d;§: u=ux du = dx
0 0 Jo 0 0

dv = %e‘m/edx v=e""

= ol [ ean) =220 o))

= —20 (lim e~ — lim ef/f’) =—20(0—1) =20

T—00 x—0

Tenemos que E[X] = 26. Por el principio de invarianza del EMV, sabemos que si Orrv
es el estimador maximo verosimil de 6, el estimador maximo verosimil de cualquier
funcién h(6) es h(Byy).

Por tanto, el EMV de E[X] seré:

X %
2

\V)
D>
=

E[X]MV =

c) Mediante un muestreo aleatorio simple se han recogido los siguientes 15
tiempos de realizacion de la tarea:

5.56 223 0.58 1.37 0.21 198 244 271
10.12 4.69 347 1.73 3.51 1.19 0.97

Obtener la estimacién maximo-verosimil del tiempo medio de realizacién
del proceso.

Para esta muestra se tiene que T = — Z x; = 2.8507, por tanto, la estimacién méaximo

verosimil para el tiempo medio sera:

—

E[X],;vy =T =2.8507 minutos.

b
Integracién por partes: / u-dv=u-v— / v-du. Sila integral es definida, entonces / u-dv =
a
b

16 v - du.

[u'va_

a
2La exponencial negativa decrece mucho més répido hacia cero que lo que 22 crece hacia infinito.

En general, cuando tenemos una indeterminacién en la que aparece una exponencial y cualquier
funcién polinomial, siempre “gana” la exponencial. De forma rigurosa, tenemos:

2 L Hopital 2y 9r  LHonital 5
lim 22e~*/% = lim — oplta lim (z7) — lim T opital .

T—00 r—00 ew/ T—00 (61/9) T—00 61/9/0 - z1—>nc30 e$/9/02 =0
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d) Para la muestra del apartado anterior, dar una aproximacién de la varianza
asintética del estimador de maxima verosimilitud de 6.

Sabemos que el EMV es asintoticamente normal, y que su varianza asintética es aprox-

imadamente — En nuestro caso, en el apartado a) (paso 4) hemos

82
Wé(e) |9=énfv
obtenido que

0? —2n
55200)

’9:@1\4‘/ = é]QMV

por tanto, la aproximacion de la varianza asintética de 0, para esta muestra partic-

ular sera:
Var [é } 4 ! L Ohrv
Mv| ® =—— =
! Olozsy,, 220 20
031y

(T/2)% ¢ 2.8507°
_ 9 = 0.0677
on 8- 15

Estadistica I 08/09 A. Arribas Gil



