LEC/LADE/LECD/LADED
CURSO 2007/08
SOLUCIONES HOJA DE PROBLEMAS 2
ESTIMACION PUNTUAL Y MAXIMA VEROSIMILITUD

Problema 1.

(a) Dados z1, 22, ...,x, ~ fo(z), la funcién de verosimilitud viene dada por

independientes . . .
= 11 fo(x;) si 2; > 0,Vi o 0 en caso contrario.
i=1

f@(l‘hﬂ;‘g, ,,’En)

En este caso,
en
n (146)
i=1

2

La funcién soporte es:

i=1

L(6) = nlog(8) — (1+6) log(lz[l(l +25)) = nlog(8) — (1+0)3 log(1 + ).

Derivando con respecto a 6 la funcién soporte e igualando a 0 :

n n

éMV: == .
log(TT (1 + =)) ;log(l—kxi)

—s

1

i
Comprobamos que, efectivamente se trata de un méaximo: derivamos dos veces la funcién soporte y

vemos que es negativa evaluada en el estimador.

L —n
iy < 0 para todo valor de 6.

En particular, para ;1 también se cumple, luego efectivamente 6,7y es el estimador maximo

verosimil.

(b) La varianza asintética en este caso es

. 02L g2
Varti) =[Gz o, | =22

Problema 2.

(a) El error cuadritico medio de un estimador se define como ECM (1) = Var(fi) + sesgo®(j1) donde
sesgo(ji) = E(ft) — p. Entonces, para cada estimador se tiene que



1
ECM(jn) =30+ gut
ECM (jiz) = 81

Como p; € [0,10], ECM (ji1) < ECM (fi2).

n 1 5
(b) Funcién de verosimilitud = I(x1, ..., z; 1) = [[ fzi;p) = 0~ °(27) %2 exp {22 Sz — M)Z}
i=1 0%i=1
Funcién soporte= L(x1, ..., Tn; ) = logl(z1, ...y Tp; p) =
1 5
1 —5(9)—5/2) _ _—_ = )2
og(o™>(2m) /%) = 5 l;(m 14)

1o ]
=0& — i~ )2 =0 iyy ==
o gQi;(x 1) firrv

Efectivamente es maximo:

0?S -5 .

—— = — < 0, para cualquier valor de pu.
ou? o2

(¢c) Como E(X) = p, el sesgo del estimador médximo verosimil es 0 y por tanto el error cuadrético

5

2
. . . = o 9.
medio es igual a la varianza de X, en este caso —

Problema 3.

n

(a) U1, ..., 2n;0) = 'H1 f(z:]0) = i]ig (x%)efl _on 1—"[ (L)Oﬂ

1=

L((z1, ..., xn;0) =Inl(z1,...,x0;0) =In6" +1n [] (%) =nlnf+(@#—-1) InJ] (%) =
1 i =1 i

3

n

3

nlnf+@—1) In[] (=) '=nnb—6B-1)3 Ina;
i=1

i=1
~ n n — n
%L(G):? YImzi=0; = Ouv =
i=1 Z In ZT;
i=1
2 ~ n
Es méximo: WL(Q) =% <0; = MAX.
. . o T 82 1 -~ éﬁ 1%
La varianza asintética es, Var [9} = {—WL(G)] |0 = 0rv = —
(b) Con los datos se obtiene que, Orry = HL =(0,4)"1=25

> ln ay
i=1

2
y con la desviacién tipica estimada 4/ % =4/ (21’53 = 0,25 por lo que, utilizando que para n

-~

-~ 62
grande se tiene, Oy =~ N | 0, MV

el intervalo de confianza seria:

1IC = PMV +Zyjon|Var F)\H que con « = 0,05 resulta,



0 éEMV
IC = 9MViZa/2 T =

(2,5)?
2,5+ 7 -_—
) 0,025 00

100
= IC =12,01 ; 2,99]
Problema 4

1C = |2,5+ (1,96) (2’5)2] — (2,54 (0,49)]

a) F[3X;+4X, —6X3] = E[3X,]+ E[4X,] — 6E[3X3] = —14
b) Como las variables son independientes,

V[3X1 +4X, — 6X3] = 9V[X1] + 16V [X,] + 36V [X3] = 420
c) Siendo:

0, = 3X, — X3
0y = 2X5 — 3X,

E(6)) = E(3X, — X3) = 3B(X;) — B(X3) = 2
E(6y) = BE(2X5 — 3X;) = 2E(X3) — 3B(X;) = 2
Como tienen la misma esperanza,

0y — YV vk,
E.R.(6:/62) = 1/v(b’;) - V(b’j)

V(0y) = V(3X1 — X3) = 9V (X1) + V(X3) = 44
V() = V(2X5 — 3X1) = 4V (X3) + 9V (X;) = 68
Por lo tanto,

E.R.(6,/05) = 8 =154 = 6, es mas eficiente que 6.
Problema 5.
a) (1.5 puntos) En primer lugar se calcula la funcién de verosimilitud,

11 fo(x;) si z; > Ek, Vi 0 0 en caso contrario.
1

independientes L
fg(xl,xg,...,xn) = .

K2

En este caso,

La funcién soporte es:



L(0) = nlog(6) + nflog(k) — (1+ 6) : log(x;)

1=

Derivando con respecto a 6 la funcién soporte e igualando a 0 :

oL(0) n
]

+nlogk—210gxi:0<:)9MV: - i .
i=1 logz; —nlogk
=1

7

Comprobamos que, efectivamente se trata de un maximo. Para ello derivamos dos veces la funcién
soporte y vemos que es negativa evaluada en el estimador.

2 _
aalé(f) — g < 0 para todo valor de 6.

En particular, para 6j;y también se cumple, luego efectivamente s es el estimador maximo

verosimil.

(0.5 puntos) La varianza asintdtica en este caso es

_62L(9) ’ ]_1 _ é%/IV

Var(éMV) = |: 002? Onv n

(0.5 puntos) Como z > k = e, la muestra toma los valores {3,4,5,6,7,8,9,10} y por tanto, n = 8.
Ademsds, Y logz; = 14.41, con lo que,

R 8
Oppy = ——— = 1.247
MV = 1441 -8

Problema 6

a) f(x1, .., xn) = flx1) o flzn) = /\”e_AP(“_QO)

log f(x1,...,2n) =nln X — A (x; — 20)

dlo, T1,eeeyTy n
Olog f(@Letn) — 1§73, — 20) =0

/)::

| = C—
(Ii 720)

Para ver que es maximo,

0 10g f(21,00sn) | _
arz Iy =—gs <0
b) Y a; = 2200
Y 100 _ 100 _ 1
i) A= B —20) = 2200—-2000 — 2
. T -1 _ R
ii) V(A)—m—w—m
N2 1}



Problema 7

a) La funcién de densidad de cada elemento de la muestra es:

)

f(x) = & exp(S2:

La funcién soporte viene determinada por:

n
_ 1 —x;
1(07 L1y eeey .'I/'n) = i:lw eXp( 7,‘01 )
Operando en la expresion anterior obtenemos:

OLn(l) _  m N mgwi
56 = 9 T2 o =0

Por lo tanto:

8% Ln(l 2 i _
62710()|b:§_22*11*z: <0

Se trata de un maximo.
b) Sea § = V@ entonces 6 = 6.

Como 6.4 = 0y entonces por las propiedades de los estimadores méximo verosimilies,

v =Vuy = <fo*z>

i=1

Problema 8.

8) (@1, ma30) = (§)" (8)7(1-0)",

donde y es el namero de ceros en 1, ..., T,, z €l nimero de unos y w el nimero de doses.

L(x1,...,zn;0) =logl(z1,....,2,;0) = ylogh —ylog2 + zlogf — zlog 2 + wlog (1 — 6)

drl (21, i0) = G+ G — 1t

Dl



Igualamos la derivada a cero:

s =0 (1-0)y+(1-0)z2—0w=0&y+2z—-0n=0,yaquew=n—(y+2z).

De modo que:

N _Y+Z
On = 2=

Comprobamos a continuacién que se trata de un maximo:
%L@hmxmw>0@%+g—ﬁ%¢>m@a—my+u—9n—ﬁw>0@
Sytz—>0s0<LZagc (Oﬁn),

luego la funcién de verosimilitud es creciente en el intervalo (0, §n)

Andlogamente:

n

AL (21, ani0) <0 0> L2 o f € <§n,+oo>,
luego la funcion de verosimilitud es decreciente en el intervalo (gn, +oo).

De todo esto se deduce que 8,, es un maximo.

En este caso, Y = 3, Z = 4, luego 58 = % = % = % = 0.875.

Problema 9.
1 T € (a,a+1
fla) = { (@at+)
0 resto

a+1

X=EX)=/[’ xdxzoz—k%;éa

1
Sesgo — —
8975

1 1 3n+1

“1m 1" 1on

ECM(X) =V(X) + sesgo*(X)

E@)=a=a=X—

N |

Problema 10.



a) Verosimilitud
1 1z
10,21, ...mp) = o exp(—é So(xj — )

j=1
Logaritmo de la verosimilitud

Ini(f,x1,...,x,) = —nln(f) — %zn:l(:z:j — )
j=

Condicién de primer orden:

Derivada de In L con respecto de 6

Oln L(6) n 12

0 o TesmH
Igualando a 0, se obtiene que éMV =T — .

Condicion de segundo orden:
L) n  2n,_
“or g g
n
Comprobamos que evaluada en el estimador méaximo verosimil queda _ﬁ < 0 por lo tanto, se trata

efectivamente de un maéximo.
b) Usando la expresién del estimador anterior, se obtiene que Opry = 5,5.
Problema 11.

(a) Tenemos que,

E("Lz) = E(x%_,) =n— 1, por tanto

0-2
E(6%) = =102 # o2 (sesgado)
sesgo(6?) = —0? + "T_102 = —%2

(b) En este caso,

n— 82
B(35) = B(G o)) =n—1

52
E(6?) = 0? (insesgado)
(c) El error cuadratico medio es:
ECM (6?) = Var(6?) + sesgo(6?2)?
Var(%) =Var(x3_,) =2(n—-1) =

Var(6?) = Do’

n2

4

EC’M(&Q) _ 2(n—1)o* 4o = (27;;1)04

n2 n2 =

(d) En este caso,



ECM(s?) = Var(s?)

Var((n;)sz) =Var(x2_;) =2(n—1)
Var(s?) = 20%

n—1

(e) Se tiene que ECM (s*) > ECM (6?) :

20 @n=1) 4 _ (2 1.4
n—1 > nZ O _(n nz)o-
2 2 2 1
P17 n o n T ng

2

por lo tanto, 52 es preferible a s2.



