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Estadistica I (notas breves)

http://www.est.uc3m.es/svegas

1 Distribuciones en el muestreo

1.1 Muestras aleatorias

- Es necesario seleccionar un subconjunto representativo de la poblaciéon, al que se denominarda muestra.

- Si la muestra esta bien escogida es posible inferir caracteristica de la poblacion a partir de los datos.

- Los estimadores son valores que se obtienen a partir de los datos y aproximan el verdadero valor del
pardmetro que nos interesa estudiar, siempre y cuando la muestra escogida sea representativa de la poblacion.

- Existen diversos procedimientos de muestreo que nos ayudan a conseguir que la muestra sea representativa:

- muestreo aleatorio simple: una muestra se denomina muestra aleatoria simple si cada ele-
mento de la poblacion tiene la misma probabilidad de ser elegido y los elementos se seleccionan

de forma independiente.

- muestreo estratificado: una muestra se denomina muestra estratificada si los elementos de

la poblacién se dividen en clases o estratos y cada uno de éstos es homogéneo (p.ej. edades.

- muestra por conglomerados: una muestra se denomina muestra por conglomerados si los
elementos de la poblacién se dividen en clases, siendo cada clases tan heterogéneas como la

poblacién y las clases homogéneas entre si (p.ej. provincias).

- Nos centraremos en las muestras aleatorias simples o m.a.s. Asi, una muestra aleatoria simple es una coleccién
de n variables aleatorias v.a. (X1, X, ..., X,,) tal que (X1, X, ..., X},) son independientes y cada X; tiene
una funcién de distribucién Fy(x), siendo 6 la coleccién de pardmetros de la distribucién que nos interesa
conocer.

- Suponemos que la forma de la distribucién Fy(x) es conocida salvo por 6. Por ejemplo, si X sigue una
distribuciéon Normal, X ~ N (u, 0?), los pardmetros de interés son § = (u1, o). Asi, para estimar el pardmetro
14 escogeremos una m.a.s y calcularemos su media 7.

- Al ntimero n le denominaremos tamano muestral.

- La funcién de distribucién conjunta de la m.a.s (X1, Xs, ..., X;,) es
Fop(z1, 22, .cypn) = Fp(x1) - Fp(x1) - - - Fp(zy)
- La funcién de densidad conjunta de la m.a.s (X1, Xo, ..., X,,) es

fo(x1, 22, xn) = fo(x1) - fo(xr) -~ fo(zn)

- A una realizacién concreta de una m.a.s (X, Xo, ..., X;,) la denominaremos (x1, 2, ..., T )

1.2 Estadisticos

- Un estadistico es cualquier funcién de la muestra, luego también es una variable aleatoria: su valor va
cambiando a medida que se obtienen diferentes muestras.

- Denotaremos a los estadisticos por § = 9(Xq1, Xo, ..., X3)
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2 estadistica I, notas breves

- Estadisticos habituales:

- media muestral: X = % >, X (su correspondiente caracteristica poblacional es la media

poblacional o esperanza: p = E(X) = [ f(z)dx )

- varianza muestral: S% = L >°" (X; — X)? (su correspondiente caracterfstica poblacional

T on

es la varianza poblacional 0 = Var(X) = [(z — p)*f(z)dz )
- cuasi-varianza muestral: % = - 3" | (X; — X)?

- minimo: 0 = min{ Xy, Xo, ..., X, }

- méximo: § = max{ Xy, Xo, ..., X, }

- logaritmo: f = LS log X

1.3 Distribucién muestral

- La distribucién de probabilidad correspondiente a un estadistico se denomina distribuciéon muestral.
- La esperanza, la varianza y la desviacién tipica de la v.a. media muestral X de una m.a.s con B(X;) = uy

Var(X;) = 02 toman la forma siguiente,

- La esperanza de la v.a. varianza muestral $% de una m.a.s con E(X;) = py Var(X;) = 02 es

E(S%) = E(; XL, (Xi - X)?) = % 1o?
- A medida que aumenta el tamano de la muestra el error estindar (o desviacién tipica) disminuye, por lo
que cuanto mayor sea el tamano muestral mejor sera la inferencia sobre la media poblacional.
- La distribucién Chi-cuadrado con n grados de libertad, X2, se define como la suma de n normales indepen-
dientes N(0,1) al cuadrado,

X2 =N(0,1)2 + ... + N(0,1)?
E(X}) =n
Var(X?) =2n

- La distribucion t de Student con n grados de libertad, t,, se define como el cociente de dos distribuciones

independientes, una de ellas N'(0,1) y la otra X2,

o= N(0,1)
R
E(t,) =0
Var(t,) = 25

n—2
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estadistica I, notas breves 3

- Teorema Central del Limite (TCL): Sean (X1, Xa,..., X,,) v.a.i. con E(X;) = u; y Var(X;) = o2,

entonces,

1) iy Xi=> T i — e N(O, 1)

n 2
i=17%

ii) si las variables (X1, Xs, ..., X,,) son ademads idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con p; =

py o2 = o2, entonces f/?/% —n—oo N(0,1)

- Lema de Fisher: Sean (X1, X, ..., X,,) v.a.i.i.d N(u,o?), entonces

i) X ~ N(u, ‘;—2) o equivalentemente ”7/?/% ~N(0,1)

ii) (ngzl)sgf ~ Xv%—l
iii) X e S% son independientes

- Lema de Student: Sean (X1, Xa, ..., X,,) v.a.i.i.d N'(u, 0?), entonces

Xow - Xow g
Sx/\/’nfl SX/\/E n—1

Observaciones generales:
- Se suele considerar que n es suficientemente grande si n > 30
- Laesperanza y la varianza de la v.a. cuasi-varianza muestral S% de una m.a.s con E(X;) = py Var(X;) = o2

toman la forma siguiente

B(S%) = ;25 B(X2_,) = 0

n—1
Var(S%) = (ni41)2 Var(X7_;) = 207

n—1

- Sea « cualquier nimero entre 0 y 1, definimos

- Zo como el valor de la normal estdndar Z ~ N(0,1) tal que P(Z > z,) =1 — P(z24) = a,
siendo @ la funcién de distribucién de la normal estandar.

- tn,o como el valor de la ¢ de Student ¢, tal que P(t, > t, o) =

- X2, como el valor de la X7 tal que P(X7 > X2 ) =«

n,o

2 Estimaciéon puntual

- Inferencias sobre la poblacion basandose en la informacién que proporciona la muestra. Para ello extraemos
una muestra de la poblacién y realizamos una estimacién del pardametro de interés.

- Repaso:
- Supondremos (X7, ..., X;;) una m.a.s. de una distribucién conocida Fy(z), salvo por sus pardmetros.

- Los estadisticos son funciones de la muestra § = 9(X1, ..., Xn) vy se utilizan para estimar el verdadero

valor del pardmetro 6

- Los estadisticos son v.a. y tienen una funcién de distribucién generalmente dificil de obtener.
- Veremos criterios de comparacién de estimadores y las propiedades que necesita un estadistico para propor-

clonar buenas estimaciones.
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4 estadistica I, notas breves

2.1 Estimadores insesgados

- Un estimador 6 de 0 se dice que es insesgado o centrado si E(é) =40
- Un estimador se dice que es sesgado cuando no es insesgado, y se define el sesgo del estimador como

sesgo(d) = E(6) — 6
- Nos interesan los estimadores centrados con poca varianza y los estimadores con varianza baja y poco sesgo.

2.2 Error cuadratico medio

- Combina las propiedades del sesgo y la varianza.

- El error cuadrdtico medio ECM de un estimador se define como ECM (0) = E((6—6)?) = Var(0)+sesgo(0)?
- Criterio: “nos quedaremos con el estimador de 6 con el menor error cuadratico medio”

- El problema con este criterio es que muchos estimadores no se pueden comparar entre si, de manera que no

podemos seleccionar uno frente al resto.

2.3 Estimadores insesgados de minima varianza

- Dentro de los estimadores insesgados buscaremos los de minima varianza (los de minimo ECM)

- Se dice que el estimador 6, es mds eficiente que 0y si Var(0,) < Var(6s)
1

- Se define la eficiencia de un estimador 6 como efic(f) = Var®)

- Se define la eficiencia relativa de 65 con respecto a 6; como ER(é2|é1) = e}%:cgz}; = “j‘"gl;
efic(0q ar (62

2.4 Consistencia y robustez

- La consistencia de un estimador nos habla de su comportamiento cuando la muestra es grande.

- Un estimador 0 es consistente si

E(0) — o0 0
Var(é) —— oo 0

- Asi, desde el punto de vista del error cuadratico medio y para muestras de tamano grande, es deseable
emplear estimadores consistentes.
- Un estimador es robusto si, para pequenas modificaciones en el modelo, el estimador continua siendo razo-

nablemente bueno.

3 Estimadores de Maxima Verosimilitud

3.1 Caso discreto

- Supongamos que tenemos una m.a.s. (X1, ..., X,;) de una v.a. discreta con distribucién P(z|f) conocida salvo
por los parametros 6

- Una vez realizada la muestra tenemos (x1,...,2,) y estamos interesados en encontrar un estimador 0 del
pardmetro 6 que maximice la probabilidad de la muestra.

- Para una muestra dada, la funcién de probabilidad de la muestra es

P(X1=21,...Xn =x,) = [, P(X; =2;) = [[1, P(xi]0) = 10| (z1, ..., z,)) = 1(0)

y la denominaremos funcion de verosimilitud.
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3.2 Caso continuo

- Supongamos ahora que tenemos una m.a.s (Xi, ..., X,,) de una v.a. continua con funcién de densidad f(x|0
conocida salvo por los pardametros 6

- Una vez realizada la muestra tenemos (1, ...,2,) y estamos interesados en encontrar un estimador 0 del
parametro € que maximice la funciéon de densidad conjunta de la muestra.

- Para una muestra dada, la funcién de densidad conjunta de la muestra es

Fl@y, o an) = [Ti2y fx, (23) = TIiny f(@:]0) = 10] (21, ..., ) = 1(0)

y la denominaremos funcion de verosimilitud.

3.3 Propiedades

- Asi, el método de méxima verosimilitud consistird en encontrar el valor 0 que maximiza la funcién de
verosimilitud 1(6), que coincide con el valor  que maximiza log [(6)

- El estimador de mdxima verosimilitud HAMV se calcula igualando la primera derivada de logl(6) a 0 y
comprobando que la segunda derivada en sus soluciones es negativa.

- El estimador de maxima verosimilitud #,,, tiene, bajo ciertas condiciones generales, las siguientes propiedades:

- es asintoticamente centrado: a medida que crece el tamano muestral el sesgo tiende a cero.
- sigue asintoticamente una distribucién normal con media 6 y varianza (logji(b))”'

- es un estimador asintdticamente eficiente: el de todos los estimadores asintéticamente centrados,

el de maxima verosimilitud tiene menor varianza

- es invariante: si 0,,v es el estimador de méxima verosimilitud de 6, entonces g(0,,v) serd el

estimador de méxima verosimilitud de h(f), para cualquier funcién h continua y biyectiva.

3.4 Distribuciones conocidas

- X ~ B(p) Bernoulli
I(p) = T2y Plaalp) =TIy (0% (1 — p)(1 — @) = pZs @)™ e
log I(p) =logp™:#(1=»" """ = (Y ;) log p+ (n — X, x;) log(1 — p)
p=1z
- X ~ B(k,p) Binomial, con k conocido
1(p) = TTi=y Plaslp) = T1i-, ((f,i)p”l(l —p)’“‘“) =p=iTi(1—p)rkiam (H:‘L:l (f,-))
log(p) = p=e 7 (1 —p)™* 2 -log (T, (1) ) = etet (@) logp+ (nk — 3, 22) log (1~ p)

p= ﬁEE:ixi
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6 estadistica I, notas breves

- X ~ N(u,0?) Normal

2

n n — €Ti— 2 -1 xTi;—
Hpns0®) =TTy S (il 02) =TTy (e 2 7" = el

R S Y
logl(n, 0%) = log (=e 77 (i) = —51og(270?) — 5oy

f=z
02 = LS (2, — 7)?

- X ~ exp(\) Exponencial
) =TT Sl h) =TTy (e ) = Ane s
logl(\) = log \"e ™ 2:% = nlog(\) =AY, @,

x:

i

4 Intervalos de confianza

- Nos interesa dar una medida de la precisién de la estimacién que hemos hecho del parametro. Daremos un
rango de valores entre los que deberia encontrarse el verdadero valor del parametro.

- Intervalo de confianza: rengo de valores entre los que posiblemente se encuentre el verdadero valor del
parametro.

- Un intervalo de confianza tiene una probabilidad de 1 (si contiene al parametro) 6 0 (si no lo contiene), y

una confianza del 95% de contener al pardmetro.

4.1 Intervalos de confianza para una poblacién normal

- Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza conocida: Sea X ~ AN (u,0?)

2 conocida. Entonces ;(/7% ~ N(0,1), con lo que P(—z4/2 < Z;\/% < Za2) = 1—a. Si

con varianza o

despejamos p obtenemos lo siguiente (siendo Z una realizacién particular de X):

IC (1) (1-a)100% = [T — Za/2 T Za)2 ﬁ]

- Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza desconocida: Sea X ~ N (1, 0?)
T

con varianza o2 desconocida. Entonces 5),(/7% ~tpo1, luego P(—t,_14/2 < ﬁ <tp_t1a/2) =1—a.Si

es una realizacién particular de X y s una realizacién particular de S, obtenemos:

IC (1) (1-ay100% = [T — th—1,0/2 77T T tno1,0/2 ﬁ]

- Intervalo de confianza para la varianza de una poblacién normal: Sea X ~ N (u,0?). Como sabemos que

2152 ~ X2, tenemos que P(—X?

n—1 g2 2 _ o . . .2
e 11—a/2 < S < Xn_l)a/Q) =1 — «, luego, si s es una realizacién

o2

particular de S

IC(JQ)(l—a)loo% = [in_l 5%, %2 n=l 2]

n—1,a/2 n—1,1—a/2
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4.2 Intervalos de confianza para dos poblaciones normales

- Extraccién de muestras: datos pareados (las muestras se eligen por pares y cada par de variables corre-
sponde al mismo elemento de la muestra) o muestras independientes (las muestras de cada poblacién son
independientes entre si)

- Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones normales basado en datos pareados:
Sean X ~ N (u1,0%) eY ~ N (uz2,03). Entonces la variable D = X —Y es V(1 — ug, 02 +02—2-cov(X,Y)),
con lo que W ~ t,_1 y tenemos que % tn—1, luego P(—t,_1 4/ < S(d“/l\/—”?) <tp_1,a2) =
1 — a. Si d es una realizacién particular de D y s4 una realizacién particular de Sy tenemos:

IC(p1 — p2) (1-a)100% = [d—t, 1 )2 \f,d+ 29 1,a/2%}

- Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas conocidas

basado en muestras independientes: Sean X ~ N (u1,0%) e Y ~ N (p2,03), con varianzas o?yo3 conocidas.
— —_— 2

Sabemos que X — Y ~ N (ug — pa, % + Z—z), donde n; es el tamano de la muestra i, con lo que P(—z2,/2 <

XY —(p1—p2)
0_2

ny ' ng

< Zq/2) = 1 — a. De esta manera:

IC(p1 — p2)(1-a)100% = Y Zaﬂm Y+ 2a2

- Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas desconocidas

o3

pero iguales basado en muestras independientes: Sean X ~ N (u1,02) e Y ~ N (,ug, 2), con varianzas

o : o . 2 . A XY _V 2n1+n2 XY —(p1—p2)
desconocidas e iguales a 0. En este caso X —Y ~ N (1 — p2, 02 5112), con lo que W ~ N(0,1).
nimng
Para crear el intervalo de confianza sustituiremos el valor de o2 por una ponderacién de las dos cuasi-

-1)S7 -1)S3 X
(=D +M2=1)%; va que de esta manera obtenemos que XoY-lu—pa) tho
ni+ng—2 \/Sz nitng

ning

varianzas muestrales 52 =

Y .
Por tanto, P(—t,_24/2 < W <tp_sas2) =1—a,y asi

ning

IC(p1 — p2)(1-a)100% = [T =Y — th-2.a/24/ 52%7 T—Y+itn-2a/2y/ 52%]

4.3 Intervalos de confianza para muestras grandes

- Supondremos que el tamano de la muestra es suficientemente grande y asi poder utilizar el Teorema Central
del Limite.
- Intervalo de confianza para una proporciéon: como ya hemos visto, la proporcién muestral p coincide con la
media muestral Z, luego por el TCL tenemos que % ~ N(0,1), con lo que
p(1—p)/n
IC(P)(l—a)loo% =[p- Za/2V p(L—p)/n,p+ a2 p(1 —p)/n]

- Intervalo de confianza para la diferencia de dos proporciones: por el TCL tenemos que

p1—P2—(p1—p2) -~ 1). 1
\/PAl(l—PAl)/n1+1f2(1—ﬁ2)/nz N(O7 )’ uego

IC(p1 — p2)(1—a)100% = [P1 — P2 £ 2a/20/P1(1 — P1)/n1 + P2 (1 — p2) /na]

- Intervalo de confianza para la media de cualquier distribucién: por el TCL tenemos que

IC (1) (1-a)100% = [T — Za/2 T+ Za)2 ﬁ]
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- Intervalo de confianza para un parametro cualquiera de cualquier distribucion: Sea 607y el estimador de

méxima verosimilitud de 6, entonces, independientemente de la distribucién y siendo L(6) la funcién soporte,

tenemos que
IC(0)(1—a)y100% = [é — Zaj24/ L’_’—({é)’ 0+ Za/?\/L%(%)]

4.4 Determinacién del tamano muestral

- Hemos visto que el intervalo de confianza para la media u de una poblacién normal con varianza conocida

es IC(1) 1-a)100% = [T = 2aj2 T+ 2aj2 )
- Asi, el tamafo muestral necesario para garantizar una longitud determinada para el intervalo de confianza
zu/er )2
A

esn=( , siendo A la amplitud del intervalo (def. la mitad de la longitud del intervalo)

5 Contraste de hipétesis

- Nos plantearemos hipdtesis y tendremos que rechazarlas o no a partir de la informacién que proporciona la
muestra.

- La hipdtesis a validar se denomina hipdtesis nula Hy y la enfrentamos a la hipotesis alternativa Hy, dando
lugar a un contraste unilateral o bilateral.

- Si los datos no muestran suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula esta se mantiene como cierta
(diremos que no hay suficiente evidencia para rechazarla evitando decir que la aceptamos)

- Por ser las caracteristicas de la poblaciéon desconocidas, podemos cometer dos tipos de errores: error de tipo
I (si decidimos rechazar Hy cuando es cierta) y error de tipo II (si decidimos aceptar Hy cuando es falsa)

- A la probabilidad de cometer un error de tipo I se le denomina nivel de significacion del contraste y se
denota por o« = P(error tipo I) = P(rechazar Hy|Hy cierta). Asi, la probabilidad de aceptar Hy cuando es
cierta vale P(aceptar Hy|H cierta) =1 — «

- La probabilidad de cometer un error de tipo II se denota por 5 = P(error tipo II) = P(aceptar Hy|Hj falsa).
Asi, a la probabilidad de rechazar Hy cuando es falsa se le denomina potencia del contraste y vale
P(rechazar Hy|H, falsa) =1— 0

- El nivel a partir del cual se pasa de aceptar la hipdtesis nula Hj a rechazarla se denomina nivel critico del
contraste o p-valor del contraste. Asi, para cualquier contraste, la regla de decisién es
Rechazar Hy si p-valor < «

- En la préctica fijaremos la probabilidad de cometer un error de tipo I (nivel de significacién)

a € {0.1,0.05,0.01}

5.1 Contrastes para una poblacién normal

- Contrastes para la media de una poblacién normal con varianza conocida: Sea X1, ...X,, una m.a.s de una

poblacién normal N(u1, 0%) con varianza conocida.

Unilateral |Hg:p = po — (%) Rechazar Hy si f/_j% > Zo
Hy: > o

Bilateral Hy:p= po =) Rechazar Hy si % > Za/2
Hy oz # o

f/i?ﬁo ~ N(0,1). Asi, basta fijar el nivel de significacién o para

*) Sabemos que bajo Hy (es decir, si Hy es cierta)

obtener la regla del contraste.
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- Contrastes para la media de una poblacién normal con varianza desconocida: Sea Xi,...X,, una m.a.s de

una poblacién normal N (i, 0?%) con varianza desconocida.

Unilateral |Hg:p = po = (%) Rechazar Hy si T]\/— >th 1,
Hy:p>po

Bilateral Hy:p= po =) Rechazar Hy si ll/jﬂl >tp_1,a/2
Hy ot # o

(%) Bajo Hop se cumple f/_\% ~th_1

- Contrastes para la varianza de una poblacién normal: Sea X, ...X,, una m.a.s de una N(u,o?).

Unilateral  |[Hp : 02 = 03 =) Rechazar Hy si 25 1 2 < X, Li-a
H,:0%< 0'(2)

Bilateral Hy: 0% = o} =) Rechazar Hy si {” A /2
L n—1
0%+ o2 6 fas® < Xn_1,1—a/z}

*) Bajo Hy se cumple "U—S2 ~ X2

5.2 Contrastes para dos poblaciones normales

- Contrastes para la diferencia de medias de dos poblaciones normales basado en datos pareados.

Unilateral [Hg : pu1 — pe = do =) Rechazar Hy si s‘i_/% > tn—1,a
Hy:pp —p2 >do

Bilateral Hy:py —po=dy =— Rechazar Hy si li;% >ty_1,a/2
Hy oty — pe # do

*) Bajo Hy se cumple que, si definimos D = X — Y, tenemos w ~tp

- Contrastes para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas conocidas basado en

muestras independientes.

Unilateral — |[Hy: g — po = dyg =) Rechazar Hy si \7 2§ d02 > 2,
71 iz
’Vll
Hy g — pe > do
Bilateral Hy:py —pe =dy —(*) Rechazar Hy si 7‘52%3_%03‘ > 2a/2
i Tas
Hy:py —po # do

*) Bajo Hy se cumple que W ~ N(0,1)
+
ny | ng
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- Contrastes para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas desconocidas pero iguales

basado en muestras independientes.
Unilateral |Hg: py — pe =do —(*) Rechazar Hy si \/___77 > tni4ns—2,a
s2 mitna

Hy:py — pe > do

Bilateral Hoy:py—pg=dy = Rechazar Hy si \/\iz—y—lio\z

12 nyng

> tn1+n2—2,a/2

Hy o py — pe # do

_ (m-1Si+(n2—1)S3

XY —(p1—p2)
ni+ng—2

(%) Bajo Hy se cumple que \/W
ning

~ tny +ny—2 siendo ST,

- Contrastes para la diferencia de varianzas de dos poblaciones normales basado en muestras independientes.

2
Unilateral |[Hg : 02 = 03 = (1)) Rechazar Ho si % < Foy 10,110
2

H110%<0'2

2
Bilateral Hy:0? =03 = () () Rechazar Hy si {2_5 < Fo—ine—1,1-a/2
2
2
2 2 ;S
Hl 09 7é g5 o é > F’I’L171,’I’L2717a/2}

53/0% _ 5%
S%/og —)_ ~ Fnlfl,nzfl

*) Bajo Hy se cumple que ( =
2

xn
(%) La, distribucién Fy,m se define como Fy, = ?T— donde X,% y an son distribuciones chi-cuadrado independientes.

m
m

5.3 Contrastes para muestras grandes

- Observacién: Especificaremos en estas notas breves sélo los contrastes bilaterales.

- Contraste bilateral para una proporcion.

[P—pol

Bilateral Hy:p=po — ) Rechazar Hj si > Za/2
po(1—po)/n
Hy:p# po
) Bajo Hy se cumple que \/ﬁ ~ N(0,1)
- Contraste bilateral para la diferencia de dos proporciones.
Bilateral Hy:p1—p2=0 =) Rechazar Hy si [p1—pe| > Za/2

Va(—q)/ni+q(1—q)/n2
Hy:p1i—p2#0

* 3 p1—p : __ ni1Pp1t+nap
*) Bajo Hy se cumple que \/q(lfq);ilfs(l—q)/n2 ~ N(0,1), siendo g = mpLtn2pe
- Contraste bilateral para la media de cualquier distribucién.
Bilateral Hy : o= o =) Rechazar Hy si |f;;%| > Za/2

Hy:p# po

o 20)

) Bajo Hy se cumple que §/n T n—oo N(0,1)
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- Contraste bilateral para un pardmetro 6 de cualquier distribucién.

Bilateral Hy: 0 =0 =) Rechazar Hj si WL%M > Zo)2
L (0prv)

Hy: 040

(%) Bajo Ho se cumple que OV —moe N (0o, m)

6 Diagnosis del modelo

- Estudiaremos, mediante contrastes de bondad de ajuste, si la distribuciéon que suponemos es adecuada para
los datos que tenemos.

6.1 Contraste de la chi-cuadrado X2

- Comparamos el histograma muestral con el teérico. Si existe mucha discrepancia entre los valores muestrales
y los valores esperados, es razonable pensar que el modelo utilizado no es el correcto.
- En la practica dividimos la muestra en k clases:

clase 1 k total
frecuencia observada O, Oy, n
probabilidad supuesta P1 Pk 1
frecuencia esperada Ey=npy .. Ei = npy, n

- Asi, la regla del contraste es

Hy: X ~F =) Rechazar Ho si Yy @2l > a2
H1 X x F
B2 , .
(*) Si la muestra es grande o cada E; > 5, tenemos que Zle % ~ X2_,_, siendo r el niimero de pardmetros

no conocidos (y estimados) del modelo.

6.2 Contraste de Kolmogorov-Smirnov

- Comparamos la distribucién muestral con la distribucién tedrica. Asi, si existe mucha discrepancia entre la
distribucién muestral y la tedrica, es razonable pensar que el modelo utilizado no es el correcto.
- Calcularemos el estadistico {D,, = max |F,,(xz) — F(z)|} siendo la distribucién empirica de la muestra

0 siz <z

Fo(x) = st () < T(i41)

=3

six > Z(n)

donde Ty S 22) S .o S T(p) €8 la muestra inicial ordenada de menor a mayor.
- Para el contraste

Hy: X ~F =) Rechazar Hy si D,, > D, o
H1 X F

) Bajo Hg se cumple que D,, sigue una distribucién perfectamente tabulada
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12 estadistica I, notas breves

- En la prictica calculamos D,, mediante la siguiente tabla, D,, = max{|D; |, |D;"|}

20| Fa(2@) = £|F(x)| Dy = 5 — Faw)| D = Flzw) — 57

7

6.3 Contraste de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors

- Caso particular del contraste de Kolmogorov-Smirnov para contrastar normalidad.

Hy: X ~N(u,0?) — Rechazar Hy si Dy, > Dy, o )
Hy: X oo N(p,0?)

() siendo D5, €l valor que encontramos en las tablas Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors

6.4 Analisis de homogeneidad de la muestra. Tablas de contingencia

- Utilizaremos las tablas de contingencia para ver la posible homogeneidad de la muestra en variables cuali-
tativas. Diremos que una muestra es heterogénea si existen al menos dos elementos que no proceden de la
misma poblacion.

- Contrastaremos
Hj : no existe asociacién entre los atributos

H, : existe asociacién entre los atributos

mediante la siguiente tabla de contingencia I x J

XY 1 J total
1 011 O1J ny1
I 011 O[J nr
total n1 ny n

;N j

calculamos el valor esperado en cada celda como E;; = =

y si existe mucha discrepancia entre los valores
observados y los esperados inferiremos que existe relacion entre los atributos.
- Asi, la regla del contraste es
[ 2
. i (%) ey J (Oij—FEij) 2
Hy : # asociacién = Rechazar Hy si ) ;_, Zj s > X(Iil)(‘]fl)@
H; : J asociacién
(0i—E;)?
E;

() Si la muestra es grande o cada Eij > 5, tenemos que Zle ~ X(2I_1)(J_1)
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