Variables continuas

Si tenemos una variable continua X, podemos
definir la funcion acumulada de distribucion de
la mMisma manera que para una variable discre-
ta.

F(x) = P(X <ux).

Ahora esta funcion sera una funcidn suave y
no una funcion escaldn, pero tendra las mismas
propiedades que la funcion de distribucion para
una variable discreta.

F(—) =0, F(c0o) =1, F(x 4+ ¢) > F(x) para
cualquier € > 0.
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Ejemplo 144 ,Cuales de las siguientes fun-
ciones pueden ser funciones de distribucion para
una variable continua X7

(

O siz<O

2
para 0 < x < 2

1. F(x) = "
1 parax>2

para r < —1
para —1 < x <2
para x > 2

2. F(x) =

R=NIs O

0 siz <O
—e % para 0 <z < o0

3. F(aj)z{ 1

Funciones 1 y 3 pueden ser funciones de dis-
tribucion. La funcion 2 es negativa en el rango
—1 < x < 0. Los siguientes dibujos muestran
las funciones de distribucion en casos 1 y 3.
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1) F(z) =Z.

1.0

0.8

F(X)
04 06

0.2

3) Flz) =1 —e@.

1.0

0.8

F(x)
0.6

0.4

0.2

0.0
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La funcion de densidad

Para una variable continua, la funcion de prob-
abilidad ya no tiene sentido. No obstante, se
define otra funcidn con propiedades semejantes.

Definicion 35 Para una variable continua X
con funcion de distribucion F(x), la funcion
de densidad de X es

o) = dF'(x)

dx

LLas propiedades de |la funcion de densidad son:

f(x) > 0 para todo =z.

25, f(z) de = 1.

. F2) = [%o f(u) du.

Pla< X <b) = [0 f(z) de = F(b) — F(a).
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Ejemplo 145 Volvemos al Ejemplo 144 y cal-
culamos las funciones de densidad en casos 1
y 3.

1.
d [x?
flz) = %(Z)
_ 2 _z
42
X
= para 0 <z <?2
— 2
1 (=) {O Si no
2.
d — X
f(x) = %(1_6 )
— e_x
o e~ % para 0 < x < o0
fz) = { O sino

Los siguientes dibujos muestran las funciones
de densidad.
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00 02 04 06 08
I I I I I

w2 = (2)f (€

flx)

00 02 04 06 08
I I I I I

(x)f (1




Interpretacion de la funcion de densidad

Pensamos en tomar una muestra muy grande
y hacer un histograma de los datos (con bas-
tantes barras) con la area normalizada a 1.

1.0

00 02 04 06 08

Se ve que el histograma es parecido a la fun-
cion de densidad.
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Ejemplo 146 Una variable aleatoria 'Y tiene la
funcion de densidad

2 .
ey (1—y) sio<y<1
f(y)_{ 0 si no

/ Cual es el valor de c¢7

1= [ jway

1 2
= /Ocy (1 —-y)dy

|
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Se ve un diagrama de la funcion de densidad

1.5

1.0

f(y)

0.5

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

lLa densidad es asimétrica a la izquierda.

Hallamos la funcion de distribucion.
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Sea 0 <y<1. Luego

F(y) = P <y)
Yy
= /oof(y) dy

Yy
= /012u2(1—u) du

- [2(5-%),

0 siy<O
3 4

F(y) = A« 12(%—%) sio<y<1
1 Ssiy>1
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08 1.0

F(y)
0.6

0.4

0.2

0.0
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

;Cual es P(Y <0,5)7

3 4
0,55 0,5 _ 3108
3 4

P(Y <0,5) = F(0,5) = 12 (
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Media, varianza y desviacion tipica de una
variable continua

Recordamos las formulas para la media y vari-
anza de una variable discreta:

uo o= ZP(XIxZ)XZBZ

o2 ZP(XZ%)X(%—M)Q

En el caso de una variable continua, la funcion
de densidad juega el papel de la funcion de
probabilidad y integramos en lugar de sumar.

Definicion 36 S/ X es una variable continua
con funcion de densidad f(x) entonces, la me-
dia de X es

FE[X] = /f(a:) X x dr
vy la varianza de X es

V[X] = /f(a:) « (z — E[X])? da
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La desviacion tipica es DT[X] = /V[X].

Igual que con variables discretas, se usan |os
simbolos u y o para representar la media y
desviacion tipica respectivamente.

Ademas, existe una forma mas sencilla de ex-
presar la varianza

V[X] = E[XQ] — E[X]?
/f(a:) x 22 dx — p?

LLas expresiones derivadas para variables disc-
retas valen también para variables continuas,
sustituyendo integracion por sumacion.
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Ejemplo 147 Volvemos al Ejemplo 144. Cal-
culamos la media y varianza de la variables del
apartado 1.

f(2) = {% para 0 < x < 2

O sino

FE[X] = /:I:f(a:) dx

2
I/EXafjdaj
o 2
2 .2
I/x—daf:
o 2
— : i
23 4
6 3
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0 2
2 .3
= / x—daj
0 2
_ fv“r
8 0
4
= — =2
8
V[X] = E[XQ}—E[X]2
42
- - (-]
3 9

La desviacion tipica es DT[X] = \g ~ ,882.
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Ejemplo 148 Calculamos la media, varianza y
desviacion tipica para la variable del Ejemplo
146.

1 2
po= / 12y“(1 —y) Xy dy

= / 12y3(1 — y) dy

— 12/ dy

_ [io(¥ _y5 1
4 5)|,

1 1
— 12(———)20,6
4 5
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E|Y?]

1
/O 12y%(1 — y) x y° dy

1 4
/O 12y"(1 —y) dy

12 [ (v* =) dy

0.4 — 0,62 = 0,04
0,2
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Otras medidas

m E| coeficiente de variacion de una variable
con media p y desviacion tipica o es

e
o

m E| coeficiente de asimetria es

E[(X - u)?
o3

m E| coeficiente de kurtosis es

B [(X —w)*
4

o
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Mediana y Cuartiles

Definicion 37 Para una variable continua X
con funcion acumulada de distribucion F(x),
la mediana es el punto M donde F(M) = 0,5.

Igualmente, si la densidad de X es f(x), se
tiene

M
/_ f(z) dz = 0,5.

Ejemplo 149 Volvemos al caso 1 del Ejemplo
144. En este caso, la funcion de distribucion

es

72

F(x) = i

v la mediana es el punto M para que

1
F(M) = =
(M) 5
M2 1
4 2

M = V2=x1414.
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(Si X es una variable discreta, entonces, la me-
diana es el punto minimo M donde F(M) >
0,5.)

Se definen los cuartiles de manera semejante.

El primer cuartil es el punto Q1 donde F(Q1) =
% y el tercer cuartil es el punto Q3 donde F(Q3) =

Alw

Ejemplo 150 En el Ejemplo anterior se tiene

Q7 1
4 4
Q1 = 1
Q3 _ 3
4 4
Qs = V3~1,73
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