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Objetivo

v =45
va 15% 90% 95% 97.5%
6 071 1.39 1.84 227
=24 8§ 071 138 1.80 2.18
12 070 135 1.75 2.11
24 069 133 1.71 2.06
oo 068 130 1.68 2.01

Mostrar como resolver un famoso problema de dos muestras utilizando el método
Monte Carlo.
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Problemas de dos muestras

Queremos estimar la diferencia entre las medias: § = p; — po para dos poblaciones
normales: Normal (p;,0?) para i =1,2.

Tomamos dos muestras independientes de tamafios n;, and medias y; y varianzas
muestrales s?, para i = 1,2.

i Cémo podemos hacer inferencia clasica y bayesiana para este problema?
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Problemas de dos muestras

Queremos estimar la diferencia entre las medias: § = p; — po para dos poblaciones
normales: Normal (p;,0?) para i =1,2.

Tomamos dos muestras independientes de tamafios n;, and medias y; y varianzas
muestrales s?, para i = 1,2.

i Cémo podemos hacer inferencia clasica y bayesiana para este problema?

Depende de lo que suponemos sobre las varianzas.
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Varianzas conocidas

Usando la inferencia frecuentista, tenemos

2 2
Y1 — Y5 ~ Normal (5, 91 + UZ)
m n

y un intervalo de 100(1 — &) % de confianza para ¢ es:

2 2
)71—)72ﬂ:z(1—9> Ay
2 ny no

Desde el enfoque bayesiano, con distribuciones a priori “no informativas”
f(u;) o< 1 para i = 1,2, tenemos:

2
pildatos ~ Normal ()7,-, U’) para i = 1,2y luego,
n

i

2 2
o7 o

dldatos ~ Normal (yl — 7, L+ 2>
n na

y el intervalo bayesiano coincide con el clasico.
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Varianzas desconocidas pero iguales: enfoque
frecuentista

En la inferencia frecuentista, es facil ver que

1

2 _
5 _n1—|—n2—2[

c

(m —1)SF + (np —1)S3]

es un estimador insesgado de la varianza 02 = 02 = 02 y luego tememos que el

intervalo es
« 1 1
1 — Po o (1——) Y A
n—x 1+na—2 5 ) % n + P
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Varianzas desconocidas pero iguales: enfoque
bayesiano

Desde el enfoque bayesiano, escribiendo ¢ = % y usando la distribucién a priori
“no informativa” f(yu1, i, ¢) o 3, tenemos

1
wil¢,datos  ~ Normal ()7,-, ”'¢>> para i=1,2,
-2 —1 2 ~1 2
1 1\1
8|¢,datos ~ Normal (yl — s, ( + ) )
no m) ¢

y usando los resultados para la distribucién normal gamma, tenemos, otra vez,
que el intervalo bayesiano coincide con el intervalo clasico.
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Varianzas desconocidas pero iguales: el problema
de Behrens y Fisher

Recordamos que para o2, o3 conocidos, se tiene:

2 2
Y1 — Yo ~ Normal (5, 9y 2) .
m n

Luego, si n; y ny son muy grandes, para implementar la inferencia frecuentista,
seria suficiente sustituir la varianza de Y; — Y5 con

St S
1 2
—_— + <
n n2
en la férmula para el intervalo con varianzas conocidas.

i Qué hacemos si los tamafios muestrales no son tan grandes?
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La “solucién” frecuentista

La aproximacién de Welch sugiere estimar la distribucién de Y; — Y con una
distribucién t de Student (escalada y no centrada) con grados de libertad

2 2\ 2

514 52
(2+7)
st s3
nZ(ny—1) + n2(np—1)

vV =

Luego, el intervalo es:

o 52 §2
'—'ﬂ:tl,(l——) %2
i—y 5 n ny
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La “solucién” frecuentista

La aproximacién de Welch sugiere estimar la distribucién de Y; — Y con una
distribucién t de Student (escalada y no centrada) con grados de libertad

2 2\ 2
51 5

V= sd 4
1 + S2
nZ(ny—1) n2(np—1)
Luego, el intervalo es:
2 2
« s s
_f_ﬁ:t(lff) A2

B! Y2 v 2 n P

Problema: la verdadera nivel de confianza depende de la razén de varianzas
2

desconocidas 2. jNo es 100(1 — «) %!
2

Existen métodos alternativos: bootstrap, Mann Whitney, ... pero todos sufren
problemas.
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Ejemplo

Hacemos 100000 simulaciones de dos muestras de datos normales con
m =n =10, p1 =0, M2=5yaf:0§:10.

Con un valor nominal de a = 0,05, aproximadamente 48 % de los intervalos
contienen el verdadero valor, § = —5.

nl <— 10; n2 <— 10

mul <— 0; mu2 <— §

delta <— mul—mu2

sigma21 <— 10; sigma22 <— 10

alpha <— 0.05

simuls <— 100000

nfuera <— 0

for (i in 1:simuls){
yl <— rnorm(nl,mul,sqrt(sigma21))
y2 <— rnorm(n2 ,mu2,sqrt(sigma22))
ci <— t.test(yl,y2)Sconf.int
if (delta<ci[1]|delta>ci[2]){

nfuera <— nfuera+1

}

amcoo ) oimols
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Ejemplo

Datos de alturas de estudiantes de dos grupos (tomados del Handbook of
Biological Statistics por John Macdonald).

Alturas (en pulgas): grupo 2pm Alturas (en pulgas): grupo 5pm
~ ~
© ©
«© w © w
2 < 2 <
5 5
3 3
3 o 3 o
2 2
ot j—\ - !_I_h
o o
T T T T T 1 T T T T T T 1
55 60 65 70 75 80 58 60 62 64 66 68 70

altura altura

El intervalo de un 95 % de confianza nominal es (—1,072,4,933).
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El enfoque bayesiano

Supongamos que utilizamos distribuciones a priori “no-informativas™
(i, &;) x % Entonces, sabemos que dados los datos,

Wi — i

si//ni

~th_1 parai=12.

Luego, tenemos:
S1 52
\/ M \/ N2

donde T, representa una variable t de Student con a grados de libertad y:

S—i—3)= Toy—1— Thy—1,

— — _S1_ _
0— (Vi — i) e Im—1

S2
\/_ni Tn2 -1

2 2 - 2 2
i % 4 0%
ni n2 n n2
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El enfoque bayesiano

Supongamos que utilizamos distribuciones a priori “no-informativas™
(i, &;) x % Entonces, sabemos que dados los datos,

Wi — i

si//ni

~th_1 parai=12.

Luego, tenemos:
S1 52
\/ M \/ N2

donde T, representa una variable t de Student con a grados de libertad y:

S—i—3)= Toy—1— Thy—1,

- - S1 _ _S2
J— (y’- — }/2) B e Tn1—1 oy Tn2—1
- C
ny na n n2

. _ 51/\/"1
Ty — Tpye donde ¢ = tan™! .
—1Sin¢ ,—1Cos¢ donde ¢ = tan Sy
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La distribucién de Behrens y Fisher

Se dice que una variable § = T,, sin¢ — T,, cos ¢ tiene una distribucién de
Behrens y Fisher con parametros vy, 15, ¢.

No se puede expresar la densidad en una forma sencilla, pero si existen tablas de
la distribucién para aproximar a la funcién de distribucién.

Table A.1 Percentage points of the Behrens-Fisher distribution

=0 ¥ =157
v T5% 90% 95% 97.5% v T5%  90% 95% 97.5%
6 072 144 194 245 6 072 145 195 245
v=6 8 071 140 186 231 m==6 8 072 141 187 232
12 070 136 178 218 12 071 137 180 219
24 068 132 171 206 24 069 134 173 209
oo 067 128 165 1.96 oo 068 130 167 200
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El método Monte Carlo

En lugar de usar integraciéon numérica, otra manera de aproximacion de las
caracteristicas de una distribucién se basa en generar una muestra de la
distribucion y usar los valores muestrales para aproximar.

Para aproximar una esperanza E[g(Y')] para una variable Y, donde
V[g(Y)] < oo, se genera una muestra y1, ..., yy y Se estima con

1 N
g=4 ;g(yf)-

o Justificado por la ley de los niimeros grandes.

@ Se puede estimar la precision de la aproximacion usando un intervalo de
confianza: & + 1,96dt(g)/v/N.
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Usando el método Monte Carlo para simular de
una distribucion de Behrens y Fisher

Utilizamos el siguiente algoritmo para generar una muestra de tamafio N de la
distribucién de Behrens con parametros vy, v, .

Para i en 1,....N
@ Generar Tl(i) ~ tyy TQ(i) ~ ty,.

@ Calcular D; = Tl(i) sinf — T2(i) cos .

Se utilizan los percentiles de la muestra di, ..., d, para hallar un intervalo de
credibilidad. Ademas, se puede aumentar la precisién de la estimacién aumentando
el tamafio de la muestra.
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Ejemplo

Alturas (en pulgas): grupo 2pm Alturas (en pulgas): grupo 5pm
~ ~
© ©
«© b [u] b
© ©
2 < g <
5 5
3 o 3 o
2 2
E j—‘ £
o o
T T T T T 1 T T T T T T 1
55 60 65 70 75 80 58 60 62 64 66 68 70

altura altura

o Intervalo frecuentista: (—1,072, 4,933).
@ Intervalo bayesiano “exacta™ (—1,175,5,036).
o Intervalo MC con 100000 simulaciones: (—1,175,5,024).
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Una curiosidad sobre la solucién bayesiana
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Una curiosidad sobre la solucién bayesiana

iFue introducido por Fisher como
solucién usando su método de inferencia
fiducial!
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Resumen y siguiente sesién

En esta sesién, vimos que en muchos, pero no todos, problemas de dos muestras,
con una seleccion apropiada de la distribucién a priori, resultados bayesianos
coinciden numéricamente con los frecuentistas.
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iteraciones

En la préxima sesién, comentamos una dificultad con la distribucién a priori
conjugada empleada en problemas normales y mostramos como hacer inferencia
con una a priori mas razonable mediante el muestreo de Gibbs.
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