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Objetivo

Examinar las situaciones cuando se pueden hacer los calculos necesarias para la
inferencia bayesiana de forma sencilla.
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Tirando monedas otra vez

En problemas donde tiramos monedas (binomial, geométrica, binomial negativa,
...) la funcién de verosimilitud es:

/(9|datos) = CQC'“CGS(]_ _ 9)caras

donde c is un constante determinado por el disefio del experimento.
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Tirando monedas otra vez

En problemas donde tiramos monedas (binomial, geométrica, binomial negativa,
...) la funcién de verosimilitud es:

I(0]datos) = cO (1 — )<
donde c is un constante determinado por el disefio del experimento.
Si empleamos una distribucion a priori Beta(«, §) para 6:

1
~ B(a,B)

entonces la distribucién a posteriori es también una beta:

£(6) 6oL (1 — )
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Tirando monedas otra vez

En problemas donde tiramos monedas (binomial, geométrica, binomial negativa,
...) la funcién de verosimilitud es:

I(0]datos) = cO (1 — )<
donde c is un constante determinado por el disefio del experimento.
Si empleamos una distribucion a priori Beta(«, §) para 6:

1
~ B(a,B)

entonces la distribucién a posteriori es también una beta:

£(6) 6oL (1 — )

f(9|datos) x 9a+cruces—1(1_9),8+caras—1
f|datos ~ Beta(a + cruces, 3 + caras)

La distribucion a priori beta es conjugada al distribucion de muestreo binomial (o
geométrica o binomial negativa).
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Prediccién: la distribucién beta-binomial

Dada una distribucién Beta(c, ) para 6, si queremos predicir el nimero de
cruces, X, en n tiradas mas, tenemos:

=2
>
I

X
I

/1 P(X = x|0)f(0) do
0

/01 < g ) (1 — 6)" B((i DA 6)°~1 do

(2) gy

para x € 0,1,...,n.

Esta distribucién es la distribucién beta-binomial con parametros n, o, 3. Se tiene:

_ na _ naf(a+ B+ n)
E[X]_a-i-ﬁ’ V[X]_(a+6)2(a+ﬂ+1)'
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Ejemplo

Supongamos una distribucién Beta(5,5) a priori para § = P(cruz).

Si observamos 9 cruces y 3 caras en 12 tiradas, jcual es la distribucién a posteriori
de 67
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Ejemplo

Supongamos una distribucién Beta(5,5) a priori para § = P(cruz).

Si observamos 9 cruces y 3 caras en 12 tiradas, jcual es la distribucién a posteriori

de 67

f|data ~ Beta(9 + 5,3 + 5) = Beta(14,8).
i Cudl es la media a posteriori de 67

14 7
E[f|datos] = T ETE

i Cual es la distribucion del namero de cruces en 10 tiradas mas de la moneda?
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Ejemplo

Supongamos una distribucién Beta(5,5) a priori para § = P(cruz).

Si observamos 9 cruces y 3 caras en 12 tiradas, jcual es la distribucién a posteriori

de 67

f|data ~ Beta(9 + 5,3 + 5) = Beta(14,8).

i Cudl es la media a posteriori de 67

14 7
E[f|datos] = T ETE

i Cual es la distribucion del namero de cruces en 10 tiradas mas de la moneda?

X|0,datos ~ Binomial(10, 6), X|datos ~ Beta-binomial(10, 14, 8).
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Ventajas de distribuciones conjugadas

o Facilidad del calculo:
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Ventajas de distribuciones conjugadas

o Facilidad del célculo:
Para computar la distribucién a posteriori, la distribucién predictiva etc. sélo
tenemos que cambiar los valores de los parametros.

o Facil interpretacién de la informacion representada por la distribucién a priori:
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Ventajas de distribuciones conjugadas

o Facilidad del célculo:
Para computar la distribucién a posteriori, la distribucién predictiva etc. sélo
tenemos que cambiar los valores de los parametros.

o Facil interpretacién de la informacion representada por la distribucién a priori:
En nuestro ejemplo, dada la a priori Beta(a, (), la distribucién a posteriori es
Beta(a-+cruces,S+caras).

Luego, la informacién representado por la a priori equivale a ver una muestra
de a + $ tiradas de la moneda con « cruces y 3 caras.

« + cruces
E[f|data] =
[0]data] a + B + cruces + caras
B a+pf . @ tiradas ,, Cruces
~ a+pB+tiradas a+ B a+ B +tiradas ~ tiradas

__o+B
a + 3+ tiradas’

= WE[f]+(1—w)d donde w =
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Derivacién de una distribucién a priori “objetiva”

Dejando a, 5 — 0, tenemos una distribucién a priori que equivale a haber
observado 0 cruces y 0 caras.

Esta distribucidn se llama la distribucién de Haldane:

1
F(0) ¢~
O) < 5a=9
I



Derivacién de una distribucién a priori “objetiva”

Dejando a, 5 — 0, tenemos una distribucién a priori que equivale a haber
observado 0 cruces y 0 caras.

Esta distribucidn se llama la distribucién de Haldane:
1

f(0) x a=0)

Es una distribucién impropia porque fol f(6) do = .

ilmporta?
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Derivacién de una distribucién a priori “objetiva”

Dejando a, 5 — 0, tenemos una distribucién a priori que equivale a haber
observado 0 cruces y 0 caras.

Esta distribucidn se llama la distribucién de Haldane:

1

f .
) > 506 =9

Es una distribucién impropia porque fol f(6) do = .

ilmporta?

Dada la muestra, tenemos 6|datos ~ Beta(cruces, caras) con media a posteriori
E[f|datos] = 6, el EMV. Por lo general, ningln problema.

Pero si sélo observamos cruces (o caras), la distribucién a posteriori es también
impropia. jUn gran problemal

Mike Wiper Métodos bayesianos Estadistica y Empresa 7/19



Mixturas de distribuciones conjugadas

De vez en cuando, una tnica distribucién conjugada no representa bien las
opiniones del experto. No obstante, podemos utilizar una mixtura

K
F(0) = Z w;f (0|, Bi)
i=1

para representar cualquier distribucién continua.

Luego, la distribucion a posteriori sigue siendo una mixtura de distribuciones
conjugadas:

f(0|datos) = Zw (0], BY).
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Ejemplo

Volvemos al ejemplo y supongamos que en lugar de la a priori anterior, utilizamos
una mixtura:

f(0) = 0,6Beta(5,5) + 0,4Beta(3,1).

Ahora, la distribucién a posteriori es:

f(0]datos) o <0,6 B(; 5)(95*1(1 —0)* "+ 0,43(; 1)(93*1(1 - 9)11> 6°(1—6)3
0,6 0,4
’ 914—1 1 _ 0 8—1 ) 012—1 1 _ 9 4—1
X Bes Oty (-0
0,68(14,8) 1 14-1 8-1
e
X “B@E5) Bass GO
04B(12,4) 1

B(3,1) B(12,4) A Gl

0,6B8(14,8)

= w*Beta(14,8) + (1 — w*)Beta(12,4) donde w* = 5B 8)8(5’5()) DR
BG5) T BG.L
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iSiempre existe una distribucién a priori
conjugada?

Supongamos que tomamos una muestra de la distribucién Cauchy con parametro
de localizacién 6 y parametro de escala 1. Luego, la verosimilitud es: aD

n 1
Hodaa) o 11 (0, =y

y no existe ninguna distribucién a priori conjugada en este caso.
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i Cuando existe una distribucién a priori
conjugada?

Si la distribucién del muestreo es una familia exponencial, tenemos:
f(y10) = h(y)g(0) exp (n(0) T (y)) -
Dada una muestra de tamafio n, la verosimilitud es

I(0]datos) = H h(yi)g () exp (n(0) T (vi)) o< g(6)" exp (n T (y)n(6))

donde T(y) =137 | T(y:) es un estadistico suficiente.
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i Cuando existe una distribucién a priori
conjugada?

Luego, si utilizamos una distribucién a priori
F(0) o< g(0) exp (bn(0)) ,
entonces la distribucién a posteriori es
f(6]datos) o g(6)° exp (b*1(6)).

donde a* =a+ny b*=b+nT.

La distribucién tiene la misma forma que la a priori, sélo cambiando los
parametros. jLa distribucién a priori es conjugada!
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Sucesos raros

Supongamos que vamos a observar el namero de sucesos raros, X, en un periodo

de tiempo t donde el namero medio en un periodo de tiempo 1 es igual a 6. Luego
X160 ~ Poisson(tf) y entonces

(ta)xe—te

P(X = x|0) = =

(Es una familia exponencial?
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de tiempo t donde el namero medio en un periodo de tiempo 1 es igual a 6. Luego
X160 ~ Poisson(tf) y entonces

(ta)xe—tG

P(X = x|0) = =

(Es una familia exponencial?

P(X = x|0) = % e exp| x logh
7(; g(9) T(x) 1(0)

i Cémo seria una distribucién a priori conjugada?
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Sucesos raros

Supongamos que vamos a observar el namero de sucesos raros, X, en un periodo

de tiempo t donde el namero medio en un periodo de tiempo 1 es igual a 6. Luego
X160 ~ Poisson(tf) y entonces

(ta)xe—te
P(X = x|0) = —
(Es una familia exponencial?
gy = F e
P(X = x|0) = 0 exp | x log@
7(; g(9) T(x) 1(0)

i Cémo seria una distribucién a priori conjugada?

f(0)  (e7%)" exp (blog ).

iReconocemos esta distribucion?
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Sucesos raros

f() o (e7*%) exp(blog)
o abefate

x 0“71e™P% donde a=b+1,8=at.

iReconocemos esta distribucién ahora?
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Sucesos raros

f() o (e7*%) exp(blog)

o ebefate

x 0“71e™P% donde a=b+1,8=at.

iReconocemos esta distribucién ahora?

Es una distribucién gamma:

f(0) = %90‘—1(69

para 6 > 0.
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La distribucién a posteriori

Dada la distribucién a priori § ~ Gamma(c, 8), la distribucién a posteriori es

ey X o—t0
f(f|datos) o 'B—Qa_le_ﬁom
Ma) x!
0a+xflef(ﬂ+t)0
(ﬂ + t)a+x 9a+x—le—(ﬁ+t)9
Mo+ x)
f|datos ~ Gamma(a + x, 8 + t).
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La media a posteriori

La media a posteriori es

E[f|datos] = ;1);
t
_ B ot x
B+tB B+ttt
= wE[f]+ (1 - w)d dondeéz);(esel EMV.

La media a posteriori es una media ponderada de la media a priori y el EMV
donde el peso de la media a priori es w = 5/(8 + t).
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Interpretacién de los parametros y a priori
“objetiva”

La informacién en la a priori equivale a la informacién cuando observemos «
sucesos en un periodo de tiempo 3.

Cuando dejamos «, 8 — 0, la distribucién a priori es impropia:

f(0) x %

y la distribucién a posteriori es

f|datos ~ Gamma(x, t)

con media E[f|datos] = ¥ = 0.
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Resumen y siguiente sesién

En esta clase, hemos introducido las distribuciones a priori conjugadas.

TR 1 p+a

En la siguiente sesién, exploramos inferencia para modelos asociados con la
distribucién normal.
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Apéndice: la distribucién Cauchy

Una variable continua, Y/, tiene una distribuciéon Cauchy con parametro de
localizaciéon 6 € R y parametro de escala ¢ > 0 si

1
fy) = 5 para y € R.
Y <1 + (%9) )
La variable no tiene ni media ni varianza.
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