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Objetivo

Bayes factor BF > Interpretation
> 100 Extreme evidence for M,
30 - 100 Very Strong evidence for M
10 - 30 Strong evidence for M
3 - 10 Moderate evidence for M
1 - 3 Anecdotal evidence for M|
1 No evidence
173 - 1 Anecdotal evidence for M,
1/10 - 1/3 Moderate evidence for M,
1/30 - 1/10 Strong evidence for M
1/100 - 1/30 Very Strong evidence for M
< 1/100 Extreme evidence for M,

[lustrar como hacer contrastes de hipétesis y seleccion de modelos desde el punto
de vista bayesiano.
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Contrastes de hipétesis

En principio, hacer contrastes a la bayesiana es facil. Dadas las distribuciones a
priori, P(Hp) y P(H1) =1 — P(Hp), se calculan las probabilidades a posteriori:

P(Ho|datos)  f(datos|Hg)P(Hp) x P(Ho)/f(datos|H0,0)f(9\H0) do

Luego, dada una regla de decision, se decide rechazar Hy o no.
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Contrastes unilaterales

Para contrastes unilaterales del tipo Hg : 6 < 0 frente a H; : 0 > 6y, podemos
definir directamente una distribucién a priori £(0)V 6.

Entonces, implicitamente:

P(Ho) = /9° £(6) do.

— 00

Dada la muestra, tenemos una distribucién a posteriori f(6|datos) y luego:
Oo
P(Ho|datos) :/ f(6|datos) d6.

— 00

A menudo, los resultados son parecidas a los andlisis frecuentistas.
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Ejemplo: contrastando la media de una normal
Sea Y| ~ Normal (u,02). Queremos contrastar Hp : 11 < 0 frente a Hy : pu > 0.

Dada la distribucién a priori 11 ~ Normal(m, v). Luego, P(Hp) = ¢ (—%)

Dada la muestra, la distribucién a posteriori es

m/v + ny/o? 1
1/v+n/o?2 "1/v+n/o?

p|datos ~ Normal (

y entonces,

Y 2
P(H0|datos) = P(/J, < 0|datos) ) <_m/v+ny/0> )

V1/v+n/c?

Cuando v — oo, observamos que a priori, P(Hp) — 3, y a posteriori:

P(Ho|datos) — ® (_ vy ) .

g

que es el p-valor frecuentista para esta contraste.

Mike Wiper Métodos bayesianos Estadistica y Empresa 5/21



Contrastes bilaterales

Para contrastes bilaterales del tipo Hp : 0 = 6y frente a H; : 6 # 0p, tenemos que
definir probabilidades a priori P(Hp) y P(H1), y, ademas definir una distribucién a
priori para 6 dada Hy, f(6|H).

Dada la muestra, tenemos una distribucién a posteriori, f(f|datos) y luego:

P(Ho)f (datos|6yp)
f(datos)

P(Ho|datos) =
El denominador es:

f(datos) = P(Hp)f(datos|fp) + P(H1) / f(datos|0)f(0|Hy1) d6.

Los resultados bayesianos y frecuentistas pueden ser muy diferentes.
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Ejemplo: contraste bilateral para la probabilidad
de cruz

Sea 6 = P(cruz) y supongamos que queremos contrastar Hp : 6 = % frente a
H1 10 7é %

Bajo H; es necesario fijar una distribucién a priori para 6. Supongamos

0|Hy ~ Uniforme(0,1) ~ Beta(1,1).

Supongamos que observamos 49581 cruces y 48870 caras en un experimento
binomial.

98451
49581

Luego, f(datos|Hp) = (

> 0,5%8451 ~ 1,95 x 104
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Ejemplo: contraste bilateral para la probabilidad

de cruz
Bajo H;, tenemos:

1
F(datos|Hy) — / f(datos|, Hy)F (0] Hy) d6
0

1
98451 49581 48870
= 0 1-46 x 1d6
/0 ( 49581 ) (1=6)

[ 98451
~ \ 49581

1,02 x 107°

> B(49582, 48871)

Q

Entonces, tenemos:

P(Ho)f (datos|Hp)
P(Ho)f(datos|Ho) + P(Hy)f(datos|Hy)
2 x1,9510~*

= =~ 0,95
3 X 1,9510~* + % x 1,0210%

P(Hp|datos) =
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Ejemplo: contraste bilateral para la probabilidad
de cruz

Desde el enfoque bayesiano, hay mucha evidencia a favor de Hp.

i Qué pasa si hacemos el contraste frecuentista?
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Ejemplo: contraste bilateral para la probabilidad
de cruz

Desde el enfoque bayesiano, hay mucha evidencia a favor de Hp.
i Qué pasa si hacemos el contraste frecuentista?

Usando una aproximacién normal, bajo Hp,

cruces|Hy ~ Normal(98451 x 0,5,98451 x 0,5 x (1 —0,5))
~ Normal(49225,5,24621,75)

y luego, el p-valor es igual a 2P(cruces > 49581|Hp) ~ 0,0235.

jRechazamos Hp a un nivel de 5% de significacién!

jUn resultado paradojico!
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Comparacién de modelos

En principio, podemos emplear las mismas técnicas comparacion o seleccion de
modelos.

Entre modelos My, ...., My, fijamos probabilidades a priori P(M;) y dada la
muestra, calculamos la probabilidad a posteriori P(M;|datos) para i =1,..., N.

En la practica no es tan facil.
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Comparacién de modelos

En principio, podemos emplear las mismas técnicas comparacion o seleccion de
modelos.

Entre modelos My, ...., My, fijamos probabilidades a priori P(M;) y dada la
muestra, calculamos la probabilidad a posteriori P(M;|datos) para i =1,..., N.

En la practica no es tan facil.

Por ejemplo en un modelo de regresiéon maltiple con 6 posibles regresores,
tenemos 26 = 64 modelos posibles. ; Cémo podemos fijar las probabilidades a
priori para cada modelo?

Buscamos un criterio que no depende de las probabilidades P(M;).
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El factor Bayes

Para dos modelos, Mg y My, el factor Bayes a favor del modelo M; es:

Bl _ P(M;]|datos) P(Mp)
% ™ P(Myg|datos) P(M;)

es decir la razén de las posibilidades (“odds”) a posteriori partido por la razén de
las posibilidades a priori.

Si el modelo 1 es correcto, entonces, cuando el nimero de datos en la muestra
crece, P((M;|datos) — oo y luego B} — co. Si el modelo 0 es correcto, B} — 0.
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Interpretando el factor Bayes

Bayes factor BF > Interpretation
> 100 Extreme evidence for M,
30 - 100 Very Strong evidence for M
10 - 30 Strong evidence for M|
3 - 10 Moderate evidence for M
1 - 3 Anecdotal evidence for M|
1 No evidence
173 - 1 Anecdotal evidence for M,
1/10 - 1/3 Moderate evidence for M,
1/30 - 1/10 Strong evidence for M
1/100 - 1/30 Very Strong evidence for M
< 1/100 Extreme evidence for M,

Distintos valores del factor Bayes muestran distintos niveles de evidencias a favor
o en contra de M;.
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El factor Bayes y la razén de verosimilitudes

Supongamos que queremos comparar dos modelos, Mg y My, sin parametros.

Entonces, por el teorema de Bayes:

M, )f(datos| M)
f(datos)

P(M;]|datos) = A

y luego,
P(M)f(datos| M)
f(da:)oso)s P(MO)

POV atos Mo) P(My)

f(datos| M)
f(datos| M)

By =

que es igual a la razén de verosimilitudes, y no depende de las probabilidades a
priori.
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Ejemplo

Supongamos que tiramos una moneda 12 veces y observamos 9 cruces. Sea

6 = P(cruz). Queremos comparar los hipétesis Hy : § = 0,5y Hy : § = 0,75.

El factor Bayes a favor de H; es

i

0,75%0,253

2
12
9)5

~48.

[a—y
/\ol\)
[y

Evidencia moderada a favor de H;.
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iEl factor Bayes es igual a la razén de
verosimilitudes frecuentista?

Si M tiene parametros 0, entonces, la verosimilitud marginal bajo M es:

f (datos| M) :/f(datos|0,/\/l)f(0\/\/l)d9

En el caso frecuentista, dado el EMV 8, la verosimilitud es f(datos|8, M).

Entonces, por lo general, el factor Bayes y la razén de verosimilitudes clasica no
son iguales.
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Ejemplo

Volvemos al ejemplo anterior. Supongamos que queremos comparar los hipétesis
Hy : 6 = 0,5 frente a H; : 0 # 0,5 y que bajo H;, supongamos una distribucion
uniforme para 6.

12

Luego, f(datos|Hp) = ( 9

) 0,512 ~ 0,054 y

/01 ( o >99(1 ) do

_ ( 192 >B(10,4) ~ 0,077

f(datos|Hy)

Entonces, el factor Bayes a favor de H; es B = 1,43 (escasa evidencia a favor de
Hy).
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Ejemplo

Volvemos al ejemplo anterior. Supongamos que queremos comparar los hipétesis
Hy : 6 = 0,5 frente a H; : 0 # 0,5 y que bajo H;, supongamos una distribucion
uniforme para 6.

12

Luego, f(datos|Hp) = ( 9

) 0,512 ~ 0,054 y

/01 ( o >99(1 ) do

_ ( 192 >B(10,4) ~ 0,077

f(datos|Hy)

Entonces, el factor Bayes a favor de H; es B = 1,43 (escasa evidencia a favor de
Hy).

El EMV de 6 es 6 = 0,75 y luego la razén de verosimilitudes clasica es 4,8.

A lo frecuentista, comparando con X%: rechazariamos el hipétesis Hy a favor de H;.
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El BIC

EL “Bayesian information criterion” (BIC) es un criterio frecuentista de seleccion
de modelos.

Para un modelo, M, con paramteros @ = (61, ...,0;)7 el BIC se define como

BIC = —2log f(datos|®, M) + k log n.
donde n es el tamafio muestral.
Se selecciona el modelo con el minimo valor del BIC.

Cuando n — oo, se puede demostrar que la verosimilitud marginal bayesiana:

f(datos| M) = exp(—BIC/2) o igualmente — 2 log f(datos| M) ~ BIC.
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Problemas con el factor Bayes

o Dificultad de calculo
Fuera de problemas conjugadas, es muy complicado calcular el factor Bayes.
Existen varias aproximaciones (Chib, "bridge sampling”) pero son dificiles de
implementar.

@ ;Qué pasa si usas distribuciones a priori impropias? @EEIED
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Problemas con el factor Bayes

o Dificultad de calculo
Fuera de problemas conjugadas, es muy complicado calcular el factor Bayes.
Existen varias aproximaciones (Chib, "bridge sampling”) pero son dificiles de
implementar.

@ jQué pasa si usas distribuciones a priori impropias? @EEID
Existen varias modificaciones del factor Bayes pero ninguna es del todo
adecuada.
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El AIC

El “Akaike information criterion” (AIC) es uno de los criterios clasicos mas
empleados para seleccion de modelos. Penaliza la sobreparameterizacién algo
menos que el BIC.

Para un modelo M con parametros 8 = (01, ...,0;)" es

AIC = —2log f(datos|9,/\/l) +2k = D(é) + 2k

dénde D(6) = —2log f(datos|@, M) se llama la desvianza.

Se selecciona el modelo con el minimo valor del AIC.
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El DIC

Una versién bayesiana del AIC es el “deviance information criterion” o DIC. Se
define el DIC como B

DIC = D(6) + 2pp
done 6 = E[6|datos, M] es la media a posteriori de 8 y el nimero efectivo de
parametros, pp es

ppo = D(6) — D(é)
dénde D(6) = E[D(8)|datos, M)].

Una definicion alternativa para el namero efectivo de parametros es
pp = 3 V[D(6)|datos, M].

Una gran ventaja del DIC es que es muy facil estimar a través del output MCMC.
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Ejemplo: problemas del factor Bayes

Volvemos al ejemplo anterior y supongamos que bajo H;, empleamos una

distribucion de Haldane f(0|H1) o 5y

Luego, la verosimilitud marginal bajo H; es:

/12 1
f(datos|Hy) o / Pa— 07— dp
o \ 9 0

< 192 )3(9,3)

x 0,444

(1-9)
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Ejemplo: problemas del factor Bayes

Volvemos al ejemplo anterior y supongamos que bajo H;, empleamos una

distribucién de Haldane f(6|H;) ﬁ.

Luego, la verosimilitud marginal bajo H; es:
1
12\ , 1
f(datos|Hy) o /0 ( : )9(1—9) 5 %
12
(5 )80

o 0,444
x 1
oc  10000000.

El problema es que en la verosimilitud, tenemos o en lugar de =y luego, la

verosimilitud marginal no estd definida y entonces, tampoco esté definido el factor
Bayes.
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