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Objetivo

J.p(x) dx=1

p(x)= [ p(x, y) dy

p(x) = [ p(xl ) p(y) dy

Refamiliarizarnos con las variables estadisticas y la ley de la probabilidad total y el
teorema de Bayes para variables
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Variables aleatorias

R

X X2 X3 X3

Una variable aleatoria es una funcién que ascribe un valor (numérico) al resultado
de un experimento.
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Variables discretas

Fix)
T R

00 02 04 06 08 10

Para una variable discreta, X, tomando valores x, xo, ... se definen:
e La funcion de probabilidad o masa P(X = x) tal que >, P(X = x;) = 1.

e La funcién de distribucién Fx(x) tal que:

Fx(x) = P(X < x) Z P(X

X <X

e Los momentos: E[g(X)] =, g(xi)P(X = x;).
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Ejemplo: la distribucién de Poisson
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Una variable discreta, X, sigue una distribucién de Poisson con pardmetro A > 0 si

xefA

P(X =x)= para x =0,1,2, ...

Se tiene E[X] = V[X] = A.
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Variables continuas

F
00 02 04 06 08 10

Para una variable continua, Y, tomando valores x € R, se tiene:
e La funcién de distribucion Fy(y) tal que:
Fy(y)=P(Y <y).

e La funcion de densidad fy(y) = d';—(yy) tal que

/ " RO dy = Fo(y).

— 00

e Momentos: E[g(Y)] = [ g(y)fy(y) dy.
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Ejemplo: la distribucién gamma

fly)
00 01 02 03

La variable continua, Y sigue una distribucién gamma con pardmetros «, 5 > 0 si

fr(y) = rfa)y“‘le“’y para y >0

donde () es la funcién gamma:

Ma) =[5 v te  du.

MNMa+1)=al(a) y MNa) = (a—1)! si a es un nimero entero.

E[Y] = % V[Y] = =.
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Distribuciones conjuntas

Para dos (o mas) variables discretas, la distribucion conjunta es la funcién
P(X =x,Y =y) tal que

YD PX=xY=y) = 1,
x oy
Z PX=x,Y=y) = P(Y=y), ladistribucion marginal de Y,

Z PX=x,Y=y) = P(X=x), ladistribucién marginal de X.
y

En el caso de variables continuas, sustituimos sus respectivos sumatorios por
integrales.
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Ejemplo

Sea Y > 0 una variable continuay X € {0,1,2,...,00} una variable discreta y
definimos la distribucién conjunta de X e Y:

B ya+x—1 e—(B+1)y
Ma) x!

fxv(x,y) = ,donde o, 8 > 0.

i Cémo sabemos que es una distribucién valida?
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Ejemplo

Sea Y > 0 una variable continuay X € {0,1,2,...,00} una variable discreta y
definimos la distribucién conjunta de X e Y:

B ya+x—1 e—(B+1)y
Ma) x!

fxv(x,y) = ,donde o, 8 > 0.

i Cémo sabemos que es una distribucién valida?

iEs no negativa? v

Si sumamos sobre x e integramos sobre y, tiene que dar 1. @
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Distribuciones condicionales

La distribucién condicional de una variable (discreta) X dada otra variable
(discreta) Y es:
PX=x,Y=y)

P(X =x]Y =y) = Y =)

suponiendo que P(Y =y) > 0.

La esperanza condicional de una funcion g(x,y) es

Elg(x,y)lY =y] = ngy)P =x|Y =y).
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Ejemplo

Sea Y ~ Gamma(a, 3) y X|Y =y ~ Poisson(y). Luego, por la ley de la
multiplicacién:

fxy(x,y) = PX=x[Y =y)fy(y)

yXe ™ p° yole=By
x! T(a)

/Ba ya+xflef(ﬂ+1)y

M) x! ’

nuestra distribucién conjunta anterior.
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La media y varianza marginal

Supongamos que en nuestro ejemplo, queremos calcular E[X] y V[X].

® Suena complicado porqué en principio, tendriamos que evaluar la distribucién
marginal de X primero o computar a través de la distribucién conjunta. Por
ejemplo:

E[X] = Z/Oo xfx,y(x,y)dy.

i Existe una manera mas facil de hacer el calculo?
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La ley de las esperanzas iteradas

Para dos variables X e Y, la ley de las esperanzas iteradas dice que

E[X] = E[E[X|Y]].

Existe otra descomposicién semejante para la varianza:
V[X] = E[V[X|Y]] + VIE[X]|Y]].
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Ejemplo

Sea X|Y =y ~ Poisson(y) con Y ~ Gamma(a, 3). Calculamos la media y
varianza de X.
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Ejemplo

Sea X|Y =y ~ Poisson(y) con Y ~ Gamma(a, 3). Calculamos la media y
varianza de X.

E[X]

E[E[X]Y]]
E[Y] iPor qué?
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Ejemplo

Sea X|Y =y ~ Poisson(y) con Y ~ Gamma(a, 3). Calculamos la media y
varianza de X.

EIX] = E[EX]Y]]
= E[Y] iPor qué?
]
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Ejemplo

Sea X|Y =y ~ Poisson(y) con Y ~ Gamma(a, 3). Calculamos la media y
varianza de X.

E[X]

E[E[X]Y]]

= E[Y] Por qué?
a

B
VIX] = E[VIX|Y]l + VIE[X]Y]]
= E[Y]+ V[Y]
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La ley de la probabilidad total para variables

P(X=x) = Y P(X=x|]Y=y)P(Y =y) siV es discreta,
y
P(X=x) = / P(X =x|Y =y)fy(y)dx si Y es continua.

El segundo caso es mas interesante en la mayoria de aplicaciones.
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Ejemplo

Sea X|Y ~ Poisson(Y) con Y ~ Gamma(c, ). Calculamos la distribucion
marginal de X.

PX=x) = [ PX=XIY =))v(y)dy

0 X =y A
y € ﬁ a—1_—pBy
e P d
/0 x! F(a)y € Y

g / T atx1 —(B+1)y
aT+X d
Ma)x! Jo y € y

(El integrando parece a una férmula que hemos visto?
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Ejemplo

g B
PX=x) = Ma)x!
donde a* = a+x, f*=0+1.

o0 * *
/ ya —1e—,8 ydy
0

o = = = Do



Ejemplo
P(X =x) = %/0 y* e A dy

donde o* = a+x, B* =5+ 1.

El integrando es otra distribucion gamma sin su constante de integracion.
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Ejemplo

_ _ B - a*—1_—B%y
P(X = x) = F(a)x!/o Y@ "Le=BY gy
donde o* = a+x, B* =5+ 1.

El integrando es otra distribucion gamma sin su constante de integracion.

g o O T@) B e e
P(X=x) = Fla)x] ﬂ*a*/o F(a*)x le dy

Ma*) B
M(a)x! g
Mo+ x) 1 1 \“ 1~
M(a)x! (‘,@+1> B+l

para x =0,1,2, ...

que es una distribucién binomial negativa. ad
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El teorema de Bayes para variables

P(X =x|Y =y)P(Y =)
P(X = x)

P(X =x|Y = y)P(Y =y)
Y PX=x|Y =y)P(Y =y)
P(X =x|Y = y)fy(Y =)

P(X = x)

P(X =x|Y =y)fy(Y =)

2 P(X =x]Y =y)fy(y)dy

P(Y=y|lX=x) =

frix(y|X = x)
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Ejemplo

En nuestro ejemplo:

P(X =x]Y = y)fy(Y =y)
P(X = x)

ye B* a-1_,—
Tmya e By

M(atx) (1 _ i)x B~
T (a)x! B+1) B+1

(B + 1)a+x ya+x—le—(,3+1)y
Mo+ x)

frix(y[x)

i Qué distribucién es?
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Ejemplo

En nuestro ejemplo:

P(X =x]Y = y)fy(Y =y)
P(X = x)

ye B* a-1_,—
Tmya e By

M(atx) (1 _ i)x B~
T (a)x! B+1) B+1

(B + 1)a+x ya+x—le—(,3+1)y
Mo+ x)

frix(y[x)

i Qué distribucién es?

Y|X = x ~ Gamma(a + x, 5+ 1).
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Resumen y siguiente sesién

En esta seccion hemos repasado algunos de los calculos necesarios para evaluar
distribuciones conjuntas, condicionales y marginales.

10

T T
0 500 1000 1500 2000

simulaciones

En la siguiente sesién vamos a recordar las caracteristicas de la inferencia
frecuentista.
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Apéndice: demostracion de la ley de esperanzas
iteradas

Supongamos que X e Y son continuas. Entonces:

E[X] = /xfx(x)dx

/X/fx,v(x,y) dy dx

/ / sty (xIy)fy (1) dy dx

/ { [ v o) dx} () dy

[y =i a
ELE[X|Y)
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Apéndice: demostracién de descomposicién de la
varianza

Supongamos que X e Y son continuas. Entonces:

VIX]

[ EX1P e 0

[ [ = EXIP v ) o o

J{ [ ox- i+ Epxin - Ex12 50y () | ) d
J{ o= Evxinpsavtam ac ey oy

#2 [[{ [ EDXUDED - EXDA (el o i) o
+ [ { [ e - ey o f ) o
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VIX]

/ VIXIyIy () dy +

2 [ (Elxiy] — €D { [ EXbD v o | fr)ay +
[ (Exin - EX1P ) oy

E[VIX|Y]] +0+/(E[X|y] — E[EIX|Y]))*Fr(y) dy
E[VIX|Y] + VIEIX|Y]]
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Apéndice: la distribucién binomial negativa

Una variable discreta, X, sigue una distribucién binomial negativa con parametros
r>0y0<p<lsi

P(X =x)= M)l (1-p)'p* parax=0,1,2,..

Se tiene E[X] = r{f5 y V[X] = rf

(1-p)**
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