Descripcion conjunta de varias
variables

Introducciéon

En lo estudiado anteriormente se ha visto como una serie de datos procedentes de una
variable, X, se puede representar graficamente de modo que resulte més intuitivo hacerse
una idea de cémo se distribuyen las observaciones.

Otros conceptos que también ayudan en el anilisis son los estadisticos de tendencia
central, que nos indican hacia dénde tienden a agruparse los datos, y los estadisticos de
dispersion, que nos indican si las diferentes modalidades que presenta una variable estan
muy agrupadas alrededor de cierto valor central o, por el contrario, las variaciones que
presentan las modalidades con respecto al valor central son grandes. También se puede
determinar si los datos se distribuyen de forma simétrica a un lado y a otro de un valor
central.

En este tema se trata de estudiar una situacién muy usual y por tanto de gran interés
en la practica:

SiY es otra variable definida sobre la misma poblacién que X, jserd posible determinar
si existe alguna relacién entre las modalidades de X y de Y'?

Un ejemplo trivial consiste en considerar una poblacién formada por alumnas/os de

un instituto y definir sobre ella las variables

X
Y

Altura medida en cm

Altura medida en metros

ya que la relacién es determinista y clara: Y = X/100.
Obsérvese que aunque la variable Y, como tal, puede tener cierta dispersién, vista
como funcion de X, su dispersién es nula.

Un ejemplo que nos interesa realmente mas lo tenemos cuando sobre la misma poblacién



definimos dos variables distintas, por ejemplo, peso y altura de las personas. Intuitiva-
mente esperamos que exista cierta relacién entre ambas variables, por ejemplo, ¥ =
X — 110 £ dispersion que nos expresa que (en media) a mayor altura se espera mayor pe-
so. La relacién no es exacta y por ello serd necesario introducir algin término que exprese
la dispersion de Y con respecto a la variable X.

Es fundamental de cara a realizar un trabajo de investigacién experimental, conocer
muy bien las técnicas de estudio de variables bidimensionales (y n—dimensionales en
general). Baste para ello pensar que normalmente las relaciones entre las variables no son
tan evidentes como se mencioné arriba. Por ejemplo: jse puede decir que en un grupo de

personas existe alguna relaciéon entre X = tensién arterial e Y = edad?

Tablas de doble entrada

Consideramos una poblacién de n individuos, donde cada uno de ellos presenta dos

caracteres que representamos mediante las variables X e Y. Representamos mediante
X > x1,T9,...7¢

las £ modalidades que presenta la variable X, y mediante

Y — y1,y2,- .- Yp

las p modalidades de Y.

Con la intencién de reunir en una sola estructura toda la informacién disponible,
creamos una tabla formada por k — p casillas, organizadas de forma que se tengan k filas y
p columnas. La casilla denotada de forma general mediante el subindice 75 hara referencia

a los elementos de la muestra que presentan simultdneamente las modalidades z; e y;.

X\Y |y |y ||y || w
T Ny | MNag | .o | Nag | - | N1p | N1
) N9t | Mo <o | Moy <o | Nop | No.
ZT; Ti1 T2 e | My <o | Mip n;.
T N1 | M2 | o-- | Mg | -- - | Mgep | Mk
n.q T.9 e | My e | Ny n..
De este modo, para¢=1,...,k, y para j = 1,...,p, se tiene que n;; es el nimero de

individuos o frecuencia absoluta, que presentan a la vez las modalidades xz; e y;.



El niimero de individuos que presentan la modalidad z;, es lo que llamamos frecuencia

absoluta marginal de z; y se representa como n,.. Es evidente la siguiente igualdad
P
n;. :nﬂ—i-nig—i-...—knip:Znij
j=1

Obsérvese que hemos escrito un simbolo e en la parte de las jotas que simboliza que
estamos considerando los elementos que presentan la modalidad z;, independientemente
de las modalidades que presente la variable Y. De forma andloga, se define la frecuencia

absoluta marginal de la modalidad y; como

k
n.j:n1j+n2j+...+nkj: E nij
i=1

Estas dos distribuciones de frecuencias, n;. para ¢ = 1,...,k, y nj para j =1,...,p
reciben el nombre de distribuciones marginales de X e Y respectivamente.
El nimero total de elementos de la poblacién (o de la muestra), n lo obtenemos de

cualquiera de las siguientes formas, que son equivalentes:

k p

k p
=1 j=1

i=1 j=1
Las distribuciones de frecuencias de las variables bidimensionales también pueden ser

representadas graficamente. Al igual que en el caso unidimensional existen diferentes tipos

de representaciones graficas, aunque éstas resultan a ser mas complicadas:




Distribuciones marginales

A la proporcién de elementos (tanto por uno) que presentan simulténeamente las

modalidades z; e y; la llamamos frecuencia relativa f;;

siendo las frecuencias relativas marginales las siguientes cantidades:
p
Jii = E Jij =
Jj=1

F n

- )

o= Y=
=1

3|8

Es obvio que
kEp

k p
Fo=d fe=D =2 0 fu=1

i=1 j=1
Observacién

Es importante observar que las tablas bidimensionales aportan mas informacién que las
vistas anteriormente. De hecho, si quisiésemos estudiar la variable X y la Y por separado,

hubiese bastado con utilizar:

Mod.X | Marg. Abs. | Marg. Rel.

.
I n. fi.=—

n

;.

N

Tlf.
T ng. Jeo=—

n

n

Mod.Y | Marg. Abs. | Marg. Rel.

TL.1
at n.1 Ji1=—
n
T
J
Y n.; fi=
j J J .
T
P
Y n. fp=—
p P P .
n 1




Toda esa informacion se puede resumir en una sola tabla del siguiente modo:

X \ Y Y1 Y2 R Yj Ce Yp
T Nip | Mg | --- | N1 | --- | Nip | M.
i) Nop | Mag | ... | Mo | -.. | Nap | Na.
ZT; Tl T2 coe | Ny cee | Mp n;.
Tk N1 | Mk | oo | Mg | oo | Miep | Tk
n.g Nn.o e | My | My n..
X\Y |y | v2]| .| y TS
T Ju | Jiz |- flj e S | fa
T2 | Ja | Jea || o || S| J2
X fio | fio | - fij fip fi
Te | S S| Sy | [ e | TR
Filfel -1 fi | 1/flt

Distribuciones condicionadas

De todos los elementos de la poblacién, n, podemos estar interesados, en un momento
dado, en un conjunto mas pequeno que estd formado por aquellos elementos que han
presentado la modalidad y;, para algin j = 1,...,p. El nimero de elementos de este
conjunto sabemos que es n.; La variable X definida sobre este conjunto se denomina
variable condicionada y se suele denotar mediante X|y; o bien XY =y, .

La distribucién de frecuencias absolutas de esta nueva variable es exactamente la
columna j de la tabla. Por tanto sus frecuencias relativas, que denominaremos frecuencias

relativas condicionadas son
)

n.;
Vi=1,...,k.

De la misma forma, es posible dividir la poblacién inicial en k subconjuntos, cada uno
de ellos caracterizados por la propiedad de que el :—ésimo conjunto todos los elementos
verifican la propiedad de presentar la modalidad z;. Sobre cada uno de estos conjuntos
tenemos la variable condicionada Y'|x; cuya distribucién de frecuencias relativas condi-
cionadas es:

i i
fj n;.



Vi=1,...,p.
De este modo, la distribucién de cada una de las variables condicionadas se puede

representar en tablas como sigue:

Mod. X|yj Fr. Abs. | Fr. Rel.
T nij 7

. . T _ T

T N f: s
T, Ny A
1

Mod. Y|xi Fr. Abs. | Fr. Rel.
U1 i1 f

v nij fi=3
Yp Nip 7i
1

Observacion

Estas relaciones se volverdan a encontrar en términos de probabilidades tedricas, como

definicién de probabilidad condicionada.

Dependencia funcional e independencia
Dependencia funcional
La dependencia funcional, que nos refleja cualquier férmula matemdtica o fisica, es

a la que estamos normalmente m&s habituados. Al principio del tema consideramos un

ejemplo en el que sobre una poblacién de alumnos definfamos las variables

X
Y

Altura medida en cm

Altura medida en metros,

al tomar uno de los alumnos, hasta que no se realice una medida sobre el mismo, no

tendremos claro cual serd su altura. Podemos tener cierta intuiciéon sobre qué valor es



més probable que tome (alrededor de la media, con cierta dispersién). Sin embargo, si
la medida X ha sido realizada, no es necesario practicar la de Y, pues la relaciéon entre
ambas es exacta (dependencia funcional): Y = X/100.

Ello puede describirse como que conocido el valor X = z;, la distribucién de Y'|z; s6lo
toma un valor con una frecuencia del 100 %.

Esto se traduce en una tabla bidimensional de X e Y, del siguiente modo: La variable
Y depende funcionalmente de la variable X si para cada fila X = z;, existe un tnico j tal
que n;; 7 0.

Anslogamente, tenemos dependencia funcional de X con respecto a Y haciendo el
razonamiento simétrico, pero por columnas, es decir, X depende funcionalmente de la
variable Y si para cada columna Y = y;, existe un unico ¢ tal que n;; # 0.

Claramente, si la dependencia funcional es reciproca, la tabla es necesariamente cuadra-

da (k = p).
Ejemplo

Consideramos una poblacién formada por 12 individuos, donde hay 3 franceses, 7

argentinos y 3 guineanos. Definimos las variables:

X = Continente de nacimiento: Europa, América, Africa
Y = Nacionalidad: Francés, Guineano, Argentino
Z = Hablar castellano: Si, No.

Entonces, sobre esta poblacién, podemos construir las siguientes tablas:

X\Z |Si|No
Europa | 0 | 3 3
América| 7| 0 7
Africa 2 0 2
9 3 |12

X \'Y | Francés | Guineano | Argentino
Europa 3 0 0 3
América 0 0 7 7
Africa 0 2 0 2
3 2 7 12




y nos damos cuenta de que, segtin la definicién

Z depende funcionalmente de X.
X no depende funcionalmente de Z.
X e Y dependen funcionalmente la una de la otra de modo reciproco.

Independencia

Hemos visto que la dependencia funcional implica una estructura muy particular de la
tabla bidimensional, en la que en todas las filas (o en todas las columnas) existe un tinico
elemento no nulo. Existe un concepto que de algiin modo es el opuesto a la dependencia
funcional, que es el de independencia.

Se puede expresar de muchas maneras el concepto de independencia, y va a implicar
de nuevo una estructura muy particular de la tabla bidimensional, en el que todas las filas
y todas las columnas van a ser proporcionales entre si.

Para enunciar lo que es la independencia de dos variables vamos a basarnos en el
siguiente razonamiento: Si la variable Y es independiente de X, lo l6gico es que la dis-
tribucién de frecuencias relativas condicionadas Y |x; sea la misma que la de Y'|xo, ... Y |z,

Esto se puede escribir diciendo que

fjlz...:f;:"':f]k:f~j

Vi=1,...,p.
Pues bien, diremos que la variable Y es independiente de X si se verifica la relacién
anterior. Hay otras formas equivalentes de enunciar la independencia: Cada una de las

siguientes relaciones expresa por sf sola la condicién de independencia.

Proposicién (Independencia en tablas de doble entrada)

Cada una de las siguientes relaciones expresa por sf sola la condicién de independencia

entre las variables X e Y

Rij Ty
n;. n..
fij - fz ’ f]
NG = M4
N s —
" n..



Se puede observar que las relaciones anteriores implican que la independencia es siem-

pre reciproca, es decir, si X es independiente de Y, entonces Y es independiente de X.
Ejemplo
Si tenemos dos variables que son

X = Numero de cladifurdios ciclotémicos

Y = coeficiente de saturacién de ciclopondrinas

y estdn distribuidas en una tabla del modo:

X\Y[1[3]5

0 |24[4] 8 |36

1 [6]1]2]09

2 | 12]2] 4 |18
2]7[14]63

se puede decir que ambas variables son independientes. Obsérvese la proporcionalidad
existente entre todas las filas de la tabla (incluidas la marginal). Lo mismo ocurre entre
las columnas.

Cuando las variables son independientes, las diferencias entre las filas (o columnas)

pueden entenderse como cambios de escala, como se observa en la siguiente gréfica.




Medias y varianzas marginales y condicionadas

Asociados a las distribuciones marginales y condicionadas, definidas en las secciones
anteriores, podemos definir algunos estadisticos de tendencia central o dispersién, gen-
eralizando los que vimos en los temas dedicados al andlisis de una variable. Las medias

marginales de la variable X e Y se definen del siguiente modo:

k
=—§ ng.T; = E fiwi
; =1

1 p p
y=— Y ngyi =Y Fiys
j=1 j=1

Las varianzas marginales respectivas son

- Z ‘ )QZZfzr(xz—
1
:TL_Z Zf]

Para cada una de las p variables condicionadas X |yj definimos la media condicionada

y la varianza condicionada mediante:

k
o E E J
xr; = Ni;Tq = fz 1)
i=1 i=1
k
1 1
2 _ 7 ( _ 2 -2
sy, = —E ni; (x; — E [l (z; — 7)) ——E niT; — I
n.g 4 n.; <
=1 =1

y lo mismo hacemos para las k condicionadas Y'|z;

- 1 p p '
Yi = e an‘jyj = Zf;yj
7j=1 7j=1
p

1 < . . ) 1 & _
sy, = - Yoyl —w) =) fily—5) = - > niy — U
(A le (A ]:1

j=1

Es interesante observar que podemos considerar que las n.. observaciones de la variable

X han sido agrupadas en p subgrupos, cada uno de ellos caracterizado por la propiedad
de que Y = y; para algin j = 1,...,p. Asf se puede afirmar que las medias de las
marginales es la media ponderada de las condicionadas, y la varianza de las marginales
es la media ponderada de las varianzas condicionadas mds la varianza ponderada de las

medias condicionadas. De modo més preciso:

10



Proposicién

Las medias y varianzas marginales de las variables X e Y se pueden escribir de modo

equivalente como:

sl
Il

p p

Z _ 1 Z _
f.jl’j = n— n.jxj

7=1 " 7=1

p p
fo= S fask D fa (@ -
j=1 j=1

k |k
y = Zfz‘-@j = an‘@j
zzl . i=1
sy = Zfi-si- + Zfz’- (?Jj —ﬁ)Q
=1 =1

Covarianza y coeficiente de correlacion

Cuando analizdbamos las variables unidimensionales considerdbamos, entre otras me-
didas importantes, la media y la varianza. Ahora, hemos visto que estas medidas también
podemos considerarlas de forma individual para cada una de las componentes de la va-
riable bidimensional.

Si observamos con atencion los términos

s% = éfl (z; —T) (v, — )
§ = 3507 -7)

vemos que las cantidades (:Cz — f) e (yj — y) van al cuadrado y por tanto no pueden
ser negativas.

La covarianza Syy es una manera de generalizar la varianza y se define como:
k. p
Sxy = Zz.fz] (SCz —i) (yj —5) .
i=1 j=1
Como se ve, la féormula es muy parecida a las de las varianzas. Es sencillo comprobar

que se verifica la siguiente expresion de Syy mads 1til en la practica:

k p
Sxy = ZZfz’jxiyj -7,

i=1 j=1

11



o si las observaciones no estdn ordenadas en una tabla de doble entrada, entonces se tiene

que
kE p

Sy =300 (=) (- 9).

i=1 j=1
0, lo que es lo mismo,

k p
1
Sxy = —sziyj -y,
[
Ejemplo

Se han clasificado 100 familias segiin el niimero de hijos o de hijas, en la tabla siguiente:

H\l\/_[ 011|234
0 4161941
1 5110|7142
2 71815131
3 215 13121
4 213 12|1(0

1. Hallar las medias, varianzas y desviaciones tipicas marginales.

2. {Qué nimero medio de hijas hay en aquellas familias que tienen 2 hijos?

3. Qué nimero medio de hijos hay en aquellas familias que no tienen hijas?

4. ; Qué nimero medio de hijos tienen aquellas familias que a lo sumo tienen 2 hijas?

5. Hallar la covarianza.

Solucién: En primer lugar, definimos las variables X = niimero de hijos, e Y = nimero
de hijas y construimos la tabla con las frecuencias marginales y con otras cantidades que

son ttiles en el calculo de medias y varianzas:

Y 31 =0]yp=1|y3=2|yu=3|ys =4
1

X 0 1 2 3 4 ni. | nixi | nexd | Ty niy;

7=0
z1=0 4 6 9 4 1 24 0 0 0
Ty = 5 10 7 4 2 28 28 28 44
T3 = 2 7 8 5 3 1 24 48 96 62
Ty = 5 5 3 2 1 16 48 144 63
s =4 2 3 2 1 0 8 32 128 40
n.; 23 32 26 14 5 100 | 156 | 396 209
Y 0 32 | 52 | 42 | 20 |146
njyf 0 32 104 126 80 342




de este modo, las medias marginales son

—anxz— —156
—Z —1,46

Calculamos, después, las varianzas marginales

sl
I

<]
I

396

2 —2 QJU 2 _

§2 = Zn =g~ 196° =153
=2 342

$2 = fanyj = Tp — 146" = 1,29

que nos dan directamente las desviaciones tipicas marginales,

sy = /153=124
sy = /120=1,14

El niimero medio de hijas en las familias con 2 hijos se obtiene calculando la distribu-

ci6én condicionada de Y|x—o = Y|z3

Y|x=o | n3; | n3;y;

Yy = 0 7 0

Y2 = 1 8 8

=3] 3| 9

=4 1 | 4
24| 31

Asi
Y‘X:Q = Y|I3 o Z n3;Y; = =1 29

Del mismo modo, el nimero medio de hlJOS varones de las familias sin hijas, se calcula

con la distribucién condicionada X |y—q = X|y;

13



X\Y:O N1 | M1
r1 = 0 4 0
To=11| 5 5!
r3=2| 7 14
rs=3]| b 15
Ty — 4 2 8
23 42
o= K= LS 23
\Y:O = !y1 = Tt ;nzl% T 93 U

El nimero medio de hijos en las familias que a lo sumo tienen dos hijas, se calcula

usando las marginales de la tabla obtenida a partir de las columnas ¥y, y» € 3

Xly<o | nir | naa | Mus | na + naz + nag | (an + nag + nus) @
r1=0]| 4 6 9 19 19
xo=1| 5 [ 10| 7 22 22
r3=21| 7 8 5 20 40
r4=31| 5 5 3 13 39
x5 =4 2 3 2 7 28
81 129
_ 129
X =—=1
ly<2 31 ;99
La covarianza es:
k p
1 — — 209
Sxy = — ;x ;nijyj —TJ =155 — 196+ 1,46 = ~0,188

Una interpretacion geométrica de la covarianza

Consideremos la nube de puntos formadas por las n parejas de datos (z;, y;). El centro
de gravedad de esta nube de puntos es (f, ?), o bien podemos escribir simplemente (7, 7))
si los datos no estan ordenados en una tabla de doble entrada. Trasladamos los ejes XY al
nuevo centro de coordenadas. Queda asi dividida la nube de puntos en cuatro cuadrantes
como se observa en la figura. Los puntos que se encuentran en el primer y tercer cuadrante
contribuyen positivamente al valor de Sxy, y los que se encuentran en el segundo y el

cuarto lo hacen negativamente.

14
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Cuando X crece, ¥ crece Cuando X crece, ¥ decrece
Casitodos los puntos pertenecen Casitodos los puntos pertenecen
a los cuadrantes primero ¥ tercero a los cuadrantes segundn ¥ cuarto

De este modo,

= Si hay mayoria de puntos en el tercer y primer cuadrante, ocurrird que Sxy > 0, lo
que se puede interpretar como que la variable Y tiende a aumentar cuando lo hace

X.

Y

= Si la mayorfa de puntos estdn repartidos entre el segundo y cuarto cuadrante en-
tonces Sxy < 0, es decir, las observaciones Y tienen tendencia a disminuir cuando

las de X aumentan;

= Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (5, ?), entonces se tendra

que Sxy=0.

15



S
xy—0 SXY=
m
E m E g n B,
n - =
| [
[ | || m m
[ | - - B g
[ | m u [ | =
. ]
| g [ |
u | n n

_ Hay dependencia entre
Las dos variables son _
las dos variables, aunque

independientes. .
depend la covarianza sea nula.

Asi, cuando los puntos se reparten de modo mas o menos homogéneo entre los cuad-
rantes primero y tercero, y segundo y cuarto, se tiene que Sxy ~0. Eso no quiere decir
de ningiin modo que no pueda existir ninguna relacién entre las dos variables, ya que ésta

puede existir como se aprecia en la figura de la derecha.

La Covarianza

Si Sxy >0 las dos variables crecen o decrecen a la vez (nube de puntos creciente).

Si Sxy <0 cuando una variable crece, la otra tiene tendencia a decrecer (nube de
puntos decreciente).

Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (Z,7), Sxy = 0 (no hay
relacién lineal).

De este modo, podemos utilizar la covarianza para medir la variacién conjunta (co-
variacion) de las variables X e Y. Esta medida no debe ser utilizada de modo exclusivo
para medir la relacién entre las dos variables, ya que es sensible al cambio de unidad de

medida, como se observa en el siguiente resultado:

16



Proposicién

Sxatpy = bSxy

Demostracion: Para simplificar las notaciones, vamos a considerar que los datos no

estdn agrupados en una tabla estadistica, entonces,

Sxarmy =+ 3 (0= 7) (0 +by) = (a-+ b)) =

=1

n

= 2 ()bl — ) = b S =) (4 — 9) = bSxy

Asi pues, es necesario definir una medida de la relacién entre dos variables, que no
esté afectada por los cambios de unidad de medida. Una forma posible de conseguir este
objetivo es dividir la covarianza entre el producto de las desviaciones tipicas de cada
variable, ya que asf se obtiene un coeficiente adimensional, r, que se denomina coeficiente

de correlacion lineal de Pearson
Sxy

T S¢Sy’

El coeficiente de correlacién lineal posee las siguientes propiedades:

r

1. Carece de unidades de medida (adimensional).

2. Es invariante para transformaciones lineales (cambio de origen y escala) de las vari-

ables.
3. Sélo toma valores comprendidos entre —1y 1: —1 <r <1

4. Cuando |r| esté préximo a uno, se tiene que existe una relacién lineal muy fuerte

entre las variables.

5. Cuando r =~ 0, puede afirmarse que no existe relacién lineal entre ambas variables.

Interpretacién geométrica de r

Si los datos son observaciones que no estdn ordenadas en una tabla bidimensional,
tendremos parejas de valores para cada sujeto o elemento (x;,y;), parai = 1,...,n. La

férmula de la covarianza, en este caso, es
1 n

SXY:EZI(%_@(%_Z/)-
1=

17



Podemos a escribir las observaciones en forma de vectores de la siguiente manera:

X = (x1,22,...,2,) € R"
Y = (Y1,Y2, -, yn) € R"
7 = (%,%,...,%) €R"
Y = @99 ER"

Si denotamos ¥ - @ el producto escalar de los vectores ¢y w, es inmediato comprobar
que en realidad las definiciones de varianza y covarianza tienen una idea geométrica muy

. . . T
simple: son productos escalares en los que intervienen los vectores X — 7 eY — ¢,

1 — —
Sev = L (¥-7) (T-7)
S2 = —(X—?)(X—?):—X—E’
n n
1/ ; e 2
s - lpnr-tys
n n

Con esta descripcién geométrica de las varianzas y covarianzas, podemos poner de man-
ifiesto la existencia de paralelismo entre las desviaciones de las variables X e Y, con

respecto a sus centros de gravedad ya que

()Z'_?)O?_?): X—?‘ }7—3‘ cosf,
donde 6 es el dngulo entre los vectores X-7FeY-— _g) como se puede ver en la figura.
Despejando:
(£-7)-(-7)  3(E-7)(P-F) sy
cosl) = S ———tr—r———- = —— — =
Y-y Sy
< t =Ccos § =
JIL
v Sx Sy
ﬂ R—
> H-E
SETRCIS

Interpretacién geométrica de r como el coseno del éngulo que forman los vectores de las

desviaciones con respecto a sus respectivas medias de X y de Y.

18



Si los vectores X — 7 e Y — _g) son totalmente paralelos entonces cos = 1. En este

caso existird una constante de proporcionalidad m tal que:
FoFem (T-F).

Esta es la ecuacién de una recta, es decir, r = +1 si y sélo si las desviaciones con respecto
a la media de ambas variables son proporcionales, es decir, si y sélo si las observaciones

estan perfectamente alineadas.

Y Y
LS Dependencia lineal
u . n
' perfecta ¥ decreciente -
. _r_:_]- ...
- -
. .-..
=1 L) .-'.
... .
u - Dependencia lineal
| | ‘
perfecta ¥ creciente
. X

—

La magnitud que expresa el coseno del angulo que forman los vectores X — 7 e
Y — ? tiene un papel muy destacado como veremos més adelante en regresion lineal. Lo
hemos denominado anteriormente como coeficiente de correlacién lineal de Pearson y se
representa mediante la letra r:

SXY

Sx Sy’

r=cosf =
Son evidentes entonces las siguientes propiedades de r :

1. Cualesquiera que sean los valores (x;,v;), 2 = 1,...,n, se tiene que —1 <r <1, ya
9 9 Y ? ) Y
que r es el coseno del dngulo que forman las variaciones con respecto a sus valores

medios.
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2. Si las desviaciones con respecto al valor central de las observaciones z;, son propor-

cionales a las desviaciones de y; con respecto a su valor central ,
Y-7 =m (X—?> <~y =(y—mz)+m-x;dondei=1,...,n

entonces los vectores X — 7 e Y — 5) son paralelos y por tanto » = £1. En este caso

se puede decir de modo exacto que conocido X lo es también Y, (y reciprocamente).
L . . . ) S

3. Por el contrario, si no existe dicha relacién, el dngulo que formen X — 7 eY — 3

e
serd mayor, siendo el caso extremo en que ambos sean perpendiculares (r = 0).

Cuando r = 0 decimos que las variables X e Y son incorreladas.

Otra propiedad interesante de r es la siguiente:

Proposiciéon

El coeficiente de correlacién entre dos variables no se ve afectada por los cambios de
unidades.

Demostracion:

Consideramos la variable bidimensional (X,Y) y sometemos a Y a un cambio de

unidad Z = a + bY. Entonces
SXZ b- SXY SXY

SxSz  b-SxSy  SxSy

Por tanto ambas variables X7 y XY tienen el mismo coeficiente de correlacion.
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