Analisis de Multidimensional Scaling

Medidas de similitud

En realidad, es bastante subjetivo el hecho de elegir una medida de similitud ya que
depende de las escalas de medida. Se pueden agrupar observaciones segun la similitud
expresada en términos de una distancia. Si se agrupan variables, es habitual utilizar
como medida de similitud los coeficientes de correlacién en valor absoluto. Para variables
categéricas existen también criterios basados en la posesién o no de los atributos (tablas
de presencia-ausencia).

Dados dos vectores x;, X; pertenecientes a R*, diremos que hemos establecido una

distancia entre ellos si definimos una funcién d con las propiedades siguientes:
1. d:RF x RF — R*| es decir d(x;,x;) > 0;
2. d(x;,%x;) =0 Vi, la distancia entre un elemento y si mismo es cero.
3. d(x;,%x;) = d(x4,%;), la distancia es simétrica
4. d(x;,x;) < d(x;,%,) + d(xp,X;), la distancia verifica la propiedad triangular.

Estas propiedades generalizan la nocién intuitiva de distancia euclidea entre dos pun-

tos.



Ejemplos de distancias entre objetos

Distancia euclidea

Dados dos objetos I; y I medidos segiin dos variables z; y x5, la distancia euclidea

entre ambos es:

drr, = \/(3311 — 291)% + (T12 — T22)2.

Con mds dimensiones (o variables que se miden) es equivalente a:

p

drr, = Z(%k — Top)?

k=1

En notacién vectorial se expresa como

di g, = (w5 — 5) (2 — ).

Si se consideran n objetos para i,j € {1,...,n}, la distancia total es
N n » 1/2
4= 33 (S
i=1 j=1 \k=1

Distancia de Minkowski

1/m
dr1; = [Z |k — iﬁjk|m]
k
donde m € N.

Si m = 1, se tiene la distancia en valor absoluto y si m = 2, la euclidea.

Distancia de Mahalanobis

Se define como
dip, = (2 —ay) W @, — )
donde W es la matriz de covarianzas entre las variables. De este modo, las variables se
ponderan segtn el grado de relacién que exista entre ellas, es decir, si estdn mas o menos
correlacionadas. Si la correlacién es nula y las variables estdn estandarizadas, se obtiene

la distancia euclidea.



Ejemplos de distancias entre variables

Coeficiente de correlacién de Pearson

Se define como:
Sy
N SzSy

r

donde S, es la covarianza muestral entre z e y, S, y S, son las desviaciones estdndar de

T e y respectivamente.
Coeficiente de correlacién de rangos de Kendall

Se comparan las ordenaciones que dan dos variables, es decir, los datos se ordenan
seguin dos criterios o caracterfsticas y se establece el nimero de concordancias y discor-

dancias.

Método:

1. Calculo todas las posibles parejas. Tomo una pareja (i, j). Si estdn ordenados igual
segun las dos variables o criterios, se marca una concordancia (es decir, si el elemento
i estd delante del elemento j segiin ambas variables o criterios). Si no lo estédn, se

establece una discordancia.
2. El nimero total de parejas distintas que se pueden hacer con n elementos es (g) =
n(n—1) g ‘
—5—. Se cuenta, ademéds
a = numero total de concordancias,

b = nimero total de discordancias,

3. Se define el coeficiente de correlacién de rangos como:

a—>b
n(n—1)
2

T =

Coeficiente de correlacién de rangos de Spearman

Se consideran, igual que antes, n objetos clasificados segin dos variables o criterios.



Por ejemplo, supongamos dos variables = e y que toman n valores emparejados (1, y1),
(x2,Y2), -+, (Tn, yn). Se definen los rangos sobre cada una de las variables, de modo que

se emparejan (rz,, 7y, )y (Tags Tyo)s =+ s (Tams Tyn)

I U1 T2y Tyl
To Y2 | Tay Ty

€ n yn TZC n Tyn

Se definen las diferencias d; = (r,, — 1y,), es decir, las diferencias de la posicién del
individuo i-ésimo segtn la clasificacién (rango) dada por x y la clasificacién (rango) dada
por y.

El coeficiente de correlaciéon se define, entonces, como

6> d
i=1

s=1———F7——.
" n(n? —1)

Coeficientes de asociacién (matching types)

Se consideran variables dicotémicas que toman como posibles valores 0 6 1, del tipo
presencia — ausencia. Existen diferentes formas de medir las coincidencias.
Ejemplo: Se tienen dos observaciones en las que se consideran 5 variables dicotémicas
(st / no).

Sea Si=1yNo=0

individuos\variables =1 xy =3 x4 w5
A 1 1 0 0 1
B 0O 1 0 1 0

Un posible coeficiente de similitud serfa: m/N donde m = ndmero de variables comunes
a los dos elementos y M es el nimero total de variables. En este ejemplo, seria 2/5.
Antes de mostrar una serie de medidas habituales, se tienen que definir los siguientes

términos para 2 individuos dados.



X 4; = valor del individuo A en la variable j-ésima € {1,0}.

Xpj = valor del individuo B en la variable j-ésima € {1,0}.

V= ZXAj (1 — XBj) N° de atributos donde A es 1y Bes 0
J

R =73 X\ X5, N° de atributos donde A y B son 1
J

S=> (1 — XAj) (1 - XBj) N° de atributos donde A y B son 0
J

T=> (1 — XAj) XB, N° de atributos donde A es 0y Bes 1

J

U=R+S+T+V Ne¢ total de atributos o variables

En el ejemplo anterior,

= 11-0)+1(1-1)+0(1-0)+0(1-1)+1(1—-0)=2
=1

1

=1

T N »n I =
I

= 5

Esto da lugar a distintos indices de similaridad,.por ejemplo,

Indice de Russel-Rao

En el ejemplo es 1/5.

Indice de Kendall

o, VT

En el ejemplo es 2/5.



Indice de Jaccard

B R
CR4ATHV
En el ejemplo es 1/4.
Indice de Dice-Sorensen
2R

“=miTiv
En el ejemplo es 2/5.

Los indices més habituales son los de Jaccard y Dice-Sorensen.

Cuando se consideran variables categdricas otra posible medida de distancia se cons-
truye considerando la tabla de asociacién entre variables como una tabla de contingencia

y calculando el valor de la chi-cuadrado, 2, de modo que se puede definir la distancia

/XQ

Introduccién al Multidimensional Scaling (MDS)

como el coeficiente de contingencia:

Supongamos que se dispone de una matriz, D, n X n de distancias o disimilaridades
entre los n elementos de un conjunto. Por ejemplo, los n elementos pueden ser distin-
tos productos fabricados por una empresa, candidatos politicos o apartados de un cues-
tionario. Las distancias se han obtenido preguntando a un grupo de evaluadores que ha
estimado su proximidad relativa. El objetivo del MDS es representar las distancias obser-
vadas mediante unas variables ¥, ..., yx, donde k£ < n tales que las distancias euclideas
entre las coordenadas de los elementos respecto a estas variables sean iguales (o lo mas

proximas posibles) a las distancias o disimilaridades de la matriz partida. De esta mane-



ra, la representacion grafica en k& dimensiones serd una reproduccién fiel de la estructura
observada.

El procedimiento consiste en partir de la matriz cuadrada n x n de distancias o simi-
laridades, D, entre individuos de una poblacién con elementos tales que d;; =0, d;; > 0y
d;; = d;j. Se pretende obtener una matriz n x k que represente los valores de £ variables
en los n individuos y tal que la distancia euclidea entre los elementos, cuando se miden
mediante estas variables, reproduzca aproximadamente la matriz D inicial.

Cuando k > 2, las variables pueden ordenarse en importancia y suelen hacerse repre-
sentaciones grificas en dos y tres dimensiones para entender la estructura existente.

Este planteamiento presenta dos interrogantes: ;Es siempre posible encontrar estas
variables? ; Como construirlas?

En general no es posible encontrar &k variables que reproduzcan exactamente las dis-
tancias iniciales; sin embargo, es frecuente encontrar variables que reproduzcan aproxi-

madamente las distancia iniciales.

Reconstruccién de las variables a partir de las distan-
cias entre puntos

Dado un conjunto k& de variables en n individuos representados en la matrix X, n x k,
podemos construir dos tipos de matrices cuadradas y semidefinidas positivas: la matriz
de covarianzas S (definida por %X’ X)), si las variables tienen media cero, y la matrix de
productos cruzados Q = XX'.

El método de Componentes Principales consiste en un andlisis de la matriz S. E1 MDS
puede verse como un andlisis de la matriz Q.

La matrix Q puede interpretarse como una matrix de similitudes entre las observa-
ciones ya que sus términos, g;;, contienen el producto escalar de las observaciones de dos

elementos dados

k
/
Gij = E TipTjp = X;Xj. (1)
p=1



En efecto, como ¢;; = |x;| |x;| cosb;;, si los dos elementos tienen coordenadas similares,
costi; ~ 1y g;; serd grande. Por el contrario, si los dos elementos tienen valores muy
distintos cos 6;; ~ 0y ¢;; serd pequeno.

Cuando conocemos los valores de las variables en dos elementos podemos calcular
facilmente su distancia euclidea. Sea X la matriz n x k de variables y sea Q = XX’ la
matriz de n X n de productos cruzados entre estas variables que serd singular de rango k.

La distancia euclidea al cuadrado entre dos elementos se define por:

k

2 _ N2 2 2 o
di; = E (Tip — jp)° = E Ty, + E x5, — 2 E Lip jp
P P P

p=1

y se obtiene inmediatamente en funcién de los términos de la matriz (), mediante la
expresion
43 = qii + qj; — 2435 (2)
Por tanto, dada la matriz X podemos construir la matriz Q y a partir de esta matriz
es facil obtener la matriz de distancias al cuadrado con ayuda de las expresiones (1) y (2).
El problema que se aborda en MDS es el inverso: dada una matriz de distancias al
cuadrado, D, con elementos dfj se trata de reconstruir la matrix X.
Lo primero que se plantea es obtener la matriz Q dada la matriz D. Para ello, ob-
servemos, que sin pérdida de generalidad, siempre podemos suponer que las variables X
tienen media cero. En efecto, las distancias entre los puntos, d?j no varfan si expresamos

las variables en desviaciones a la media, ya que

k k

dzzj = Z(xip - xjp)Q = Z[(xip —Tp) — (zij — fp)]2 (3)

p:l p=1

y, por tanto, podemos suponer siempre que las variables que buscamos tienen media cero.
Por ello, como resulta que X'1 = 0 se debe verificar que Q1 = 0, es decir, la suma de
todos los elementos de una fila de la matriz Q (y de una columna ya que la matriz es
simétrica) debe de ser cero. Para imponer estas restricciones, sumamos en (2) por filas:

Z dfj = Z ¢i +ngj; =t + ng;; (4)
=1

=1



donde t = Y | ¢i; = traza (Q), y sabiendo que > | ¢;; = 0. Sumando (2) por columnas

se tiene
Z dzj = nqll (5)

y sumando ahora (4) por filas de nuevo se tiene

ZZdQ = 2nt.

=1 j=1

Sustituyendo (3) y (4) en (2), tenemos que

dgj:%Zd ——+ Zd — 2q,;.
=1

y llamando d? y d?j a las medias por filas y por columnas y utilizando (5), tenemos que

donde d?* es la media de todos los elementos de D, dada por
E-Ly >
2 ij
i=1 j=1
Finalmente, despejando de (6) resulta que

1
4 = —5(d —di = d;+ )

expresion que indica cémo construir la matriz Q a partir de la matriz D de distancias con

elementos d;.

De una manera equivalente, se puede obtener la matriz X a partir de la matrix Q. Si

ésta es definida positiva de rango k entonces puede representarse por
Q=VAV'

donde V es una matriz n X k y A es una matriz diagonal k£ x k y contiene los vectores

propios no nulos de Q. Entonces, podemos escribir
Q — (VA1/2)(A1/2vl)

9



y tomando

Y = VA2

se obtienen k variables incorreladas que reproducen la métrica. Observemos que las vari-
ables Y no son las variables originales X, sino sus componentes principales. En general no
es posible encontrar las variables X, pero si podemos encontrar un conjunto de variables
de la misma dimensién que sean combinacion lineal de ellas. La razén es que dada la
matriz Q como

Q=XX'=XAA'X

para cualquier matriz A ortogonal, la matriz Q sélo contiene informacién sobre el espacio
generado por las variables X y cualquier rotacion de las variables X deja la matriz Q

invariable.

Construccion de coordenadas principales

En general, la matriz de disimilaridades o distancias no sera compatible con una métri-
ca euclidea, pero es frecuente que la matriz Q tenga k valores propios positivos y méds
grandes que el resto. Si los restantes n— k valores propios no nulos son mucho menores que
los demds, podemos obtener una representacion aproximada de los puntos utilizando los
k vectores propios asociados a valores propios positivos. En este caso, las representaciones
griaficas conservaran aproximadamente la distancia entre los puntos.

El procedimiento para obtener las coordenadas principales es el siguiente:

1. Formar la matriz de distancias al cuadrado, D, cuyos elementos son los cuadrados

de las distancias.
2. Construir la matriz Q de productos cruzados.

3. Obtener los valores y vectores propios de Q. Tomar las k£ mayores si podemos suponer

que los restantes n X k son préximos a cero.

10



4. Obtener las coordenadas de los puntos en las variables mediante v/\;v;, donde \; es

el valor propio y v; el vector propio.

El método puede también aplicarse cuando la matriz de partida Q es una matriz
de similaridades cualesquiera. Entonces ¢; = 1,¢;; = ¢ ¥ 0 < ¢;; < 1. La matriz de

distancias asociadas serd, por (2),
43 = qi + aj; — 245 = 2(1 — q;5)

y puede comprobarse que 4/2(1 — g;;) es una distancia y verifica la desigualdad triangular
al corresponder a la distancia euclidea para cierta configuracién de puntos.
Se ha propuesto como medidas de la precisién en la aproximacién mediante los &

valores propios positivos los coeficientes:

Ai

M=

my,x = 100 x

NS

Al

-
Il
A

K
ZM

mgK—100><—

ZAZ
MDS no métrico

En el caso de datos ordinales se necesita disponer de otro procedimiento para considerar
transformaciones lineales de las proximidades que sean invariantes bajo transformaciones
monotonas. Una primera solucién fue establecida por Shepard (1962) y fue posteriormente
mejorada por Kruskal (1964). Ellos propusieron minimizar una funcién de adecuacién

denominada stress mediante un algoritmo iterativo. La funcién de stress es
n n 2
Z > (05 — dij)
i=1j>1
> d
71>

i=1j>1

S =

11



y tiene en cuenta que no es realista esperar un ajuste perfecto del modelo a los datos. Por
tanto, los valores d;; (denominados disparidades) se introducen en la funcién S como las
aproximaciones éptimas de las proximidades observadas p;; a las distancias d;; en la rep-
resentacion geométrica posterior. Se utiliza, posteriormente, un algoritmo iterativo para

minimizar la funcién de stress S:

Determine
Dimensicn atid
tnitial coordinates

v

Calculate
e Distances

v

Model Estimation: Optimal Scaling:
Updating the Calculation of the
coordinates disparities

“ v

Stresd — Sresstl Calculate the Strasst— Stress®D Termmination
- Stress - -
=g =

El esquema anterior indica un procedimiento general que siguen diferentes variantes de
MDS no métrico. Entre las mds populares se encuentra el procedimiento ALSCAL, im-

plementado en SPSS y en SAS, y el procedimiento PROXSCAL.
Ejemplo

Se tiene en la siguiente tabla las distancias en km por carretera entre las ciudades
espanolas siguientes: Madrid, Barcelona, Valencia, Sevilla, San Sebastidn y La Coruna,

que llamaremos matriz m.

12



M B V S

M 0 627 351 550
B 627 0 361 1043
VvV 351 361 0 567
S 550 1043 567 0
SS 488 565 564 971

LC 603 1113

954 950

SS LC
488 603
565 1113
564 954
971 950

0 713

713

Puede comprobarse que la matriz () viene dada por

@ = 1,0e + 05x

0.1176
-0.3908
-0.1795

0.3856
-0.3180

0.3852

-0.3908 -0.1795

3.0321
1.2421
-2.0839

1.2421
0.7553
0.6095

0.7338 -0.3989
-2.5333  -2.0285

Los vectores propios de esta matriz son:

0.0960
-0.6270
-0.2832

0.2934
-0.1241

0.6449

y los valores propios

b =1,0¢+ 05x

-0.0443
0.1400
-0.2584
-0.7216
0.4417
0.4426

-0.2569
-0.4155
-0.0094
0.2205
0.7812
-0.3198

7.3792 5.9106 0.5947

La matriz () tiene pues dos valores propios grandes y los otros cuatro son muy pe-
quenos. Esto sugiere que las distancias pueden explicarse aproximadamente mediante dos
variables. Tomando los dos vectores propios asociados a los mayores valores propios es-

tandarizados por la rafz de su valor propio como coordenadas principales, resultan las

siguientes coordenadas para cada ciudad

Madrid

Barcelona

Valencia
Sevilla

San Sebastian
La Coruna

0.3856
-2.0839
0.6095
3.6786
-2.0610
-0.5288

0.1496
-0.4717
0.7670
-0.4017
-0.0687
0.0255

-0.3180
0.7338
-0.3989
-2.0610
1.6277
0.4165

0.8566
-0.1593
-0.3130
-0.1285

0.0885
-0.3443

0.3852
-2.5333
-2.0285
-0.5288

0.4165

4.2889

0.4082
0.4082
0.4082
0.4082
0.4082
0.4082

-0.3945 0.0104 0.0000

82.44
-538.61
-243.29

252.04
-106.60
554.02
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Si se representan estas coordenadas en un gréfico las ciudades reproducen, aproxi-

madamente, el mapa de Espana.
Ejemplo

Se consideran las distancias en relacion a vuelos entre 10 ciudades norteamericanas:

Atlanta Chicago Denver Houston L. Angeles Miami N York S Francisco Seattle Washington

Atlanta 0.00 587.00 1212.00 701.00 1936.00 604.00 748.00 2139.00 218.00 543.00
Chicago 587.00 0.00 920.00 940.00 1745.00 1188.00 713.00 1858.00 1737.00 597.00
Denver 1212.00 920.00 0.00 879.00 831.00 1726.00 1631.00 949.00 1021.00 1494.00
Houston 701.00 940.00 879.00 0.00 1374.00 968.00 1420.00 1645.00 1891.00 1220.00
L Angeles 1936.00 1745.00 831.00 1374.00 0.00 2339.00 2451.00 347.00 959.00 2300.00
Miami 604.00 1188.00 1726.00 968.00 2339.00 0.00 1092.00 2594.00 2734.00 923.00
N York 748.00 713.00 1631.00 1420.00 2451.00 1092.00 0.00 2571.00 2408.00 205.00
S Francisco 2139.00 1858.00 949.00 1645.00 347.00 2594.00 2571.00 0.00 678.00 2442.00
Seattle 218.00 1737.00 1021.00 1891.00 959.00 2734.00 2408.00 678.00 0.00 2329.00
Washington 543.00 597.00 1494.00 1220.00 2300.00 923.00 205.00 2442.00 2329.00 0.00

aire.dist <- read.table("c:\\...\\aireMDS.txt")
dimnames(aire.dist) [[1]] <- c("Atlanta","Chicago","Denver","Houston",

"Los Angeles","Miami","New York","San Francisco","Seattle","Washington")

dimnames (aire.dist) [[2]] <- dimnames(aire.dist) [[1]]

# Se efectua un analisis clasico MDS metrico

aire.mds <- cmdscale(as.matrix(aire.dist) ,k=9,eig=T)

# Se Calculan los autovalores

aire.mds$eig

# Se normalizan los dos primeros autovalores
sum(abs(aire.mds$eig[1:2]))/sum(abs(aire.mds$eig))

sum(aire.mds$eig[1:2]"2) /sum(aire.mds$eig~2)
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# La solucion con dos dimensiones es adecuada
# Se muestran las coordenadas de las ciudades en las dos dimensiones

aire.mds$points[,1:2]

# Se dibujan las coordenadas de las ciudades en las dos dimensiones
par(pty="s")
plot(-aire.mds$points[,1],aire.mds$points[,2],type="n",xlab="Coordenada 1",
ylab="Coordenada 2" ,xlim = c(-2000,1500),ylim=c(-2000,1500))

text (-aire.mds$points[,1] ,aire.mds$points[,2],labels=row.names(aire.dist))
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En R el MDS no métrico se puede implementar también, pero hay que cargar previa-

mente la libreria MASS.

library (MASS)

data(swiss)

# E1 fichero original de datos viene recogido ya en MASS:

swiss

swiss.x <- as.matrix(swiss[, -1])
swiss.dist <- dist(swiss.x)
swiss.mds <- isoMDS(swiss.dist)
# Las coordenadas son

swiss.mds$points

# Se dibujan los puntos
plot(swiss.mds$points, type="n", xlab="Coordenada 1", ylab="Coordenada 2")

text (swiss.mds$points, labels=as.character(l:nrow(swiss.x)))

Notas

Pdginas interesantes sobre MDS y programas freeware asociados:
http://www.ncl.ac.uk/mds/
http://www.granular.com/MDS/
Programas en R del libro Multivariate Statistics: Solutions and Fxercises de Hardle y
Hlavka:

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~hlavka/sms/MVAexercise_1.5.zip
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