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1. Hipotesis basicas

1.1. El modelo
El modelo de regresion lineal mdltiple pretende medir el efecto de las variables
ma&s importantes (x;, x, ..., x;) sobre la variable respuesta y, y representa el

efecto de las variables restantes mediante una variable aleatoria que llamaremos
perturbacion del modelo:
Y= 4f(xlsx29'--sxk) +g(xk+l5“"xp)
_—

u
Supondremos que en el rango de valores de interés, la funcién f admite una
aproximacion lineal, con lo que resulta el modelo de regresién lineal multiple:

y=PB+ X+ Bx, ot B, tu

(Véase el Ejercicio 13 “Beneficio de los bancos”)
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1.2. Hipdtesis basicas

Supondremos que se quiere explicar los valores de una variable aleatoria y a partir
de un conjunto de k variables matematicas x;, x;, ..., X, que sobre los individuos de
de la muestra toman valores predeterminados y conocidos.

La v.a. y recibe el nombre de variable explicada, endbgena, respuesta o
dependiente.

Las variables x;, x,, ..., x; reciben el nombre de variables explicativas, exégenas,
regresores o independientes.

Admitiremos que en cada individuo de la muestra la relacién entre las variables es:

V=B + Bixy + Boxy + ot Bixy parai=1,2,...,n,

donde

y; es el valor de la respuesta en el individuo i-ésimo,

B mide el efecto marginal que produce un aumento unitario en x; cuando el resto de
variables permanecen constantes (j=1,2,...,k),

u; mide el efecto que producen sobre la respuesta las variables que no estan
incluidas en el modelo. Es el término de error o perturbacién.
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Supondremos que la perturbacion aleatoria u; verifica las hipotesis habituales:
(1) Suesperanza es cero: £(u;) =0

(2) Su varianza es constante: var(u,) =o’

(3) Son independientes dos a dos: cov(u,,u;)=0, Vi# j< E(uu,)=0, Vi#j

(4) Ladistribucion de u; es normal.

Si llamamos U = (u;, u,, ..., u,)’ al vector columna de dimension n, estas condiciones
se resumen en:

U~ NM ,(0,6°T)
es decir, el vector U tiene una ley normal multivariante de dimensién », con vector de
medias
E(U)=(E(uy), E(uy),..., E(u,))'=(0,0....,0)'=0
y matriz de covarianzas

0 1
var(U)=cr2 . . =
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Ademas de estas condiciones sobre la perturbacion aleatoria, es necesario afiadir
dos hipotesis adicionales para poder estimar el modelo sin ambigliedad:

(5) EIl tamafio muestral debe ser mayor que el nimero de pardmetros a estimar,
n>k+1,

(6) Las variables explicativas x;, x,, ..., x; deben ser linealmente independientes, es
decir, el rango de la matriz
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Las hipotesis respecto a la perturbacion aleatoria pueden escribirse en términos de la
variable respuesta de la forma siguiente:

(1) Para cada conjunto fijo de valores de las x, la distribucién de y tiene media:
E(y)=B,+Bix +...+ X,

(2) Lavarianza de y es constante y no depende de los valores de las x:

var(y)=o’

Loxy xy Xy , . .

| (3) Las y; son independientes dos a dos.

X X X . .
X= 2oE - (4) La variable respuesta tiene ley normal.
L x, x, Xon
debe ser rang(X)=k+1.
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2. Estimacion de los pardmetros

Puesto que, por hipétesis, la distribucién de la variable respuesta es normal, el
método de estimacion por méaxima verosimilitud coincide con el método de
estimacién por minimos cuadrados. Asi, la funcién a minimizar es:

M = Z(yi _.)A}i )2 = zefZ
i=1 i=1

donde

Vi =Bo+ Bixy + Byxy + .o+ BiX, son los valores ajustados, para i=1,2,...,n,
e; son los residuos del modelo, para i=1,2,...,n.

Por tanto, la funcién a minimizar es:

M= Zn:(y,' =By = Bixy — Brxy, _"'_ﬂk‘xki)z

i=1

Buscamos f, pi...., B tales que M sea minimo. Para ello debemos derivar
parcialmente la funcién M respecto de los parametros £y, fi...., B

Derivando parcialmente M respecto de f; f,..., [ obtenemos k+[ ecuaciones
normales:

M < <

B 22()’[ =Bo = bixii = Parxzj == Brxi)-1) =0 = Zei =0
S [

para j=1,.,k:

M X C

% = 22()’,‘ = Bo = Bixii = Paxgi == Prxpi )=x ;) =0 = Zeixji =0
J

i=1 i=1
Las ecuaciones normales dan lugar a un sistema de k+/ ecuaciones con k+I/
incognitas.

Implicaciones de las ecuaciones normales:

a) los residuos deben tener media cero,
b) los residuos no deben estar relacionados con ninguna de las variables
explicativas.

Esto garantiza que en la descomposicion basica y;=y;+e; toda la informacion de la
relacién entre la variable respuesta y las variables explicativas estd recogida en y;,
mientras que el residuo e; contiene la parte de la respuesta que no esta relacionada
con las x;.
El sistema de k+1 ecuaciones con k+1 incognitas puede escribirse como:
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n

n n
Zyi =np, +:Blzx1i +o.t+ B, Zxki
P il il

n n n n

2
Zy,'xn = ﬁolei +ﬂ12xli ot By Zxkixli
il il P P

n n n n
zyi'XZi =p, Z'xZi +5 leiXZi ot By ZxkiXZi
= il il =

n n n n
_ 2
zyixki = ﬂozxki +ﬂ12xlixki +..t+ B, Zxki
= il P =
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y matricialmente:

1 L1y 1 T TR YRR ol
X X o X || [ X X o X, L ox, x, - xu| B
xkl xkl “. xkn yn 'xkl 'xk2 o 'xkn 1 xln 'x2n “. 'xkn IBk

—_— —_—
Y X p

Es decir: X’Y=X"XB
Asi, la estimacién del vector de parametros es: B = (X'X)"'X'Y

La condicién (6), rang(X)=k+1, implica que rang(X’X)=k+1 y, por tanto, que existe la
matriz inversa de X’X.
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Planteamiento del modelo:
Y=Xp+U, U~NM,(0,c2I)
Hiperplano de regresion:
Y=Xp, PB=X'X)'X'Y
Y = X(X'X)'X'Y =HY
| N

H
La matriz H recibe el nombre de proyector ortogonal (o hat matrix) y
es simétrica (H’=H) e idempotente (H2=H).

Residuos:
e=Y-Y=Y-HY =(I-HY
La matriz (I-H) se denomina proyector ortogonal complementario.

Observacion:
El proyector ortogonal I-H define un espacio ortogonal al definido por el proyector H.

Esto implica que ‘A('e:O, puesto que Y y e pertenecen a dos espacios distintos y
ortogonales.
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Ejercicio 14. (Consumo de 8 provincias espafiolas) El siguiente cuadro presenta
tres indicadores de consumo en 8 provincias espafiolas: un indicador global de
consumo (Y), un indicador del nimero de automaéviles (x;) y un indicador del niumero de
teléfonos (xy).

Provincia| Indicador de | Automoviles cada | Teléfonos cada
Consumo (y) 1000 hab. (x1) 1000 hab.(xy)
Avila 64 58 111
Palencia 78 84 131
Segovia 83 78 158
Burgos 88 81 147
Soria 89 82 121
Valladolid 99 102 165
Logrofio 101 85 174
Santander 102 102 169

a) Construir un modelo explicativo que relacione el indicador global con estos dos
indicadores de consumo.

b) ¢ Qué efecto produce sobre el consumo un aumento de una unidad en el nimero
de automéviles por cada 1000 habitantes?

c) ¢ Qué efecto produce sobre el consumo un aumento de una unidad en el nimero
de teléfonos por cada 1000 habitantes?
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Las matrices de datos son: nx, 2
1 58 111 64
1 84 131 78
1 78 158 83 v
8 672 1176 704 ny
1 81 147 88
X= 1 8 121 Y= %9 X'X=| 672 57822 100453 X'Y =| 60251
o 1S 0 1176 100453 176758 105288 X'X=| 672 [57822 100453 X'Y =||60251 \
1 85 174 101 1176/ 100453 (176758 105288
1 102 169 102 I’lﬁ
- 1
_ nxx,
nx; — nx,y
nx,
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La inversa de X’X es:
6.3482 —0.0317 -0.0242

(X'X)™" ={-0.0317 0.0015 —0.0007
—-0.0242 -0.0007 0.0005

y la estimacién de los parametros es:

B, 6.3482  —0.0317 —0.0242Y 704 9.0538
B=|A |=(X'X)"'X'Y=|-0.0317 00015 -0.0007| 60251 |=|0.5203
B, —0.0242 —0.0007 0.0005 \105288) (0.2397

El hiperplano de regresion estimado es: y=9.05+0.52x,+0.24x;

3. Propiedades de los estimadores de los parametros f;

a) ﬂ} tiene ley normal al ser funcién lineal de v.a. normales.
b) ﬁj es un estimador insesgado de f3;,
¢) La varianza de /}j es:
var(f3;)=0q;, siendo q; el(+1)-ésimo elemento de diag((X'X)™")

Estas propiedades se resumen en:
n ) )
Bi~N(Bj,0%q;), para j=0,,...k.

Observacion: a) se demuestra viendo que el estimador minimo-cuadratico se ha
obtenido como funcion lineal de las y; (que tenian ley normal). Es decir:

B=(X'X)'X'Y,
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3.1 Célculo de esperanzas

2
Recordemos que el modelo es: Y=Xp+U,  U~NM,(0,6°D)

A partir de la definicion del estimador minimo-cuadrético, tenemos que:
B=X'X)'X'Y=(X'X)"'X'XB+ U)=(X'X) ' X'Xp + X'X) ' X'U=p+CU
o4 2T a Y 2
=1 =C constante
y tomando esperanzas:
EPB)=EB+CU)=p+CEU)=8
=0
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3.2 Célculo de varianzas
La matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores B serd una matriz
(k+1Dx(k+1), simétrica, en cuya diagonal estaran las varianzas de cada #;

(G=0,1,....,k) y fuera de la diagonal estaran las covarianzas entre /’)jy B, para
I#.

Esta matriz se define como:

var(B) = E(B—EB)(B—E(B))")
Teniendo en cuenta que
EB)=p yque p=p+CU, donde C=(X'X)"'X",
sustituyendo en la definicion, se tiene que:
var(B) = E(CUU'C') = CE(UU")C'= ¢2CC'= o> (X'X) ' X'X(X'X) ' =62 (X'X) !
Nt/

:azln
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Si llamamos g;; (i,j=0,1, ...,k) a los elementos de la matriz X°X)™":

q00 401 " Yok
xx)! = q%o qfl qik con g;=qj; Vi)
qk0 49k1 c 9kk

entonces:
R ) )
Var(ﬁj)za q;;> paraj =0,1,....k,
A a ) . .
coij,ﬂ,)za qji para j,/=0.,,...,k, con j=l.
Puesto que, en general, & sera desconocida, en su lugar utilizaremos la varianza
residual. Entonces:
sk ¢,; Sera un estimador de la var(8))=c’q;
Observacion: En general, la matriz XX no sera diagonal, por lo que su inversa

tampoco lo sera. Esto implica que los estimadores #; no seran independientes,
pues sus covarianzas no seran nulas. Solamente seran independientes si X’X es

una matriz diagonal, lo que requiere que las variables explicativas tengan media
cero y covarianzas nulas.
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4. Estimacion de la varianza

El estimador maximo-verosimil de la varianza de la perturbacién aleatoria o esla
varianza residual:
n

2 1 2
k= Ze,

i=1

Matricialmente, si €=Y-Y es el vector columna de dimensién » que contiene
los residuos, entonces:
2 L,

sh= _klee=#(Y—Y)'(Y—?b#(Y—Xﬁ)'(Y—Xﬁ)

kl(YY Y'XB- BX'Y+B'XXB)
e

S (Y'Y~ Y'XB-B'X'Y + Y'X(X'X) ' X'XB)

n-

XY'Y-p'X'Y)

n-k—
Observacion: como en modelos anteriores, se puede demostrar que

nkl > 2
R_ Z ~ Xn—k-1
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. . 2
La esperanzay varianza del estimador S son:
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Ejercicio 15. Con los datos del Ejercicio 14 (consumo de 8 provincias espafiolas)
calcular la varianza residual y una estimacién de las varianzas y covarianzas
entre los coeficientes.

4
) 2, 20
E(sg)=07, var(sg) = n—tk—1 Del Ejercicio 14 sabemos que:
Estas se deducen a partir de la esperanza y varianza de la ley Gamma, teniendo - [9-0538 704
en cuenta que: p=|0.5203 X'Y =| 60251 Y= (64,78,83,88,89,99,101,102)'
k 0.2397 105288
7= Gamma(—}) = E(y})=k, var(y])=2k.
2 Calculamos:
64
78 704
Y'Y =(64,78,..,102)| ' |=63140, B'X'Y=(9.0538 0.5203 0.2397) 60251 |=62970.84
: 105288
102
Y la varianza residual es:
A 6314—-62970.84
53 = e'e= Y'Y-B'X'Y)=—— =727 3383
n-k-1 n-k-1 8-2-1
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Finalmente, la matriz de varianzas-covarianzas de ﬁ es:
6.3482 —0.0317 -0.0242 21476  —-1.0724 -0.8187
var() = s3(X'X)"" =33.83 —0.0317  0.0015 —0.0007 |=| —1.0724 0.0507 —0.0237
—0.0242 -0.0007 0.0005 -0.8187 -0.0237 0.0169
(lainversa de X’X se ha obtenido en el Ejercicio 14).

Las desviaciones tipicas de los coeficientes son las raices cuadradas de los
términos diagonales.

5. Prediccién

Un modelo de regresion mdltiple permite:
1)Estimar las medias condicionadas: Estimar las medias de las

distribuciones de y para cada valor de x,
2)Realizar pronosticos: Prever futuros valores de la variable respuesta.

Tanto la estimacion de la media como la prediccion de y se obtienen
sustituyendo en la ecuacién del hiperplano de regresion. Por tanto, sus
valores numéricos son idénticos.

Pero la precision de estas dos estimaciones es distinta y, por tanto, los
intervalos de confianza seran distintos.
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5.1. Estimacién de las medias condicionadas

Modelo: Y=Xp+U,  U~NM,(0,0°T)
E@x)=xp,

El nuevo parametro que se quiere estimar es la media de y condicionada a que

las variables explicattivas x; tomen un valor concreto x,'=(1,x;4Xzp,....Xw), €S
decir:

E@/x=x,)=x,’ p=my,
El estimador puntual de my, es:
Yn=x;"B
que tiene ley normal univariante, al ser combinacion lineal de las componentes de
un vector normal multivariante.

Proposicion: Yn = X;'B es un estimador insesgado de m,, cuya varianza es
var(y,) = ozvhh, donde vy, = xh'(X'X)’lxh
(Demostracion)
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Observaciones:
A A} -1
o Vi =%, X'X) "X, g5 el elemento A-ésimo de la diagonal del proyector H.
e Puede demostrarse que (apéndice 12, Pefia II):
Vph = Xh'(X'X)71Xh :l 1+(}h —i)'S;;(ih —i) 5
" dist.Mahalanobis

donde Xi'=(X17>%2555%k) | de manera que Xn'=(l X;') | Xes el vector de
medias de las k& variables explicativas y S, es su matriz de covarianzas.

e v, €s una medida de distancia del punto X;, al centro de gravedad X . Ademas,
2

Si ih =i:vhh = ! :>var()7h)=o-—
n

n

S~ 1 - o’
Si X, #2X=> vy, >—=var(y,) > —
n n

Cuanto mas alejado esté Xi de X, mayor sera la varianza var(Vs) y, por tanto,
menor serd la precision de la estimacion.

e Se define 7 =1/Vii como el n° equivalente de observaciones para estimar m;,

N 2/
Utilizando esta cantidad, Var(vy)=o /’lh-
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Intervalo de confianza para m,,
Utilizaremos la ley de probabilidad de su estimador puntual ¥» =Xx'B .

Caso 1: ¢ conocida,

—my,

Py~ Nmp, T | = 20N
”h G/Jnh

Caso 2: ¢° desconocida,

Inzmy
sr/ i

En general, se estara en la hipotesis del Caso 2, con lo que el I.C. para m,,

al (1-a)100% seréa:
A 1
LC.(my)=|y; ¥t 4 S
l—; ny

donde ¢, es el percentil (1-a/2)100% de la ley ¢ de Student con n-k-1 gr. libertad y
A 1 1
Vin - X" (X'X) Xy
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5.2 Prediccion de una nueva observacion (pronoéstico)
Se quiere prever el valor futuro de la variable respuesta cuando x=x,. Por tanto, se
tiene una nueva v.a.

yn=X; B+ uy;, donde uh~N(0,az) y es independiente de u,, u,, ..., u,.
La prediccion o pronéstico de la variable respuesta se obtiene sustituyendo en la
ecuacion del hiperplano de regresion:
Vn=xy'B
pero, ¢y si se quiere un intervalo de prediccion?

El intervalo de prediccion o de prondstico es un intervalo de valores probables para
la variable aleatoria y;. y al (1-0)100% es

o 1
YhE|YnFL o SR [1+—
1—5 ny

donde #;_,, es el percentil (1-0/2)100% de la ley ¢ de Student con n-k-1 gr. libertad y
R 1 1

n,=-=———-—s—
LA [P
o X, (X'X)x,
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¢ Como se deduce este intervalo?

Se considera la variable diferencia, es decir, el residuo e =i —J, que tiene ley
normal al ser combinacion lineal de normales.

Se obtienen su esperanza y varianza:
E(yp—n)=Ex;'B+u; —x,'B)=x,'B+0-x,'B=0
i i
=my =m
2
N n o 1
var(yy = $j) = var(y) + var(dy) = 07 +=—= 07| 1+—
np np
Observacion: La varianza se obtiene como suma de varianzas puesto que Yi:-Vs son
independientes al serlo u;, de u, u,,..., u,.

Por tanto, se tiene que:

Y=y ~ N[O,02[1+;j]: P Vh o))
n
h o [1+—
np

siempre que &’ sea conocida.
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Si o° es desconocida, entonces se sustituye por su estimador, y se tiene que:
Y= In

~ g
1
Sgl+—
ny

Puesto que esta sera la situacion habitual, el intervalo de prediccion para la respuesta

concreta yj, es:
. 1
V€|V Ft o S l+—
175 ny

N 1
Ve x;,"(X'X) Tx,
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Extrapolacion ocultay prediccion
En la estimacién de la respuesta media o la prediccién de nuevas respuestas en un
punto concreto x=x,, debemos ser extremadamente cautos con la extrapolacion.

e Si sblo se tiene en cuenta el producto cartesiano, es facil considerar la
prediccién para un punto que puede estar fuera de la nube de puntos con la que
se ha calculado el hiperplano de regresion (Extrapolacion ocultal!)

e Para evitar este problema, debemos cefiirnos al casco convexo (convex hull) de

las variables regresoras: el menor conjunto convexo que contiene a los n puntos
originales.

- — = producto cartesiano
(-2,1.5)x(-1.5,1)

casco convexo
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En general, cuando el nimero de variables regresoras es k >2, el casco convexo
resulta dificil de calcular.

Sin embargo, es posible calcular de forma sencilla un elipsoide que contiene al
casco conexo, de la forma siguiente:

Sea
Vimax = mMax {th }, donde Vpp = Xh'(X'X)71 Xy
1<h<n
entonces, el elipsoide de ecuacion:
X'(X'X) 'x < Viax> VX € R A+

contiene al casco convexo. (Atencién! Este elipsoide no es el menor de los elipsoides
gue contienen al casco convexo, pero si el mas sencillo de calcular.)

Para evitar en lo posible la extrapolacion, comprobaremos si el punto x;, para el que se
quiere realizar la prediccion se encuentra dentro de este elipsoide:

X, pertenece al elipsoide si se cumple que
X;’(X'X)il Xz < Vmax

(Véase el ejemplo "Prediccion”)




