Métodos de Regresion-Grado en Estadistica y Empresa

Tema 1. El modelo de regresion lineal simple

1. Introduccién
1.1 Covarianza
1.2 Correlacién

2. Hipotesis basicas

3. Estimacion por el método de los minimos cuadrado S
3.1 Estimacion de los parametros  B1 Yy Bo
3.2 Estimacion de la varianza o

4. Propiedades de los estimadores
4.1 Propiedades del estimador de f;
4.2 Propiedades del estimador de B,

5. Propiedades de la varianza residual

6. El coeficiente de determinacion

1/47

Métodos de Regresion-Grado en Estadistica y Empresa

1. Introduccién

Los métodos de la Matemética que estudian los fendmenos deterministas
relacionan una variable dependiente con diversas variables independientes:

4 - g(x17x2 ,...,Xk)

- El problema se reduce a resolver un sistema lineal, una ecuacion
diferencial, un sistema no lineal...

Las Ciencias Experimentales han revelado la poca fiabilidad de las
relaciones deterministas . En tales Ciencias el azar, la aleatoriedad, la
variabilidad individual, las variables no controladas,... justifican el planteo de
la ecuacion fundamental

| “observacion” = "modelo” + error aleatorio” |

modelo < su estructura queda fijada por el experimentador teniendo en
cuenta las condiciones de su experimento.

error aleatorio < el experimentador debe tener en cuenta la desviacion
gue existe entre lo que observa y lo que espera observar segun el modelo.
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En los Modelos de Regresion:

Modelo: funcién lineal de unos parametros.

vi =B TBx;tBx, et Bxt oy
—~ - ~ — —~
observacion modelo error aleatorio

Objetivo: A partir de una muestra de tamafio n de una cierta
poblacién, determinar los parametros para poder:

1) hacer extensible el modelo a toda la poblacién,
2) poder predecir nuevos valores de la variable dependiente.
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Ejemplo 1. Densidad del trafico.

Sabemos que cuantos mas coches circulan por una carretera, menor
es la velocidad del tréafico.

El estudio de este problema tiene como objetivo la mejora del
transporte y la reduccién del tiempo de viaje.

Densidad="namero de vehiculos por km”
Velocidad="velocidad del vehiculo en km/h”"

Como la congestién afecta a la velocidad, estamos interesados en
determinar el efecto de la densidad en la velocidad.
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Ejemplo 1. Densidad del tréafico.

Plot of velocidad vs densidad
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Modelos que podemos plantear:
(Llamamos Y a la velocidad y X a la densidad)
1. Y=a+Db X +"error”
2. Y=a+b X +c X?+ “error”
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Ejemplo 2. Esperanza de vida.
¢ Existe algun tipo de relacién entre la esperanza de vida de la mujer y el nUmero de nacimientos
cada 1000 habitantes?

lifeexpf= "esperanza de vida de las mujeres”
birthrate= "nimero de nacimientos cada 1000 habitantes" (datos de 1992)

Country lifeexpf birthrate
Somalia 55 46
Tanzania 55 50
Zambia 59 48
Zaire 56 45
Algeria 68 31
Namibia 63 45
Burkina Faso 53 50
Cuba 79 18
Equador 72 28
North Korea 72 24
Mongolia 68 34
Thailand 71 20
Turkey 72 28
France 82 13

Netherlands 81 13
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Ejemplo 2. Esperanza de vida.

Plot of lifeexpf vs birthrate
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Modelo que podemos plantear:
(Llamamos Y a la esperanza de vida y X a los nacimientos)

Y=a+ b X +"error”
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1.1 Covarianza

En la practica muchas relaciones que analizaremos seran débiles y no bastara ver su
grafico, sino que ademas tendremos que medir la magnitud o el grado de relacion
lineal entre estas variables.

Dos de las medidas mas utilizadas para datos bivariantes que sirven
para cuantificar el grado de relacién lineal son:

* La covarianza
» El coeficiente de correlacion lineal de Pearson

Dados n pares de valores (x;, ¥1), (X2, V2), .., (X» V4), que corresponden
a la observacion de dos variables X e Y sobre » individuos, se define la
covarianza muestral entre X e Y como:

S =2 (5 =90 =)

donde
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Ejercicio: Demostrar que

I & _ N _
Sxy :;Z(xi — X))y, — ) :;inyi —XYy
i=1 i=1

Interpretacion geométrica de la covarianza

Consideremos una nube de puntos formada por los » pares de datos
x5, v1), (x2 y2), ..., (xu, V). El centro de gravedad de esta nube de

puntos, que es (X,)), divide a la nube en cuatro cuadrantes.

Los puntos que se encuentran en el primer y tercer cuadrante
contribuyen positivamente a syy, mientras que los puntos que estan en

el segundo y cuarto cuadrantes, lo hacen negativamente.
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Figure 1: Interpretacion geométrica de la covarianza. Relacion lineal entre

rariables.
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» Si hay mas puntos en el tercer y primer cuadrantes, entonces syy > 0, lo
gue puede interpretarse como que la variable Y tiende a aumentar

cuando lo hace X.

* Si hay mas puntos en el segundo y cuarto cuadrantes, entonces syy < 0,

lo que puede interpretarse como que la variable Y tiende a disminuir

cuando X aumenta.
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Figure 2: Interpretacion geométrica de la covarianza. Relacion no lineal
entre variables.

» Silos puntos se reparten con igual intensidad alrededor del centro de
gravedad, entonces se tendra que syy = 0, lo que indicara que no hay
relacion lineal entre las variables.

Atencion : Esto no significa que no pueda existir otro tipo de relacion
entre ambas variables.
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La covarianza presenta los siguientes inconvenientes:
1)depende de las unidades de medida de las variables,
2)no esta acotada ni superior ni inferiormente.

Proposicion:  Si (x;, vi), (X2, ¥2), ..., (X ¥») €S una muestra de tamafio
n de la variable bidimensional (X,Y), y a, b son dos valores reales,
entonces:

Sx atby — b Sy

Demostracién (pizarra)
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1.2 Correlacion

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson es una medida

adimensional de la variacién conjunta de dos variables.
Se define como:

SxSy
donde

I _ I _
S?(:;Z(xi_x)za S}%:;Z(yi_y)z
i=1 i=1

Propiedades:
* Es una medida acotada: -/ <ryy< 1.

* No se ve afectado por traslaciones ni por cambios de escala (del

mismo signo), es decir: 7y, a+sy = Lyys U0 >0.

* Su signo coincide con el signo de syy e indica el tipo de

dependencia entre X e Y.
« Si| ryy|=1 = correlacion méaxima entre X e Y.

» Si ryy=0 = no existe relacion lineal entre X e Y, y se dice que las

variables estan incorreladas.

13/47

Métodos de Regresion-Grado en Estadistica y Empresa

14/47

Ejercicio 1. Con los datos del ejemplo 2 (esperanza de vida), calcula la covarianza y el coeficiente
de correlacion lineal.

Country lifeexpf (y) birthrate (x)
Somalia 55 46
Tanzania 55 50
Zambia 59 48
Zaire 56 45
Algeria 68 31
Namibia 63 45
Burkina Faso 53 50
Cuba 79 18
Equador 72 28
North Korea 72 24
Mongolia 68 34
Thailand 71 20
Turkey 72 28
France 82 13

Netherlands 81 13
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Solucién Ejercicio 1.

y X Xy X"2 y"2

Somalia 55 46 2530 2116 3025
Tanzania 55 50 2750 2500 3025
Zambia 59 48 2832 2304 3481
Zaire 56 45 2520 2025 3136
Algeria 68 31 2108 961 4624
Namibia 63 45 2835 2025 3969
Burkina

Faso 53 50 2650 2500 2809
Cuba 79 18 1422 324 6241
Equador 72 28 2016 784 5184
North Korea 72 24 1728 576 5184
Mongolia 68 34 2312 1156 4624
Thailand 71 20 1420 400 5041
Turkey 72 28 2016 784 5184
France 82 13 1066 169 6724
Netherlands 81 13 1053 169 6561
total 1006 493 31258 18793 68812

medias 67,07 32,87 2083,87 1252,87 4587,47

varianzas 89,53 172,65 covarianza -120,39
correlacién -0,97
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Ejercicio 2. Calcular el coeficiente de correlacion para los datos de la tabla siguiente:

y
5

7
8
13
14

n |0 s wN|x

Como cambiara el coeficiente de correlacion si:
a) sumamos 5 a la variable x.
b) sumamos 5 a ambas variables.

c) intercambiamos los valores de x por los de y.

Ejercicio 3. ¢Cudl seria el coeficiente de correlacion entre las edades de los conyuges si las
mujeres siempre se casaran con hombres 2 afios mayores que ellas?
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2. Hipotesis bésicas
Los factores que influyen en la variable respuesta y pueden dividirse en:

1)Un primer grupo que contiene a una variable x, independiente , no aleatoria y
conocida al observar y.

2) Un segundo grupo de multiples factores que afectan a y, cada uno en pequefas
cantidades, que se denomina perturbacion aleatoria o error aleatorio .

yi= Bot+fBix; + U
— -
primer grupo segundo grupo
V;, u; son variables aleatorias,

X; es una variable predeterminada con valores conocidos,
Lo, f; son parametros desconocidos.

Modelo general  y; = g(Xyj, X955 X;)
Hipotesis inicial  y; = g1(xy;) + g2 (X955, X,7)
Aproximacion  y; = By + Bix; tu;
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Se establecen las siguientes hipotesis para la perturbacion aleatoria

a)Tiene esperanza nula:
E(w;)=0
b) Tiene varianza constante (homocedasticidad )y no depende de x:

var(u;) = o’

c) Como consecuencia del TLC tiene distribucién normal:
u; ~ N(0,0°)

d)Las perturbaciones son independientes (dos a dos):
E(uju;)=EW)E(u;), Ui#j

Pregunta: ¢cuanto vale la covarianza entre dos perturbaciones cualesquiera?

Observaciones:
1) Las condiciones a), b), ¢) y d) se resumen diciendo que u;, u,, ..., u, Son n v.a.

2
i.i.d. con ley normal NV(0,07)
2) Las condiciones a), b), d) se denominan condiciones de Gauss-Markov
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Estas cuatro condiciones inducen la siguiente estructura sobre la variable respuesta y:

a’) La esperanza de y depende linealmente de x:

E(y;)=E(By + Bix; +u;) =By + Bix; + E(u;)
%/_/ Hf_/
constante =0

Py es el valor medio de y cuando x vale 0,
[; es el incremento que experimenta la media de y cuando x aumenta en una
unidad.

b’) La varianza de y es constante:
var(y;) = var(By + Bix; +u;) = var(u;) = 0
\_W__J
constante

2 :
0" es la varianza del modelo.
c’) Para cada valor de x, la respuesta y tiene ley normal:

y‘x:xi ~ N(IBO + lglxiaa-z)

Pregunta : ¢ Son las y; idénticamente distribuidas?
d’) Las y; son independientes dos a dos.
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Consideraciones importantes

* La hipotesis principal del modelo es que la media de la ley de la respuesta , para x
fija, varia linealmente con x. Esta hip6tesis debe comprobarse siempre, pues
condiciona toda la construccién del modelo

» La utilidad del modelo lineal radica en que muchas relaciones no lineales puede
convertirse en lineales transformando las variables adecuadamente . Una relacion
lineal debe considerarse como una aproximacion simple , en un rango de valores
limitado, de una relacién mas compleja. Por tanto, sera necesario tener presente:

1) Elrango de valores dentro del cual se va a trabajar,
2) El peligro de extrapolar una relaciéon fuera de ese rango.
» ¢ Cuando no se cumpliran las condiciones de Gauss-Mar  kov ?

La condicidon a) no sera cierta si existen observaciones tomadas en condiciones
heterogéneas con el resto. Esto puede comprobarse mediante un analisis de
residuos del modelo, y es importante porque una Unica observacion atipica puede
tener gran influencia en la estimacion

La condicion b) no se cumplird si la variabilidad de y depende de la media de y
(heterocedasticidad ).
La condicion d) es esperable en situaciones estaticas (todas las observaciones

corresponden al mismo periodo temporal), pero casi nunca en situaciones
dinamicas , donde la variable respuesta se mide a lo largo del tiempo.
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3. Estimacion por el método de los minimos cuadrado s

3.1 Estimacion de los parametros  f5;y fy

Dadas n observaciones (x,,y;), ..., (x,),) €l método de los minimos cuadrados
(MMC) selecciona como estimacion de la recta poblacional

yi = Bo *+ Bix; tu;
a la recta de regresion

Vi =By + Bix;

donde

A S A N
- Xy - = =
ﬂl_ 29180_y_ﬂ1x
S.x

gue estima el valor medio de y, para cada valor de x.

Demostracién (obtencién de las ecuaciones normales en la pizarra)
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Ejercicio 4. Con los datos del ejemplo 1 (densidad del trafico) encontrar la recta de regresion que
mejor ajusta la velocidad en funcién de la densidad del trafico. Por razones que se verdn mas
adelante, tomar la raiz cuadrada de la velocidad.

densidad raiz(velocidad)|densidad raiz(velocidad)
X y X y
12,7 7,90 18,3 7,16
17 7,12 19,1 7,13
66 4,14 16,5 7,40
50 5,09 22,2 6,82
87,8 3,52 18,6 6,80
81,4 3,66 66 4,11
75,6 3,70 60,3 4,45
66,2 4,23 56 4,60
81,1 3,71 66,3 4,28
62,8 4,23 61,7 4,24
77 3,97 66,6 4,07
89,6 3,55 67,8 4,28
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grafico de dispersion
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densidad raiz(velocidad)
X y X2 y"2 Xy
12,7 7,90 161,29 62,40 100,32
17 7,12 289 50,70 121,05
66 4,14 4356 17,10 272,92
50 5,09 2500 25,90 254,46
87,8 3,52 7708,84 12,40 309,18
81,4 3,66 6625,96 13,40 297,97
75,6 3,70 5715,36 13,70 279,82
66,2 4,23 4382,44 17,90 280,08
81,1 3,71 6577,21 13,80 301,27
62,8 4,23 3943,84 17,90 265,70
77 3,97 5929 15,80 306,07
89,6 3,55 8028,16 12,60 318,05
18,3 7,16 334,89 51,20 130,94
19,1 7,13 364,81 50,80 136,13
16,5 7,40 272,25 54,70 122,03
22,2 6,82 492,84 46,50 151,38
18,6 6,80 345,96 46,30 126,56
66 4,11 4356 16,90 271,32
60,3 4,45 3636,09 19,80 268,32
56 4,60 3136 21,20 257,84
66,3 4,28 4395,69 18,30 283,62
61,7 4,24 3806,89 18,00 261,77
66,6 4,07 4435,56 16,60 271,35
67,8 4,28 4596,84 18,30 290,04
1306,6 120,17 86390,92 652,2 5678,21
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X y X"2 y"2 Xy
medias 54,44 5,01 3599,62 27,18 236,59
varianzas 635,73 2,10
covarianza -36,00
correlacion  -0,98
coeficientes Bo 8,09

B1 -0,06

10,00

Recta de regresion

8,00

raiz(velocidad)

2,00

6.00 \"»\
4,00 \’MW

0,00 \

40

densidad del trafico

60 80 100
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densidad raiz(velocidad)| modelo
X y y=Bo+PB1x residuo
12,7 7,90 7,37 0,53
17 7,12 7,13 -0,01
66 4,14 4,35 -0,22
50 5,09 5,26 -0,17
87,8 3,52 3,12 0,40
81,4 3,66 3,48 0,18
75,6 3,70 3,81 -0,11
66,2 4,23 4,34 -0,11
81,1 3,71 3,50 0,22
62,8 4,23 4,53 -0,30
77 3,97 3,73 0,25
89,6 3,55 3,02 0,53
18,3 7,16 7,05 0,10
19,1 7,13 7,01 0,12
16,5 7,40 7,16 0,24
22,2 6,82 6,83 -0,01
18,6 6,80 7,04 -0,23
66 4,11 4,35 -0,24
60,3 4,45 4,68 -0,23
56 4,60 4,92 -0,31
66,3 4,28 4,34 -0,06
61,7 4,24 4,60 -0,35
66,6 4,07 4,32 -0,24
67,8 4,28 4,25 0,03
1306,6 120,17 120,17 0,00

Observaciones:

(1) La suma de los residuos es cero.
(2) La suma de los valores de y
coincide con la suma de los valores
dey.
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3.2 Estimacion de la varianza ¢°

La desviacion tipica de la perturbacion, o, mide la precision del ajuste de la
recta de regresion. Para medir la variabilidad de los puntos alrededor de la recta
utilizaremos la desviacion tipica residual (estimador de o).

Se define la varianza residual como:

2 _ 1 2
SR_n_zzei

i=1

donde € =i ~JVison los residuos del modelo.

Se divide por n-2 (y no por n), porque los residuos no son independientes
pues las ecuaciones normales inducen dos restricciones sobre ellos:

n n
Zei :0, Zeixi =0.
i=1 i=1

Por tanto, solamente hay »n-2 valores independientes o n-2 grados de libertad

Métodos de Regresion-Grado en Estadistica y Empresa 28/47

Observacion: En la préactica, existe otra forma para calcular la varianza residual, sin
utilizar explicitamente los residuos:

2_p22
n(sy, = B sy

n—2

s =
Demostracion (pizarra).

2
Atencién: SR es una varianza y, por tanto, su valor debe ser siempre positivo . Si al
calcularlo aparecen valores negativos, sera debido a errores de redondeo. En caso de
que esto ocurriera, se debe tomar una mayor precision decimal en las estimaciones
P22 2

285 8% |

Consideraciones importantes:
» La recta de regresion y la desviacion tipica residual juegan el mismo papel que la
media y la desviacion tipica de una distribucion de datos:

la recta de regresion indica el valor medio de y para cada valor de x,
mientras que la desviacion tipica residual mide la desviacion promedio
de las observaciones alrededor de la recta.
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Ejemplo: Hallar la varianza y desviacion tipica residual del Ejemplo 1
(densidad del tréafico).

Recordemos que para este ejemplo n=24, y ademas habiamos
calculado

s? =635.73, s> =2.10, 3’ =—0.057.

Entonces, sustituyendo en la férmula anterior, obtenemos que la
varianza residual es igual a:
2

o s - Bis?) _ 24(2.10 - (-0.057)*635.73)

= =0.0377
n—2 24 -2
y la desviacion tipica residual sera su raiz cuadrada.
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4. Propiedades de los estimadores de los parametros S,y Sy

Si se toman muestras de y manteniendo constantes los valores de x, y para cada

muestra se calculan los estimadores 5,8y sz, éstos tomaran valores distintos de

una muestra a otra . Se trata pues de variables aletaorias vy, por tanto, tienen una
distribucion de probabilidad en el muestreo.

Las propiedades de los estimadores B,y consisten en determinar su esperanza,
varianza y distribucién de probabilidad en el muestreo.

4.1 Propiedades del coeficiente de regresion B, (demostraciones en la pizarra)
a) B tiene ley normal al ser combinacion lineal de v.a. normales.
b) B es un estimador insesgado del parametro 5.

c) B es el estimador mas eficiente del parametro B3,. La varianza de B es:
2

A g
var(B) =—
ns-

X

cuyo estimador es

2 2 _p22
2 _SkR _ Sy TP1S
Sp T T T S0
B nst (n—2)s%
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La varianza de B, indica el error de estimacion del parametro 5. Asi, de la férmula

se deduce que:
5.12 El error en la estimacién de la pendiente es mayor

1)El error aumenta al cuando los puntos estin muy préximos (caso b)
aur_nentar la i : limite de rectas posible limite de rectas posible
varianza residual,

para x fijo,
2)El error disminuye
al aumentar la
dispersion de x,
3)El error disminuye

al aumentar el
tamafio muestral.
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4.2 Propiedades del estimador ,[30

a) B, tiene ley normal al ser combinacion lineal de v.a. normales.
b) B, es un estimador insesgado del parametro 5, .

c) La varianza de B, puede expresarse como suma de dos términos:

2 =2
X

~ g
var(f)) =—| 1+—
n s

X

. , . 2 . .z o
El primer término es 0 /n gue es el error de estimacion de V.
2

. g 5 _ Aye2 L. . .,
El segundo término, s X" =var(B)x , tiene en cuenta que el error de estimacion de

X

la pendiente de la recta se transmite a la ordenada en el origen en funcion de lo
alejado que se encuentre X del origen (aumenta a medida que aumenta X ).
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Conclusiones:

Para una muestra concreta,
« el valor calculado para 5 puede interpretarse como un valor extraido al azar de
. . ., . . 2 2 . .
una distribucion normal de media B, y varianza 0 /(nSx). Esto equivale a decir

gue el estimador
2
~ o
B ~ N(Iglﬂ_zj
ns

X

« el valor calculado para B,puede interpretarse como un valor extraido al azar de

2 =2
o X
. . ., . . — 1+ — . .
una distribucion normal de media 5, y varianza n (1 2 j Esto equivale a decir
X
gue el estimador
2 =2
o X
,80 N IBO’ [1+_2J
n S
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Relacion entre los estimadores By B

Tal como se ha obtenido ,[3’0 :f‘ﬁlf, esta claro que ﬁoyﬂl no son independientes

Puede demostrarse que:
2

A A xXO _ A
cov(B3,,5) =- T —X var(f3,)
ns.
De donde se deduce que:
o _ B e
1)si X >0, la covarianza Figura 5.14 Relacion entre 3,y 3,

es negativa, indicando
que errores por exceso
en la pendiente

produciran errores por

defectoen ),y
viceversa.

2)La dependencia
disminuye con Xy con
los factores que
contribuyen a estimar la
pendiente con mayor
precision.
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5. Propiedades de la varianza residual

Recordemos que solamente hay n-2 residuos independientes.

Puede demostrarse (lo veremos en general, cuando estudiemos el modelo de
regresion lineal multiple) que la suma cuadratica de los residuos de variables normales
divida por o’ tiene ley chi-cuadrado con los grados de libertad que tengan los residuos.

n 2
1 2 2 (n=2)sg 2
Z e ~ Xn-2 = ~ Xn-2
2 — 2
ag -

. . 2
La esperanza y varianza del estimador Sz son:

20"

E(s3) =07, var(sy) = .
n-2

k
(Se deducen a partir de la esperanza y varianza de la ley Gamma X; = Gamma(E,ZJ = E(X;) =k, var(x;) =2k.)
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Propiedades de los estimadores y su  dependencia de las hipétesis basicas

Paréa- Estimador Esperanza Varianza Distribucion
metro
o’ 7Y
~ X
A var(f) =—|1-| — Normal
Bo | B=y-B= EB)=A, S U
0 1 . .
Linealidad Homocedasticidad | Normalidad
Independencia
~ 0‘2
A Var(ﬁ) =
8 B = Sy EB)=p, Vs Normal
52 Linealidad Homocedasticidad -
x . Normalidad
Independencia
. _ 20° (n=2)s» o
,, E(s) =0 var(sy) =~ o=,
o Zef Linealidad Linealidad Linealidad
Sk ::j Homocedasticidad | Homocedasticidad Homocedasticidad
Independencia | Independencia Independencia
Normalidad Normalidad

El incumplimiento de las hipétesis basicas afecta la estimaciéon de los parametros.
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Descomposicién de la variabilidad: Relacion fundame ntal de la regresion

Z(yi _J_/)Z :Z(j}i _)7)2 +Z(yi _331')2
i=1 i=1 i=1

J J

Vv~ Vv~ VvV~

2 VE VNE

Esta relacion nos dice que la variabilidad de y (VT) descompone en dos términos
independientes:

VE: contiene la variabilidad explicada o recogida en el modelo de regresion.

VNE: contiene la variabilidad no explicada por el modelo de regresion, que es debido
al caracter estocéstico de la relacién.
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Demostracion de la relacion fundamental de la regresion:
VT :Z(yi _J_’)z :Z(yi -Vt _)_})2
i=1 i=1

= Z(yi _);i)z +Z(j>i _)_7)2 +2Z (yi _.),}i)(.);i _)_/)
i=1 i=1 i=1

=07

D0 =G =)= Y 0 =By = Bxi)Bo + Bixi = Bo = B
i=1

=B i =By = B == B ) i = Bt =9 = BBy D (5 = %)
=0

::[;IZ(yi = Bix;)(x; = %) ::[;IZ(yixi - yi% = Bix} + Bix;%)

=Bin(xy =% 5= Bix* + Bix*)=Bin(syy, — Bis2) =0
=0
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Es conveniente descomponer la varianza en una tabla ADEVA (analisis de la varianza) o
ANOVA (analysis of variace) de la forma siguiente:

VT =) (v, =) =ns,

i=1

VNE :Z(yi _)A;i)z :Zeiz :(n—Z)SIZQ :n(Si - A12S§)
i=l

i=1

VE =VT -VNE = nsi —n(si - Alzsi) = n,@lzsf

Tabla ANOVA:
Fuente de |Sumas de Grados Cociente o varianza
variacion Cuadrados de libertad
VE nfB3s> 1 nf3s? /1
VNE (n—=2)s; n-2 (n=2)s3 /(n=2)=s,
VT ns; n-1
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Ejemplo. Con los datos del Ejemplo 1 (densidad del trafico) encontrar la tabla ADEVA (ANOVA).

Recordemos que x=densidad del trafico, y=raiz cuadrada de la velocidad.

n=24, 3y,=120.17, 3 x, =1306.6,

i=1 i=1

Zn: y, =652.2, Zn:xf =86390.92, z":x,. y, =5678.21,

i=1 i=1 i=1

B =-0.057.

Para construir la tabla ANOVA vamos a calcular primero s, syz y SR

- 2
i S 86390.92 _(1306.6)" _ . -
24
., =, 6522 (120.17Y
=y’ -3% = - =2.10
BTYTY Ty 24

n S2 _ Azsz
@ 2 TAS) 2400 10 (20.57)%635.73) = 0.0377
n-2 2
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La tabla ANOVA es:

Fuente de |Sumas de Grados de libertad Cociente o varianza
variacion Cuadrados

VE nfBls? =49.5717 1 49.5717

VNE (n—=2)s; =0.8294 (n-1)-1=23-1=22 0.0377

VT ns; =50.4 n-1=23
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Observacion: Generalmente se calculan solamente VE y VT y se obtiene VNE=VT-VE.
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6. El coeficiente de determinacion

La varianza residual es un indice de precision de la recta de regresion, pero no es Uutil
para comparar rectas de regresion  de variables distintas, porque depende de las
unidades de medida de la variable respuesta.

Una medida méas adecuada del ajuste es la proporcion de variabilidad explicada . Se
define el coeficiente de determinacion  del modelo como:

e 2
2 — — =l

VT < —\2
PUCESD)
i=1
En la préactica, utilizaremos la siguiente expresion:
R2 2 2
npf’s PO
2 _ 1°x — N2 °x
R A
y y

Ejercicio: Expresar el coeficiente de determinacion en funcion de la varianza residual.
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Relacion entre el coeficiente de determinacion
y el coeficiente de correlacion lineal de Pearson

A _ 2 _ A 2
Puesto que B = Sxy/sx , entonces Sy ~ Bis; y, por tanto:

N 2
— Sxy — ﬁlsx - /] Sx
r o= = =6 —=
S8, 8.8, S,

elevando al cuadrado, tenemos que:

A

2 _ >
rF=p

:R2

ra|o;
= ON= N

5 2 _ 2 _ 2
Atencion: ¥ =R = r=x+vR
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Propiedades del coeficiente de determinacion

_VE _VT-VNE _ _VNE
VT VT VT

R2

1) 0sR’<1
R? =0, al ser un cociente de varianzas,
R’ <1,puesto que VE < VT =VE +VNE

2) Si R’ =1:>VE=VT:>VNE=O:>s§ =0
es decir, todos los residuos son cero

3) Si R°=0=VE=0=VNE=VT
la variacion de y no es debida a x, sin0 al error.
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Ejemplo. Con los datos del Ejemplo 1 (densidad del trafico) encontrar el valor del
coeficiente de determinacién e interpretarlo.

_VE _49.5717
VT 504

R’ =0.9835 = 98.35%

El modelo y=8.09-0.057x resume el 98.35% de la variabilidad de y. Queda sin explicar
el 100-98.35=1.65% de la variabilidad de los datos.

La velocidad de los vehiculos queda explicada por la densidad del trafico en un
98.35%. La influencia de otros factores en la velocidad es del 1.65%.
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Ejercicio 5 (longitud de la linea de la mano). En un estudio para relacionar la
longitud de la linea de la vida en la mano izquierda y la vida de una persona, se han
observado los siguientes datos de 50 personas con los siguientes resultados:

x= longitud de linea (en cm)

y= edad al morir (en afios)

0 50 50
Zyl_ = 3333, Zyiz = 231933, inyi :30549’

i=1 i=1 i=1

50 50 )
D x,=459.9, > x” =4308.57.
i=l i=l
a) Se pide construir una recta de regresion de y sobre x y encontrar la varianza
residual.
b) Descomponer la variabilidad y expresarla en una tabla ADEVA (ANOVA).
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Ejercicio 6 (salario-escolarizacion). Un investigador considera que el salario que
percibe un individuo es funciéon lineal de sus afios de escolarizacién, esto es,
Y, =B, +Bx, +u,, donde y; representa el salario mensual del individuo i-ésimo, x; los
afos de estudio de dicho individuo y u; es el término de error, que supondremos que
verifica las hipotesis habituales del modelo de regresion. El investigador ha obtenido
una muestra aleatoria de 100 individuos, de la que conocemos la siguiente informacion:

100 100 ) 100
Dy, =1180, Yy =25543, > x,y, =13469,
i=l i=l i=l
100 100 )
D x,=1000, > x’ =12820.
i=1 i=1
Se pide:
a) Obtener estimadores insesgados de los parametros Sy f; Y o’, asi como el
coeficiente de determinacion. Interpretar los resultados.
b) Hallar la descomposicion de la variabilidad (tabla ADEVA).




