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1 Vectores de R"

1.1 Definiciones basicas
x = (z1,...,x,)" vector de R"

Producto escalar o producto interno de dos vectores:

n
Xy=y'x= inyi €R, parax,y €R".
i=1
Norma o longitud de un vector:
" 1/2
[[x]| = (x' X)1/2 = ZJU? € R, paraxeR".
i=1

Angulo entre dos vectores:

/

A
cosf = L A = 6 = arccos (i>
1| Iyl x| [y
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Dos vectores sor ortogonales si y sélo si su producto escalar es cero,

es decir: x,y € R™ son ortogonales < x'y = 0.

Observemos que si X'y = 0, entonces cos =0 =0 = 7/2.
Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

x,y R, X'yl < |||yl
Demostracion:
puesto que |cosf| < 1, se tiene que

/
X'yl

|cosf] = ———— < 1.
1| Iyl
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1.2 Dependencia lineal

Un conjunto de vectores x1,X2,...,X, es linealmente
independiente si la tnica combinacion lineal nula es aquella en la
que todos los escalares son idénticamente cero, es decir,
P
X1,X2,...,Xp son Li. & E cxi=0=c¢c,=0parat=1,...,p.
i=1
En caso contrario diremos que el conjunto de vectores es

linealmente dependiente (1.d.).

En Estadistica un conjunto de vectores l.i. corresponde a un conjunto
de variables que no estan relacionadas linealmente de forma exacta.
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2 Matrices

2.1 Rango de una matriz

Sea A, , una matriz de n filas y p columnas.

El rango de A es el nimero méximo de vectores (fila o columna)
linealmente independientes que contiene la matriz.

En general, se verifica que:
1. rang(Anxp) < min{n,p},
2. sirang(A,xp) = min{n,p} se dice que A es de rango completo,
3. rang(A,xp + Brxp) < rang(A,x,) + rang(Bpxp),
4. rang(A, xp Bpxm) < min{rang(A,xp), rang(Byxm)},
5. rang(A’ A) = rang(A A’) = rang(A).
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2.2 Matrices cuadradas

Una matriz A, x, es cuadrada si n = p, y este niimero se denomina
orden de la matriz.

Una matriz cuadrada A = (aij)1<i,j<n €s simétrica si a;; = aj; para
todo 7,5 =1,...,n. Si A es simétrica, entonces A = A’.

Una clase de matrices simétricas muy importante son las matrices
diagonales, que sé6lo tienen términos no nulos en la diagonal

principal:
di 0 0
0 da 0
D = diag(di,da, ..., dn) =
0 0 dn

La matriz identidad es una caso particular de matriz diagonal:
I=diag(1,1,...,1).
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Los productos A A’ y A’ A dan lugar a matrices simétricas.

Las matrices cuadradas apareceran de forma natural cuando
consideremos estos productos en matrices de datos.

Como veremos, las matrices de covarianzas serdn del tipo A A’.
Otra matriz simétrica que utilizaremos serd la matriz de

correlaciones.

Sobre las matrices cuadradas podemos definir dos medidas escalares
que resumen su tamano global: el determinante y la traza. Ambas
son medidas relativas, puesto que se modifican cuando se multiplica
la matriz por una constante.
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Determinante de una matriz

. . ai;p a2
Si A es una matriz de orden 2, A = , entonces
a1 ag2

el determinante de A es det(A) = |A| = a11 a2 — ag1 aja.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces
n
det(A) = [A] =) ai; (1) myy,
j=1

donde m;; es el menor del elemento a;;, es decir el determinante de
la matriz de orden n — 1 que resulta de eliminar la fila i-ésima y la

columna j-ésima de la matriz A.
Se denomina adjunto de a;; al escalar (—1)"7 m;;.

Se verifica que cuinto mayor es el determinante de una matriz, mayor

es la independencia entre los vectores que la forman.
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Si D = diag(ds, ..., d,), entonces det(D) =[], d;.

Si A es una matriz triangular superior de orden n,

a11 Q12 . A1n
0 a2 ... Q2n

A= ,
0 0 ... apn

entonces det(A) = [, ai;.
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Propiedades de los determinantes
Sean A y B dos matrices de orden n:
1. A € R, entonces det(A A) = A" det(A),
2. det(A’) = det(A),
3. det(A B) = det(A) det(B),

4. Si permutamos dos filas (o dos columnas) entre si, el

determinante cambia sélo su signo.

5. Si una fila (0 una columna) es combinacién lineal de las
restantes, entonces rang(A) < ny det(A) = 0.
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Traza de una matriz

La traza de una matriz cuadrada A, «, es la suma de los elementos
de su diagonal, es decir, tr(A) = 37" | a;i.

Propiedades de la traza
1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B), siempre que A y B sean matrices
cuadradas del mismo orden,
2. 0eR, tr(AA) = A tr(A),
3. tr(ABC) =tr(BCA) = tr(C A B), siempre que estos productos
puedan realizarse,
4. si A es simétrica, tr(A?) =tr(AA) =31 | Z?:1 a;.

La traza es una medida global de tamano de la matriz, que a
diferencia de determiante, no tiene en cuenta las relaciones entre
vectores.

11
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Rango de una matriz cuadrada
Si A, xn, se tiene que rang(A) < n.
Cuando rang(A) < n se dice que A es singular.

1. Si A, B, C son matrices cuadradas de orden n, tales que By C
son no singulares (es decir, rang(B) = rang(C) = n), entonces:

rang(B A C) = rang(A).

Es decir, multiplicar una matriz A por la derecha y/o por la

izquierda por matrices no singulares no altera su rango.

2. Si A y B son matrices cuadradas de orden n y AB = 0,
entonces rang(A) + rang(B) < n.
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Formas cuadraticas

Si transformamos un vector x mediante una transformacién lineal

y = B x, la norma al cuadrado del nuevo vector sera:
lyl?=yy=xB Bx=x"Ax>0,
donde A = B’ B es una matriz cuadrada y simétrica.

Llamaremos forma cuadratica a una expresién escalar del tipo
x’ A x, donde x es un vector y A es una matriz cuadrada y simétrica.
La forma cuadratica es siempre un escalar.

Su expresion general es:
n n n
x Ax = E a2+ 2 E E Qij T; Tj,
i=1 i=1 j=i+1

donde X = (.131,.%27 e ,In),, A = (aij)1§i7j§n.
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Diremos que una matriz A es semidefinida positiva si cualquier
forma cuadratica formada a partir de ella es un niimero no negativo,

para cualquier x # 6, es decir:
A>0ex'Ax>0, Vx#0.

Si la forma cuadrética es siempre un nimero positivo, diremos que A
es definida positiva, es decir:

A>0sxAx>0, Vx#0.
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Matriz inversa

Sea A una matriz de orden n no singular. Definimos la inversa de A
como una matriz A~! de orden n tal que:

ATTA=AAT=L

La matriz inversa de calcula: A~ = detl(A) Adj(A’), donde Adj(-)

denota la matriz de adjuntos.
Propiedades de la matriz inversa
Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden y no sigulares:
1. (AB)"'=B 1AL,
2. (A/)—l — (A_l)/,

3. det(A71) = detl(A)’

4. si A es simétrica, también lo es AL,
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Matrices ortogonales

Las matrices ortogonales son matrices cuadradas que pueden
representar un giro en el espacio o una simetria respecto de un plano.
Una matriz T, «, es ortogonal si T'T =TT =L

De la definicién se verifica que T~ = T’.

De la definicién también se deduce que det(T) = £1, puesto que

det(T' T) = det(T') det(T) = (det(T))?

= det(T) = +1.
det(T'T) =det(I) =1

La condicién T T = T T = I implica que los vectores columna (o
fila) que forman T son ortogonales ente s{ y de norma unidad. Por

tanto, son vectores ortonormales y forman una base ortonormal de
R’n

16
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3 Vectores y valores propios

Los valores propios (o autovalores) son las medidas bésicas de
tamano de una matriz, que no se ven alteradas si se hace un cambio

de coordenadas, es decir, una rotacién de los ejes.

Las medidas globales de tamano de una matriz, la traza y el
determinante, son funcién de los valores propios y, por tanto, son
invariantes frente a transformaciones que preserven los valores

propios.

Los vectores propios representan las direcciones caracteristicas de la
matriz y al transformarlos por la matriz son invariantes en cuanto a
la direccién que representan, pero no son invariantes en cuanto a su
longitud (norma).

17
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3.1 Definicién

Sea A, «, una matriz cuadrada de orden n. Un vector u € R",
u # 0, diremos que es un vector propio (o autovector) de A de
valor propio (o autovalor) A € R si:

Au=\u

Para evitar indeterminaciones, supondremos que ||u|| = 1.
Calculo de los valores y vectores propios

Los valores propios de A se obtienen a partir de la ecuacién
caracteristica de la matriz, det(A — AI) = 0, que da lugar a un
polinomio de grado n en A.

Los vectores propios de A se obtienen resolviendo el sistema de
ecuaciones homogéneo, (A — AI)u = 0.
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Propiedades de los valores propios

1. Si A es un vap de A, entonces A" es un vap de A". En particular,

si A # 0 es vap de A, entonces 1/) es vap de A~
Los valores propios de A son los mismos que los de A’.
Si A1, Ag,..., Ay son los vap’s de A, entonces

tI’(A) = Zn: iy det(A) = ﬁ Ai.
=1 1=1

4. Si P es no singular, las matrices A y P~! A P tienen los mismos

L

valores propios.
5. Las matrices A y A + I tienen los mismos vectores propios. Si A

es un vap de A, entonces A+ 1 es un vap de A + 1.
6. Las matrices cuadradas ABC, BCA y CAB tienen los

mismos valores propios no nulos.
7. Si A es triangular los valores propios de A son los elementos de

su diagonal.
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3.2 Valores y vectores propios de matrices
simétricas
Para las matrices cuadradas simétricas se verifica que
1. los valores propios son siempre reales,
2. los vectores propios son ortogonales.

Ejemplo: Encontrar los valores y vectores propios de la matriz

A:

La ecuacion caracteristica es:
3—A 1

det(A — AT) =
1 3-2)

=B-N)?-1=A-2)A-4)=0

Por tanto, los valores propios son A\ =2y Ay = 4.

20
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Los vectores propios se obtienen de solucionar el sistema de

ecuaciones

(A—)\I)x:6, x € R?, para A = A\, \o.

Para \; = 2 se obtiene x; = (1,—1)" y para Ay =4, x5 = (1,1)".
Los vectores propios normalizados a norma unidad son:

X1 1 X2 1

€1

21
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Los valores propios representan la distancia del extremo de cada eje
de la elipse al origen. Los vectores propios asociados a estos valores
propios representan las direcciones de los ejes de la elipse.

Generalizando este ejemplo, los valores propios de una matriz
simétrica representan las magnitudes de los ejes del elipsoide con
centro el origen y determinado por los extremos de los
vectores que forman la matriz. Los vectores propios indican las
direcciones de estos ejes principales.
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3.3 Diagonalizacion de matrices simétricas.
Descomposicion espectral

Sea A, «, una matriz cuadrada simétrica. Se denomina
descomposicién espectral de A a

A=TAT,

donde A = diag(\1, A2,...,\n) es la matriz que contiene los valores
propios de A y T es una matriz ortogonal (T’ T = TT/ =1) cuyas
columnas son los vectores propios de A.

Se verifica que: A" = T A" T’, y en particular que A=! = TA~! T

23
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3.4 Raiz cuadrada de una matriz semidefinida
positiva

Sea A, x, una matriz cuadrada simétrica, semidefinida positiva. A
partir de la descomposicién espectral de A:

A=TAT =TAY2A/2T,

donde AY? = diag(v/ A1, VA2, ...,V An), quizéds con algin \; = 0.
La matriz B = T A'/2 se denomina raiz cuadrada de A, puesto que
A=BB'.
Atencién: Asi definida, la raiz cuadrada de una matriz no es tnica:
U es una matriz ortogonal, entonces C = B U es otra raiz cuadrada
de A:

CC'=BUUB'=BB’ =A.
Para exigir unicidad, se suele tomar como raiz cuadrada de A a la
matriz B = T A2 T, De esta manera, también se asegura que B

sea simétrica.
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3.5 Descomposicion en valores singulares

Para matrices no cuadradas (n X p) puede considerarse una
descomposicién similar a la descomposicion espectral de una matriz
simétrica.

Sea A, %, con rang(A) = r < min(n,p). La descomposicién en
valores singulares de A es:

A=UD'?V/,

1/2

rxp €S una matriz

donde U, «, v V’rxp son matrices ortogonales, y D
diagonal.

La diagonal de D'/2 contiene los valores singulares, que son las
raices cuadradas (positivas) de los valores propios no nulos de A A’
(o de A’ A). Las columnas de U contienen los vectores propios de
valor propio no nulo de A A’ y las columnas de V contienen los
vectores propios de valor propio no nulo de A’ A.

25
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3.6 Inversas generalizadas

Se denomina inversa generalizada (o g-inversa) de una matriz
rectangular A, a una matriz A, que verifica:

AATA=A.

En general, existen muchas matrices que verifican esta condicién, es
decir, que no la inversa generalizada de una matriz no es tnica.

Inversa generalizada de Moore-Penrose

Se denomina g-inversa de Moore-Penrose de la matriz A a la
. + . .
matriz Aj, que verifica:

AATA =A (quees una g-inversa),

y ademds que ATA AT = ATy que las matrices ATA y A AT son
simétricas. Esto garantiza la unicidad de la g-inversa de
Moore-Penrose.
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Calculo de la g-inversa de Moore-Penrose

A partir de la descomposicién en valores singulares de la matriz A:
A=UD'?V/
se construye la g-inversa de Moore-Penrose como AT = VD~1/2U".

Ejercicio:

Comprobar que asf definida, AT = VD~/2U’, cumple las
propiedades AATA = Ay ATAAT = A" y ademds las matrices
ATA y A AT son simétricas.

27
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4 Proyeccién ortogonal

4.1 Matrices idempotentes

Diremos que una matriz A cuadrada y simétrica es idempotente si
A2=AA=A=AA"
Se verifica que:

1. Una matriz idempotente o bien es singular (det(A) = 0) o bien es
la matriz identidad.
2. Los valores propios de una matriz idempotente son cero o la

unidad. Por tanto, si A es idempotente, A > 0.
3. Si A es idempotente, también lo es I — A, puesto que

I-A)(I-A)=I-A-A+A2=1I-A.

4. Si A es una matriz idempotente simétrica, rang(A) = tr(A).
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4.2 Proyeccion ortogonal

Dado un vector y € R", diremos que v es la proyeccién ortogonal
de y sobre el subespacio £, C R" de dimensién p < n si verifica:

1. y=v+w,parav € Ep,
2. v/w =0, para todo v € E,,.

Interpretacién: El vector y puede descomponerse como suma de dos
vectores perpendiculares: v € E,, que es la proyeccién de y sobre E,,
y w € E,_,, que es un vector ortogonal a todos los vectores de E,, es
decir, que pertenece al espacio complemento ortogonal de E,,.
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Ejemplo:
Sea E, un espacio de dimensién 1 engendrado por el vector x. La
proyeccion ortogonal del vector y sobre la direccién del vector x es
v=xc, c€eR.
Para determinar ¢, imponemos que el vector diferencia w =y — v sea
ortogonal a v, y por tanto también a x:
X(y-v)=0; xy—-xv=0; xy—xxc=0;

1
X'y =cx'x; c=(x'x)" Xy = e !

lIxI1?

Sustituyendo el valor de ¢ en el vector v tenemos que:

/
v =x(x'x)"'xy =x Xy _ Py,

[

donde P = x(x'x)"!x’ = xx’/||x||? es el proyector ortogonal.
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El proyector ortogonal P es una matriz cuadrada idempotente:
P?=PP = x(x'x) 'x'x(x'x)'x = x(x'x) " 'x' = P
y de rango igual a la dimensién del espacio sobre el que proyectamos:
rang(P) = rang(xx'/||x||*) = rang(x) = 1.

El vector v =Py, que es la proyeccion ortogonal del vector y sobre

el vector x, tiene la misma direcciéon que el vector x:

v XY
[[x/1?

y su norma es ||v|| = x"y/||x||:

1 1 [x]1*(x"y)?
|vl]? = v'v = <—X’y'x) ( x'yx> =
112 112 11




