Tema 9. Introduccion a las distribuciones multivariantes

Introduccion a las distribuciones multivariantes

En determinadas situaciones el resultado de un experimento aleatorio
no es un solo valor numeérico X, siné una coleccién de resultados
X1,...,X,. Por ejemplo, sobre un individuo podemos medir su
altura X y su peso Y, en un arbol podemos medir la altura X y el
perimetro de su tronco Y, el resultado de un analisis de sangre es un

conjunto de medidas de concentraciones de ciertas substancias
X1,...,X,.

Diremos que X = (X1, ..., X,) es un vector aleatorio si cada una de
sus componentes es una variable aleatoria. Nos restringiremos al caso

n = 2 y escribiremos (X,Y).
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La funcién de distribucién conjunta del vector aleatorio (X,Y") es

Fxy(z,y) = P(X <2,Y <y) = P((X,Y) € (—00, 7] x (—00,9])

(x)

F(x)=P( X< x)

) = PXE X, V<)

XY
es el volumen asociado al

rectangulo (—oo,x] X (o0, y]

AN

X

caso univariante caso bivariante
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La funciéon de distribucién de un vector aleatorio tiene las siguientes

propiedades:

L.
2.
3.

0< Fxy(z,y) <1,
Fxvy(x,y) es creciente respecto de = y respecto de v,
liHl:z:,y—>—oo Fxy (xa y) = 0,

liHlx—>—oo FXY(xa y) — 07 hmy—>—oo FXY (x7 y) — 07
lim, 1o Fxy(z,y) = Fy(y) es la distribuciéon marginal de Y,

limy_ 400 Fxyv(2,y) = Fx(x) es la distribucién marginal de X

Climg ytoo Fxy (2, y) = 1.
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9.1. Vectores aleatorios discretos

El vector aleatorio (X,Y’) se denomina discreto si solamente puede
tomar un conjunto finito o infinito numerable de valores {(z;,y;)}, es
decir, si les variables aleatorias X, Y son variables aleatorias

discretas.

Sipi; = P(X =uw;,Y =y,), entonces se define la funcién de
probabilidad conjunta f(z,y) como

0, en otro caso.

flz,y) =



Tema 9. Introduccion a las distribuciones multivariantes

Se definen las probabilidades marginales de X como
pie = P(X me

y las probabilidades marginales de Y como
Pej — P — yj szj

Se cumple la siguiente propiedad:

sz’o = Zp.j = Zpij = 1.
( J 1,J
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Ejemplo: Sean X eY dos v.a. discretas que solo pueden tomar los
valores —1, 0 y 1. La siguiente tabla contiene las probabilidades

conjuntas del vector (X,Y):

X
-1 0 1

1| 2/16 2/16 1/16
Y 01|8/16 0 3/16
1| 1/16 3/16 1/16

Las probabilidades marginales de X y de Y son

X Die Y DPej

1] 6/16 1| 5/16

0 | 5/16 0| 6/16

1] 5/16 1| 5/16
1 1
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9.2. Vectores aleatorios continuos

El vector aleatorio (X,Y’) se denomina continuo si existe una
funcion de densidad conjunta fxy tal que la funcién de

distribucién conjunta puede expresarse como

Ty
Fxy(z,y) :/_ /_ fxy (u,v)dudv, (z,y) € R*.

La funcién de densidad conjunta cumple las siguientes propiedades:
1. f Y. > O
2. f f fxy (@,y) dedy =1,

8 FXY x,
3. fXY(UaU) 8:1:8( ) ‘i)’y)
4. si D C R?, P((X,Y ffoXy x,y) dx dy.

Las funciones de densidad marginales son

400 400
Fx(@) = / Ixv(@y)dy,  fr(y) = / Fey (1) da

— 00 — OO
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Ejemplo 55 Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de
densidad conjunta

dry, 0<x,y <1,

fxv(z,y) =
0, en otro caso.

Hallad las densidades marginales de X y de Y. Calculad las
probabilidades P(X <1/2,Y <1/3) y P(1/2< X <1).

o P

e
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Solucion: La funcion de densidad de X se obtiene intergando la

densidad conjunta respecto de y, es decir:

fx(x) = / fxv(z,y)dy = / Aoy dy = 4x? = 2.
— 00 0

La funcion de densidad de X es
2¢, 0<x <1,

fx(x) =

0, en otro caso.

y, por simetria, la funcion de densidad de Y es

2y, 0<y<I,
fY(?J) —

0, en otro caso.



Tema 9. Introduccion a las distribuciones multivariantes

densidad conjunta d

15

densidad marginal de X

2

1.8r
1.6
1.4F
1.2f

1t
0.8f
0.61
0.4r

0.2

el vector (X,Y)

fy)

densidad marginal de Y

10
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P(X <1/2,Y <1/3)

P(1/2< X <1)=

11 1
94 36
1 1
12 4

11
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Ejemplo 56 Sea (X,Y') un vector aleatorio continuo con funcion de

densidad conjunta

2, 0<zxz<1,0<y <z,
fxv(z,y) =
0, en otro caso.

Hallad las densidades marginales de X y de Y. Calculad las
probabilidades P(X >1/2,Y >1/2) y P(Y > 1/3).

Solucion:

+0o0 T
fX(iL‘):/ fXY(CUay)dy:/ 2dy =2x, 0<ax<1.
0

— 00

+o0 1
fy(y)zf fxy(x,y)dwzf 2dy=2(1—-y), 0<y<lL
Yy

— o0

12



Tema 9. Introduccion a las distribuciones multivariantes

1 T 1
P(XZl/Z,YZl/Q):/ </ 2dy> dx:/ (2y)[1 /2 dx
172 \J1/2 1/2

1

1 2
2 1
:/ (2x—1)dazz(i—x>‘ = —.
1/2 2 12 4

1

Pvz1m= | () dy — /1/3

y2\ |t
2(1—y) dy = 2 (y _ 3) | — 0.4444.

13
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Ejemplo 57 Se lanzan dos dados y se denota por X el numero de
unos obtenidos y por Y el numero de puntuaciones impares. Hallad

las funciones de probabilidad conjunta y marginales.

Solucion: X eY solo pueden tomar valores 0,1,2. Las

probabilidades conjuntas del vector (X,Y) son:
pi1=P(X =0Y=0)=3/6-3/6=1/4,

)

)
)=2/6-3/6+3/6-2/6=1/3,
) =2/6-2/6=1/9,
)=1/6-3/6+3/6-1/6=1/6,
)=1/6-2/6+2/6-1/6=1/9,
)
)

—1/6-1/6 = 1/36.

14



Podemos representar las probabilidades conjuntas y marginales en la

siquiente tabla:

donde X = “numero de unos”, Y = “numero de puntuaciones
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Y
0 1 2 Die

0 | 1/4 1/3 1/9 | 25/35

1 0 1/6 1/9 | 5/18

2 | 0 0 1/36| 1/36

pej | 1/4 1/2  1/4 1

impares” al lanzar dos dados.

15
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Figura 1: Funcién de probabilidad conjunta de las v.a. del Ejemplo 57

16
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9.3. Independencia. Covarianza y correlacion.

Las v.a. X e Y se dice que son independientes si

Fxy(z,y) = Fx(x) Fy(y), Vz,y.

Si X, Y son v.a. continuas, la definicién (1) es equivalente a

fXY(CI?, y) = fX(SB) fY(y)a vV, y.

Si X, Y son v.a. discretas, la definicién (1) es equivalente a

Dij = Die Dej, Vi, ].

17
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Ejemplos:

En el ejemplo 55 las v.a. X eY son independientes, puesto que

fXY(way):4my:2x2y:fX(x)fY(y>a OSZC,yﬁl

En el ejemplo 57 las v.a. X e Y no son independientes, puesto que,

por ejemplo:

% 1 _ %
:PX: Y: — e De - = —,
pn=PX =01 =0)= #pl Pel = o6 X 4 = 1m4

Ejercicio: Comprovad que las v.a. X, Y del ejemplo 56 no son
independientes.
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Para medir la relacidon entre las variables X e Y se introduce la

covarianza entre X e Y como
cov(X,Y)=E(X —mx)(Y —my)) =E(XY) - E(X) E(Y),
donde myx = E(X), my — E(Y),

fj;o fj;o vy fxy(z,y)drdy, siX,Y son continuas,

E(XY)=
i Zj T; Y; Pij, sl X,Y son discretas.

19
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El coeficiente de correlacién (lineal) entre X e Y es una

normalizacion de la covarianza y se define como

_ cov(X,Y)
Xy V/var(X) var(Y)

y tiene las siguientes propiedades:

1. -1 <pxy <1.

2. Si X e Y son independientes entonces cov(X,Y ) = 0 y, por tanto,
pxy = 0. Esto se debe a que si X e Y son independientes
E(XY)=E(X) EXY).

3. var(X +Y) =var(X) +var(Y) +2 cov(X,Y).

4. var(X —Y) =var(X)+var(Y) —2 cov(X,Y).

20
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Ejemplo 58 Cualcular la covarianza entre las variables X e Y de los
ejemplos 55, 56 y 57.

Solucion: En el ejemplo 55, cov(X,Y) =0, puesto que X, Y son
independientes (y por tanto, E(XY) = E(X) E(Y)).

En el ejemplo 56, tenemos que

E(X) = /+Ooa:fx(a:) da = /01:1:2:1:dx = 2/3,

— 0

400 1
E(Y)=/ yfy(y)dy=/0 y2(1 —y)dy =1/3,

— 00

E(XY):/_:O/_:Oxyfxy(x,y)dxdy:/ol (/Oxeydy> dw = 1/4,

cov(X,Y)=EXY)— E(X) EY)=1/4—2/3-1/3 = 1/36.
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En el ejemplo 57, tenemos que

E(XY)

cov(X,Y)

Ejercicio:

Y

0 | 1/4 1/3 1/9 | 25/%5
0 1/6 1/9 | 5/18
2 | 0 0 1/36| 1/36

pej | 1/4 1/2  1/4 1

Y xipie=0-25/36+1-5/18+2-1/36=1/3,
S yipey=0-1/4+1-1/242 1/4=1,

J
SN wyp=1-1-1/64+1-2-1/9+2-2-1/36 = 1/2,

EXY)— EX) E(Y)=1/2—1/3-1=1/6.

Calculad pxvy .
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Ejercicio:

Constderad la distribucion bivariante resumida en la tabla siguiente:

Yj
i | 10 20 30 | pie
25 | 0.08 0.56 0.12
451012 0 0.12

Pej

(a) Calculad las esperanzas E(X), E(Y) y la covarianza cov(X,Y).
(b) ;Son X yY independientes?

(c) Calculad el coeficiente de correlacion pxy .
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9.4. La distribucion normal bivariante

Se dice que un vector aleatorio (X, Y) tiene una distribucién normal
bidimensional (o bivariante) si es un vector aleatorio continuo con

funcion de densidad conjunta

1
Jxv(z,y) =
() 2rox oy /1 — p?
1 (x—mx)* | (x—mx)(y—my) (y—my)’
FOXp 2(1 2 2 2'0 + 2 ’
(1 — p?) 0% oOxOy o3

donde myx = E(X), my = E(Y), 0% =var(X), 03 =var(Y) y
p=cov(X,Y)/(oxoy) es el coeficiente de correlacién entre X e Y.
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Funcién de densidad de una ley normal bivariante

25
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Observad que si p = 0, entonces:

B 1 1 [(x—mx)? (y—my)?
fXY(xa y) — 27'('0'ng exXp { 9 [ 0-%( + O'%/—
1 { 1(a:—mX)2} 1 { 1(y—my)2}
= ———expy —— 5 - exp i —— 5
V2mox 2 ok V2moy 2 oy

= fx(z)- fr(y),

donde fx(z)y fy(y) son las funciones de densidad de dos variables

aleatorias normales N(my,o%) y N(my, 0% ), respectivamente.

Acabamos de demostrar una propiedad muy importante de las leyes
normales:

Si un vector aleatorio (X,Y) es normal bivariante y el
coeficiente de correlacion p = 0, entonces las v.a. marginales
X e Y son también normales e independientes.

Es decir, si (X,Y) es normal bivariante el concepto de incorrelacion
entre v.a. equivale al concepto de independencia de v.a.



