Tema 4: Variables aleatorias multidimensionales

En este tema:

¢ Distribucién conjunta de probabilidad
Probabilidad/densidad marginal
Probabilidad/densidad condicionada

e Esperanza, varianza, desviacién tipica de la variable aleatoria

Independencia

e Covarianza, correlacién

Esperanza de g(X, Y), esperanza y varianza de suma/diferencia
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Distribucién conjunta de probabilidad
Sean X e Y variables aleatorias discretas. Su funcién de masa conjunta, es la

funcién p(x,y) que expresa la probabilidad simultdnea de que X tome el valor
x e Y tome el valor y:

p(x,y)=P(X=x,Y =y)
Propiedades
e 0 < p(x,y) <1 para todos los valores x de X e y de Y.

e Y5, plxy) = 1.

Ejemplo
X = nimero de tarjetas de crédito
Y = nlmero de compras por semana

La funcién de masa conjunta (o de probabilidad conjunta) es
x\y| 0 1 2 3

1]008 007 0,04 001
21010 03 026 0,09
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Distribucién conjunta de probabilidad

Sean X e Y variables aleatorias continuas. Su funcién de densidad conjunta,
f(x,y), es una funcién con las propiedades:

e f(x,y) > 0 para todos los valores x de X e y de Y.

¢ el volumen debajo de la funcién de densidad cuando se abarcan todos los
valores de X e Y es 1 ([ [ f(x,y)dxdy =1).

Nota Al igual que la integral definida de una funcién de una variable en R
representa el drea bajo la funcidn, la integral doble de una funcién de dos
variables en R? representa el volumen bajo la funcién.

Una integral doble se calcula como la iteracién de dos integrales, primero
integrado respecto a una variable y después respecto a la otra.
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Distribucién conjunta de probabilidad

Ejemplo Sean X e Y dos v.a. continuas con funcién de densidad conjunta:

X+ si0<x<1,0<y<1
f(x,y):{o g si no g

Je Ja fOy)dxdy = [ (Jz f(x,y)dx)dy laint. de dentro es con respcto a x
y la de fuera con respecto a y

fl(x —|—y)dx> dy yaque f(x,y) es 0 si x estd fuera
de [0,1] o y estd fuera de [0, 1]
1

= fo ([X; —|—yx} 0) dy  al integrar respecto a x,

y actlia como una constante

|
—

= fo (% + y) dy integramos normalmente
con respecto a y
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Probabilidad marginal de variables discretas
La funcién de probabilidad marginal de la variable discreta X, es la funcién de
probabilidad que se obtiene sumando las probabilidades conjuntas
correspondientes a todos los valores posibles de la variable Y:

px(x) = p(x,y)
y
Al igual con la variable Y:

py(y) =D p(x.y)

Ejemplo
X = nlmero de tarjetas de crédito
Y = nldmero de compras por semana

Las marginales son

x| 1 2] y| 0 1 2 3|
px(x) [ 02 081 py(y) | 0,18 042 030 010 |1
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Densidad marginal de variables continuas
La funcién de densidad marginal de la variable continua X es

) = [ )y
R
Al igual con la variable Y
i) = [ Flxy)ae
R

Ejemplo f(x,y) =x+y, donde 0 <x<1,0<y <1

1

1 y2 1
fx(X):/(x+y)dy: xy+? zx+§,0§x§1
0
0
1 x2 1
W) = [ ctyde= |5 | =54y 0<y <1
0

Al integrar con respecto a una de las dos variables, la otra actiia como una
constante.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria discreta:

EX] = o= x-px(x)

VIX] = o= Z(x — E[X])?- px(x) = (Z)ﬁ . px(x)> — E[X]?

X X

DT[X] = ox=+/02

Ejemplo (continuacién del ejemplo con v.a. discretas)
E[X] = 1(0,2)+2(0,8)=1,8
VIX] = (1%(0,2) + 2%(0,8)) — (1,8)> = 0,16

DT[X] = +/0,16=0,4
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria continua:

E[X] = /700 x - fx(x)dx
VIXI = [ - B = [ iGa— (EIX)
Ejemplo (continuacién del ejemplo con v.a. continuas)
fx(X)
E[X] = /01 x(x + %)dx =7/12.
fx(X)
VIX] = /01x2(x+ %)dx —(7/12)? = 11/144.
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Propiedades de la esperanza y varianza

Esperanza (a, b, ¢ constantes):

e Elc]=c

o E[cX] = cE[X]

o E[X + Y] =E[X]+ E[Y]
Varianza:

e V[c]=0

o V[cX] = c?V[X]

e V[a+ bX] = B2V[X]
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Probabilidad condicionada de variables discretas

La funcién de probabilidad condicionada de la variable aleatoria Y discreta,
dado que la variable aleatoria discreta X toma el valor x, expresa la
probabilidad de que Y tome el valor y conociendo el valor que ha tomado X:

plylx) = o)) <p(xy> - ”(X’”>

px(x) py(y)

Ejemplo
Calcularemos la distribucién del nimero de tarjetas de crédito entre los
individuos que realizan 2 compras a la semana p(x|Y = 2)

X | 1 2 |

p(x|Y =2) | 0,13 (= g%5) 087 (= g55) | 1
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Probabilidad condicionada de variables continuas

La funcién de densidad condicionada de la variable aleatoria Y continua, dado
que la variable aleatoria continua X toma el valor x, expresa la densidad de Y

conociendo el valor que ha tomado X:
f(x,y) f(x,y)
f X) = f X =

Ejemplo (continuacién del ejemplo con v.a. continuas)

f(x;0,2 2
(x; 0, ):x—i—O7 0<x<l.

fY(Oa 2) 07 7 ’ -

f(x]Y =0,2)=

¢ A partir de estas funciones de probabilidad o densidad condicionadas, se
pueden calcular la media y la varianza de cada una de estas variables

condicionadas.
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Esperanza y varianza condicionada

¢ Ejemplo: Variables discretas

E[X|Y = 2] = 1(0,13) + 2(0,87) = 1,87.
V[X]Y = 2] = (1%(0,13) + 2%(0,87)) — (1,87)? = 0, 11.

¢ Ejemplo: Variables continuas

f(X‘y:O,Q)
! x+0,2
E[X|Y:O,2]:/ x( ’ >dx:0,61.
0

0,7
1
0,2
V[XIY:0,2]=/ x2<X37’ )dx—(0,61)2:0,08.
0 3
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Independencia

¢ Se dice que las variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si
su funcién de probabilidad/densidad conjunta es el producto de sus
funciones de probabilidad/densidad marginales

p(x,y) = px(x)py(y) (f (x,y)= fx(X)fY(Y)>

para todos los valores x de X e y de Y.

¢ O alternativamente si

p(ylx) = pv(y) <f(y><)—fy(y)> 6 p(xly) = px(x) (f(xy)—fx(X)>

para todos los valores x de X e y de Y.
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Asociacién lineal
La Covarianza mide el grado de asociacién lineal entre dos variables aleatorias:
Cov(X, Y) = o, = E[(X — EIXI)(Y — E[Y])] = E[XY] — EIX]E[Y]
= ZZX -y -p(x,y) — E[X]E[Y] si X e son discretas
Xy
= / /X~y~ f(x,y)dxdy — E[X]E[Y] si X eY son continuas
R JR
x\ ‘ 0 1 2 3

y
Ejemplo X e Y v.a. discretas con 1,008 0,07 004 0,01
2,010 03 0,26 0,09

Cov(X,Y)=1-0-0,084+1-1-0,07+1-2-0,04+1-3-0,01
4+2.0-0,14+2-1-0,35+2-2-0,26+2-3-0,09
E[X]E[Y]

—_——
— (1,8)(1,32) = 0,33 — 0,44 = —0, 11
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Asociacion lineal
Sean X e Y variables aleatorias, la correlacién entre X e Y es

Cov(X,Y)
ox0y

Cor(X,Y)=ry =

e —1< Cor(X,Y) <1

¢ Si la correlacién es 0, indica que no existe ninguna relacién lineal entre las
variables. Si las variables son independientes, la correlacién es 0.

¢ Una correlacién positiva indica que, si una variable aleatoria es grande
(pequefia), la otra tiene una probabilidad mayor de ser grande (pequefia):
la variables son dependientes positivamente.

¢ Una correlacién negativa indica que, si una variable aleatoria es grande
(pequefia), la otra tiene una probabilidad mayor de ser pequefia (grande):
la variables son dependientes negativamente.
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Esperanza de funciones de variables

Sean X e Y variables aleatorias, la esperanza de cualquier funcién g(X, Y) de
estas variables se define como

Elg(X,Y)] = ZZg(X,y) -p(x,y) si X eY son discretas
Xy

Elg(X,Y)] = / / g(x,y) - f(x,y)dxdy siXeY son continuas
RJR

Ejemplo Esperanza del producto (como en el célculo de la covarianza)
E[XY] =
= Z ZX -y - p(x,y) si XeY son discretas
x y

= //x~y-f(x,y)dxdy si X e Y son continuas
R JR
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Esperanza y varianza de funciones lineales

Propiedades:
e E[X+Y]=E[X]+E[Y]

E[X — Y] = E[X] - E[Y]

VIX £ Y] = VIX] + V[Y] £2- Cov(X, Y)

Si Cov(X,Y)=0
VIX £ Y] = VIX] + V[Y]

E[Xi+Xo + ...+ Xo] = E[Xq] + E[Xo] + ... + E[X0]

VIXi + Xo + ...+ Xo] = VX + V[X] + ... + V[X,]

si la covarianza entre cada par de variables es 0
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