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La condicién de que la variable tome valores exclusivamente en un conjunto numerable de R
puede resultar muy restrictiva a la hora de modelar determinados fenémenos de naturaleza continua
(tiempos, precios, volimenes, pesos). Es por ello que requerimos generalizar la definicién de variable
aleatoria vista hasta ahora.

Una variable aleatoria (a veces va, por comodidad tipografica) X sobre un espacio de proba-
bilidades (€2, F, P) es una funcién X : 2 — R que cumple

{weQ: X(w) <z} eF paratodo z €R. (1)

La razén por la cual requerimos que X satisfaga (1) es equivalente a la que requerida cuando intro-
ducimos el concepto de variables aleatorias discretas. Tal y como ya hemos mencionado, estamos
interesados en calcular probabilidades del tipo P(X € A), con A C R, las cuales estédn definidas si

{XeA={weQ: X(w)e A} e F (2)

La condicién (1) asegura que (2) se satisface para cualquier A C R que puedan escribirse como
un resultado de operaciones numerables (finitas o infinitas) de intervalos. Esta es una importante
coleccién de conjuntos de niimeros reales que se conoce como la o-algebra de Borel. En todo lo
sucesivo se sobreentiende que si A C R entonces A pertenece a la o-dlgebra de Borel. Elementos
simples de la o-dlgebra de Borel son los intervalos (cerrados, abiertos, finitos, infinitos, etc) y los
conjuntos numerables.

El concepto de funcién de distribucién que introducimos anteriomente vale para cualquier va-
riable aleatoria, sea discreta o no. La funcién de distribucién

Fx(x) = P(X <x)

de una variable X tiene varias propiedades elementales que son consecuencia de propiedades que
hemos visto de la medida de probabilidad P y que resumimos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleatoria, entonces
1. F es no decreciente.
2. F(z) = 0 cuando v — —oo y F(z) — 1 cuando x — +o0.

3. F es continua por la derecha.



Usando la proposicién anterior, podemos establecer algunas férmulas ttiles para el cédlculo de
probabilidades de eventos asociados a una variable aleatoria a partir de su funcién de distribucién.
En particular se tiene que

Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a) paratodo a < b.
Otra identidad que vale la pena resenar es

P(X =z)=Fx(z)— h’%n Fx(y) paratodo z € R. (3)
ylx

Es decir, P(X = z) es el salto de la discontinuidad de F' en z, si es que la hubiera.

Variables aleatorias continuas

Aparte de la caracteristicas comunes que puedan tener distintas funciones de distribucién, algu-
nas ya mencionadas en la Proposicién 1, a distintas distribuciones le pueden corresponder distintos
tipos de curva. Hay dos clases que son particularmente importantes:

= Funciones de distribucién escalonadas, correspondientes a variables aleatorias discretas. Note
que si X es discreta a valores en {x1, x9, ...} entonces para cualquier x; < x < z;41, la funcién
es constante. De hecho,
Fx(x) = Fx(x;).

= Funciones con una curva suave, asociadas a variables aleatorias que llamaremos continuas y
que definimos a continuacion.
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Figura 1: Funcion de Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta

Definicion. Una variable aleatoria es continua si su funcion de distribucién F' puede representarse
como

x
F(x) = / f(u)du para todo x € R,
—0oQ
para alguna funcion f que satisfaga

1. f(x) >0, paratodo z € R,
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Figura 2: Funcién de Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua

2. ffooo f(z)dx =1,
En ese caso decimos que X tiene densidad de probabilidad f.

Para interpretar la funcién de densidad de probabilidad (fdp) de una variable aleatoria continua,
observe que

Plx—-90/2<X<x+0/2) = Fx(x—406/2)— Fx(z—49/2)

x+6/2
- / Fx(w)du ~ f(2)3,

—5/2

asi que f(z) esté relacionado con la probabilidad de que la variable tome un valor cercano
a z. Sin embargo, es importante recalcar que f(x) no es una probabilidad, en particular no
tiene por que ser menor o igual a 1. Note ademds que, acorde a la definicion dada, la funcién de
distribucién de una va continua es una funcién continua. Es decir, si X es continua, para todo
z € R,

lim F(y) = F(x).

Yy—T

Sustituyendo en (3), demostramos que si X es continua
P(X =z)=0 paratodo z €R
y en consecuencia, para todo a < b
Pla<X<b)=Pa<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<hb).

Esta es una significativa diferencia con la variables aleatorias discretas. Veamos algunos ejemplos
de fdp comunes en el modelaje.

Distribucién Uniforme. Decimos que X se distribuye uniformemente sobre el intervalo (a,b), y
escribimos X ~ U(a,b), si tiene fdp

—— si x € (a,b

b a ( Y )

0 en caso contrario



Distribuciéon Exponencial y Gamma. Decimos que X tiene distribucién exponencial de pardme-
tro > 0, y escribimos X ~ exp(f3), si tiene fdp

fa) = {e‘ﬂz si x>0

0 en caso contrario

Este es un importante caso particular (o« = 1)de la distribucién gamma. En general, decimos que
X tiene distribucién gamma de pardmetros «, 5 > 0, y escribimos X ~ I'(«, /3), si tiene fdp

pe 'raflefﬁx

fz) =1 F(e)
0

si x>0

en caso contrario

siendo I'(a) = [y~ 2% 'e™* la funcién gamma, con I'(n) = n!, para cualquier n € N.
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Figura 3: Funciones de Densidad de probabilidad Gamma

Distribucién Normal. Decimos que X tiene distribucién normal, o Gaussiana, de pardmetros p
y 02 > 0, y escribimos X ~ N(u,0?), si tiene fdp

1 (x — p)?

@) = S e {— -

} para todo x € R

Esperanza y funciones de variables aleatorias

El valor esperado de una variable aleatoria continua X viene definido por
o
E[X] = / xfx(z) dz,
—00
siempre y cuando la integral esté bien definida. Esto es, si
oo
/ |z fx () dx < oo.
—0o0

El valor esperado de X puede interpretarse como el centro de gravedad del eje x cuando se han
distribuido pesos segin fx. El concepto es el mismo que el del caso discreto, sdlo que hemos
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Figura 4: Funciones de Densidad de probabilidad Normal

sustituido funciones de masa por densidades de probabilidad y sumatorias por integrales. Asi que
es natural que las propiedades del valor esperado de variables continuas sean las mismas que las de
las discretas. Después de todo la integral no es méas que el limite de sumatorias.

Si X es una variable aleatoria continua, cualquier funcién de X es una variable aleatoria pero
puede ser continua o no. Por ejemplo, Y = X2 también ser4 continua si X lo es pero Y = signo(X)
es una variable discreta. Sin importar cual sea el caso, el valor esperado de g(X) puede calcularse
mediante la férmula de transferencia

o0

Elg(X)] = / o) fx () dz, (4)

—0o0

similar a la que demostramos para variables discretas (Teorema de transferencia del Capitulo 2).
Aunque su demostracién general usa herramientas avanzadas de andlisis matematico, podemos dar
una prueba sencilla cuando g es una funcién invertible y derivable. En ese caso se tiene

e RPN )
_ 1
[, P =[xt )@ Py

Asi que, para todo a < b,

dg' ()

b
Pla<g() <0 = [ et |7,

‘ dy,

En otras palabras,

Proposicion 2. Si X es una variable aleatoria continua y g es invertible y derivable, la densidad
de probabilidad de la variable Y = g(Y) es

1
) = fxlo ) \dgdy(y)\

Usando esta proposicién y la férmula de cambio de variable obtenemos que

BoCo) = [ usta )22 ay

o)

— / o(2) fx (x)dz, (5)

— 00



con lo cual probamos la férmula (4) para el caso particular en que g es invertible y derivable. Esta
es una potente férmula con numerosas aplicaciones y consecuencias, a continuacion, sumarizamos
algunas importantes.

Proposicion 3. Para todo a,b € R,
» ElaX +b] =aF[X]+0b
= La varianza de una variable continua X es

Var(X) = E[(X - E[X])?] = B[X?] - (E[X])?

= Var(aX +b) = a®*Var(X)



