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Consideremos el lanzamiento de un dado, Q = {1,2,3,4,5,6}, y supongamos que apostamos
al resultado de tal manera que nuestra ganancia es

—1 si el resultado es impar,

0 si el resultado es 2 o 4,
2,75 si el resultado es 6.

Se entiende que ganancias negativas son pérdidas positivas. Si el resultado es w, la ganancia puede
expresarse como X (w), donde X : Q — R es la funcién definida por

X(2)=X(4) =0
X(6) = 2,75

X es un ejemplo de una variable aleatoria discreta, las cuales son nuestro actual objeto de estudio.

Definicién y ejemplos

Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), una variable aleatoria discreta es una funcién
X : Q) — R tal que

1. Su conjunto de imdgenes X () = {x € R : X(w) = z, para algin w € Q} es un conjunto
numerable. Es decir, X(Q) = {x; : i € I}, para algin conjunto (finito o infinito) de indices
I CN

2. Para todo x € R se verifica
{we: X(w)=z}€eF. (1)

La primera condicién se refiere al hecho de que X toma solamente valores en un conjunto
numerable de R. La segunda condicién puede parecer oscura al primer vistazo. La idea es que
podamos dar probabilidades de que la variable tome cualquiera de sus posibles valores, pero esta
probabilidad puede no estar definida si no se satisface (1) para algin z (la probabilidad sélo tiene
que estar definida para los eventos pertenecientes a F). Consideremos 2 = N y la o-algebra F
formada por el vacio, los nimeros pares positivos (Pares), los impares positivos (Impares) y N.



Sea P : F — [0,1] la medida de probabilidad definida por P(Pares) = P(Impares) = 1/2 y
X : Q — R la funcién identidad X (w) = w. Note que

{we: X(w)=2} = {2z} si z€eN

= ® en caso contrario

Asi que no podemos decir con que probabilidad la variable toma el valor 2 o 4, sélo sabemos que
es par con probabilidad 1/2 y un nimero natural con probabilidad 1. Como mencionamos, nos
interesa la probabilidad de que la variable tome cualquiera de sus posible valores. A eso apunta la
siguiente definicidn.

Funcién de masa de probabilidad. La funcién de masa de probabilidad (fmp) de la variable
aleatoria discreta X es la funcién px : R — [0, 1] definida por

px(a) = P(X = 2) = P({w € Q: X(w) = a})

Ya que P(X = x) es la probabilidad de que X tome el valor z, se tiene que
P(X =) >0 paratodo z €R
P(X =2) =0 paratodo x ¢ X(Q).
Ademsds, y esta es otra importante propiedad de las funciones de masa de probabilidad,
Y PX=z)= ) PX=12)=PQ) =1 (2)
x 2€X(Q)

Esta propiedad caracteriza las funciones de masa de probabilidad de las variables aleatorias discretas
en el sentido siguiente:

Si A es un conjunto numerable de R y 7 : A — R satisface

>0y Zﬂ(l‘):l? (3)

€A

entonces 7 es la fmp de una variable aleatoria X asociada a un espacio de probabilidades (2, F, P)
tal que X(Q2) = A.

Otro concepto muy importante en teoria de probabilidades es el de funcién de distribucién
de una variable aleatoria:

La funcién de distribucién de una variable aleatoria X es la funcién Fx : R — [0, 1] definida
por
Fx(z) = P(X <x). (4)

A partir de la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta podemos calcular su fmp
y viceversa. Especificamente,

Fx(x)=> P(X =) y P(X=2)=F(z) - Jim, F(x —e)

En general, basta determinar una de estas dos funciones para calcular probabilidades de los eventos
asociados a una variable aleatoria, que en general son del tipo

P(XeA)=P{weQ:X(w)eA})=> PX=ux)
;€A



Si F' es la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria escribimos X ~ F' y si X y Y son
variables aleatorias con la misma funcién de distribucién decimos que son igualmente distribuidas
y escribimos X ~ Y. Veamos algunos ejemplos clasicos:

Distribucion Bernoulli. Decimos que X es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de
parametro p, y escribimos X ~ Bernoulli(p), si

P(X=1)=p, P(X=0)=1-p, paraalgin p e [0,1].

En el argot, p se entiende como la probabilidad de éxito de un determinado suceso en un experimento
y ¢ = 1 — p la del fracaso o éxito del complemento.

Distribucién Binomial. Decimos que X tiene distribucién Binomial con pardametros ny p, X ~
Bin(n, p), si

P(X:k):<k>pkq" F opara k=0,1,...,n. (5)
Para demostrar que la funcién definida en (5) satisface (3) es necesario usar la férmula del binomio

de Newton. Asi,
> (k)pkq” F=(p+q" =1
k=0

P(X = k) en (5) es la probabilidad de observar un total de k éxitos en n experimentos indepen-
dientes, cada uno con probabilidad p de que sea éxito.

il

Figura 1: fmp de una binomial para tres parametros distintos

Distribucion Geométrica. Decimos que la distribucién de X es Geométrica con parametro p,
X ~ Geo(p), si

P(X =n)= ¢ 'p, para n=1,2,3,.... (6)
Note que
oo o
St =p 3 —p -1
k=1 k=0

La probabilidad (6) es la de requerir exactamente n repeticiones independientes de un mismo
experimento hasta observar el primer éxito. Igual que antes, p es la probabilidad de éxito en un
experimentoy g =1—p



Distribucién Hipergeométrica. X es una variable Hipergeométrica de pardmetros N, N y n,
con N > méax(Ny,n), si

P(X =k)= <J\LA) (Nn_]\’iA>, para k=0,1,...,min(Nyg,n) (7)

Para demostrar que esta es una funcién de masa de probabilidad, es necesario hacer uso de (?7).
La probabilidad (7) es la de extraer k elementos de un conjunto A C 2, cuando se extraen aleato-
riamente y sin reposicién n elementos de Q. Aqui |A| = Na y || = N.

Distribucién de Poisson. X es Poisson de pardmetro A > 0, X ~ Poisson(\), si

1

P(X =k) =

Nee™ para k=0,1,2,.... (8)
Haciendo uso del desarrollo en serie de Taylor de la funcién exponencial, es sencillo comprobar
que la funcién definida en (8) satisface (3). Cuando n es grande y p pequeno, haciendo A = np, la
aproximacion
N\ konk o Lk oA
~ —\'e
<k>7)q k

es buena. De manera que el modelo Poisson puede entenderse como un caso limite del Binomial,
cuando el nimero de experimentos es grande y la probabilidad de éxito de cada experimento es
pequena. Al final del curso formalizamos esta idea.
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Figura 2: fmp de una Poisson para tres parametros distintos

Esperanza

Consideremos un dado justo. Si este es lanzado un nimero grande de veces, cada posible resul-
tado aparecerd alrededor de un sexto de las veces y el promedio del niimero observado sera apro-
ximadamente

1(1/6) +2(1/6) + ...+ 6(1/6) = 3,5

El concepto, en su forma mas general, lleva a la siguiente definicién



Definicién. Sea X es una variable aleatoria discreta. La esperanza de X, denotada por E(X) y
también llamada valor esperado de X, es el nimero definido por

ElX]=)_ zP(X =u)

xT

siempre y cuando la serie converja.

Teorema de transferencia. Si X es una variable discreta y g : R — R entonces la esperanza de
Y =g(X) es

E[Y]=Elg(X)] =) _ g(x)P(X = )
Prueba

EY] = Y yPY =y)

= > y| Y PX=ux

{z:g9(z)=y}

= Z Z y P(X =x)

Y {z:g(z)=y}

= D 9@)P(X =u)

Otra importante valor asociado a una variable X es su varianza Var(X), la cual es una medida
de dispersién de la variable en torno a su esperanza. Formalmente, la varianza de una variable
aleatoria X se define como el valor esperado de la variable (X — )2, siendo p la esperanza de X.
Es decir,

Var(X) =

Proposicién 1. Var(X) = E[X?] — (E[X])?
Prueba

Var(X) = B(IX - ul?)

:E[
:E[

Dos resultados importantes que podemos demostrar de forma sencilla con la férmula de tranfe-
rencia son:



1. E(aX +b) =aE(X)+b.
2. Var(aX +b) = a*Var(X).

Esperanza Condicional

Sea X una variable aleatoria discreta y B un evento asociados al mismo espacio de probabi-
lidad. Supongamos que P(B) > 0. La Esperanza Condicional de X dado el evento B, la cual
denotaremos por F(X|B), es el valor esperado asociado a la funcién de masa de probabilidad
condicional

{w: X(w) =2}NDB)
P(B) '

P(X = aB) = L

Esto es,
E[X|B] =) z P(X ==z|B)

xT

El siguiente resultado es un versién de la férmula de probabilidad total (??) para valores espe-
rados y de similar utilidad.

Foérmula de particionamiento. Si X es una v.a. discreta y Bi, Bo,... son una particién del
espacio muestral, con P(B;) > 0 para cada i, entonces

ElX] = Z E[X|B;]|P(B;)
Prueba de la formula

E[X] = Z E[X|B;|P(B;)

= Y > zP{X=2}nB)
i>1 @

— Z z PH{X =z} N (Ui>1B:))

xT

= ZxP(X:a:)

T

>z P(X =x|B)

T

P(B;)

Ejemplo. Una moneda es lanzada repetidamente. Sea p la probabilidad de obtener cara en cada
lanzamiento, con 0 < p =1 — ¢ < 1. Vamos a calcular la longitud esperada de la racha inicial (i.e.
el numero de resultados iguales y consecutivos al primero).

Sea H el evento el primer lanzamiento es cara y H€ el evento el primer lanzamiento es sello. El
par H, H¢ forma una particion del espacio muestral. Si X es la longitud de la racha inicial, es facil
verificar que

P(X =k|H) =p"tq para k=1,2,...

ya que si H ocurre entonces X = k ocurre si y solo si el primer lanzamiento es seguido por
exactamente k — 1 caras y después un sello. Similarmente,

P(X =k|H) = ¢ 'p para k=1,2,...



Es decir, las distribuciones condicionales son geométricas, asi que
1 o 1
EX|H] =37 E[XIH]ZZ;

Usando la férmula de particionamiento obtenemos

E[X] = E[X|H|P(H) + E[X|H|P(H®) = ;p + ;q - plq _9



