1 Introduccion

En general, los fenémenos que observamos tienen variaciones que no controlamos perfecta-
mente. Si tenemos que tomar una decision basada en los datos, esta decisién tendra riesgos que
dependen esencialmente de esta variabilidad. El objetivo de la estadistica es describir y evaluar
estos riesgos.

1.1 Ejemplo 1 (dopaje)

Cuando un atleta toma medicamentos para mejorar su capacidad muscular, aumenta su
produccién de hormonas. Una de esas hormonas es la Creatine Kinase y denotaremos X la
concentracion de esta hormona en la sangre de un atleta.

Fi1G. 1 — Distribuciones de X bajo las hipotesis Hy : “El atleta no se ha dopado” y Hy : “El atleta
se ha dopado”

Sabemos que:

— La variable X sigue una distribucién normal N (mg,0?) cuando el atleta no se ha dopado
(la varianza o2 representa aqui la variabilidad entre los individuos).

— Si el atleta se ha dopado, X sigue una normal N (my,0?) pero con m; > my.
— Suponemos aqui que mg,m; y o2 son conocidos.

., Como decidir entre ambas hipdtesis?
— Vamos a decidir que el atleta se ha dopado si observamos
X >u
;,Como fijar el umbral u?

— Supongamos que la hipétesis Hy : “El atleta no se ha dopado” es cierta.



— Si observamos que X > u, concluimos sin embargo que H; :“El atleta se ha dopado”.

— Nos podemos equivocar porque hay una proporcién « de atletas “sanos” que tienen una
concentracion X > u!

Definicién 1 La probabilidad « es el riesgo de equivocarse cuando se rechaza Hy (o error de
tipo 1). Este riesgo depende solamente de la distribucion bajo Hy y del umbral u.

— Pero existe otro riesgo asociado a nuestra regla de decisiéon. Porque existe una proporcion
0 de atletas dopados cuya concentracion X < wu. Esta probabilidad corresponde al riesgo
de decidir que el atleta no se ha dopado cuando en realidad se ha dopado.

Definicién 2 La probabilidad [ es el riesgo de equivocarse cuando se acepta Hy (o error de tipo
II). Este riesgo solo depende de la distribucion bajo Hy y del umbral wu.
. Existe un umbral u ideal?
— Lo ideal seria elegir u de modo que « y [ sean pequenos. Sin embargo,

— si u es grande, entonces « sera pequeno y ( grande.
— en cambio, si u es pequeno, entonces « serd grande y (3 pequeno.

El problema consiste més bien en fijar los riesgos
— Los riesgos v y  son de naturaleza diferente.

— Si el riego a es grande vamos a penalizar muchos inocentes.

)

— Si (8 es grande nuestro control sera poco eficiente para luchar en contra del "dopaje”.
Fijamos o = 5%, « es el riesgo que queremos controlar.

— Podemos entonces calcular el umbral u,, que se define por

P (X >u.|Hy) =«

— Para calcular u,, tipificamos la variable X y obtenemos

P(Z>w):a,

donde Z sigue una normal estandar.

— Deducimos que

Ug = My + 200
donde z5 = 1.64.

— Una vez que tenemos el umbral, podemos calcular 3 que viene dado por



B =P (X < u,lH)

Tipificando X, obtenemos

5:P(Z<Mm)

g

Por lo tanto [ serd pequeno si el ratio |mg — my|/ o es grande.
Si mg = 10, m; = 13 y 0 = 1, obtenemos que

1.2

3 = P(Z<—1.36)
= 8.7%

Ejemplo 2 (fiabilidad)

Una méaquina produce botellas y esta ajustada de manera que las botellas midan [y = 20
cm de altura.

La maquina no es perfecta y ciertas botellas pueden tener una altura mayor o menor que
lo-

El fabricante conoce el margen de error de su maquina y lo tolera.

Se observé que cuando “la maquina estd bien ajustada”, la distribucién de la altura (X)
de las botellas sigue una normal N (ly,0?) con varianza conocida o? (varianza debida a la
imperfeccion de la méquina).

El fabricante sabe también que su méquina se puede desajustar y eso no lo puede tolerar.
Para comprobar que su maquina esta bien ajustada, el fabricante extrae diariamente de la
produccién una botella elegida al azar. Si su altura es “demasiado grande” o “demasiado
pequena para atribuirse a la imperfeccién de la maquina, entonces se detiene la produccién
para que se ajuste la maquina.

Problema: Controlar los riesgos de este procedimiento.

Consideramos las hipdtesis

Hy : “La maquina esta bien ajustada.”

frente a

H, : “La maquina esta desajustada.”

El fabricante desea que el riesgo (o probabilidad) de ”falsa alarma” no sea mayor que 0.05.
La decisién del fabricante se formula de la manera siguiente: Rechazar Hy si | X — lo| > u.

., Como elegir u tal que o = P (Rechazar Hy |Hy es cierto) < 5%?7

Caso ideal: La maquina es perfecta (62 = 0). En este caso si X # [y, entonces la maquina

esta desajustada. Si u = 0, nuestra decision no tiene ningin riesgo.



Caso real: La mdquina es imperfecta (0> > 0). En este caso nuestra decisién tiene riesgos
puesto que no controlamos las variaciones de X. Sabemos que bajo Hy, X sigue una normal
N(lg,0?%), por tanto,

a = Py, (Rechazar Hy)

= 1—PHO(—E<X_ZO<E)

o g g

Donde Z = ¥ sigue una normal N(0,1).
Consultando la tablas de la N(0,1),obtenemos que

X -1
Py, <—1.96 < 0 < 1.96) = 95%.

Por tanto deducimos que si u/o > 1.96, o sea u > 1.960, entonces o < 5%.

— Ahora nos interesamos al riesgo (o error) de tipo II [3: el riesgo de no descartar Hy siendo
falsa, o sea, no dar la alarma cuando la maquina esta desajustada! Suponemos que cuando
H, es cierto, X sigue una normal N(l1,0%) con [; # [y (la maquina esta ajustada sobre el
valor ;). Se puede comprobar que cuanto més grande sea el desajuste de la maquina, mas
pequeno serd [ :

B = Py, (Acceptar Hy)
= PH1(|X—ZO|<U)
_ PH1<—E<X_ZI—ZI_ZO<E>

o o o o

= Py, (=196 +d < Z < 1.96 + d)

donde d = 1= y 7 = 2= es una N(0,1) bajo H;.

— Kl fabricante decide sacar varias botellas de la produccién para mejorar el control de
su maquina: Sean Xi,X,,....., X, las alturas de las botellas de la muestra. Bajo H,
(X1,Xs,......,X,,) es una muestra de la distribucién N(ly,0?), por tanto la media X sigue

una distribucién N (lo,”—:> . Cuando n tiende hacia el infinito, la observacién de X vuelve

cada vez mas segura (la varianza de X tiende hacia 0). Por tanto una decisién basada sobre
el estadistico X tendrd riesgos cada vez mas pequenos cuando n crece. En el caso limite
n = oo, la regla de decisién rechazar Hy si X # [y no tendra riesgo.

1.3 Ejemplo 3: (Examen de septiembre 1999)

Se comprobod que la probabilidad de curarse la gripe en dos semanas sin tomar medicamen-
tos es igual a py = 0.4. Se experimenta un tratamiento homeopatico sobre una muestra de N
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pacientes recién afectados por la gripe. Suponemos que cada paciente tratado se cura de manera
independiente y con la misma probabilidad p.

Problema: Se quiere construir un test para contrastar la capacidad curativa de este trata-
miento.

— Traducir en funcién de p y po, el contraste de hipétesis Hy : “El tratamiento no tiene efecto
en la curacién” frente a H; :“El tratamiento mejora la curacion”.

— Sea Sy el numero de pacientes de la muestra que se cura al cabo de dos semanas. Construir
un contraste a partir del estadistico Sy con riesgo I a.

— Interpretar el riesgo a que se quiere controlar en este experimento.
Solucion:

— Hy:p=po frente a Hy : p > pg
— Sy sigue una distribucién binomial B(N,p). Intuitivamente, vamos a rechazar Hy si ob-
servamos Sy grande. Eso se puede justificar mediante el calculo del valor esperado de Sy.

Tenemos que
E (Sn |H; es cierto) = Np

Por tanto
E (Sy |H;y es cierto) = Np > Npy = E (Sy |Hy es cierto)

Asi que una regla de decisién para el contraste de hipdtesis anterior puede ser
Rechazar Hy si Sy > u.

Por consiguiente, el riesgo de tipo I o para esta decisiéon sera

a = P(Sy > ul|H es cierto)
N
= D Ot -p)™*
k=[u]|+1

— La probabilidad « representa aqui el riesgo de aceptar “un placebo como tratamiento contra
la gripe.”

Aplicacion namérica: El experimento se hizo con una muestra de N = 10 pacientes,
y se observo Syp = 6.; Cual sera la decisién basada sobre el precedente contraste y nuestra
observacién, para a = 5% y para a = 7%?



La tabla que aparece a continuacién da las probabilidades de la binomial B(10,0.4) :

Py (S10 = k)
0.006
0.040
0.121
0.215
0.251
0.201
0.111
0.042
0.010
0.002
0.001

O 0| || T =W N | O

—_
S

Segun esta tabla Ppg,(S19p > 7) = 0.013 y Py, (S10 > 6) = 0.055. Entonces no podemos
obtener un riesgo « igual a 5% a partir de la regla de decisién anterior: La ecuacién o =
P (Sy > u|Hj es cierto) no tiene una solucién u, para cualquier a € [0,1]. Eso es debido al hecho
de que el estadistico Sig tome valores discretos. Para solucionar este problema proponemos una
decisién mas flexible (decision aleatorizada):

1 si SN > U
Rechazamos Hy con probabilidad ¢ v si Sy = u
0 si SN <u

Tenemos que

a = Py, (Rechazar Hy)
= PHO(SN>U)+’}/PHO(SN:’LL).
Para o = 0.05, uw = 7, y por tanto

vo= (005 — P(Slg > 7)) /P(Sl() = 7)
— (0.05— 0.013) /0.042
0.88.

Asi que nuestra regla de decisién para un riesgo I a = 5% serd

1si SlO > 7
Rechazamos Hy con probabilidad ¢ 0.88 si S =7
0 si SlO <7
Observamos Sy = 6, entonces aceptamos Hy.
Para a = 7%, la regla de decisién sera
1si 510 > 6
Rechazamos Hy con probabilidad ¢ 0.135 si Sjg =6
0 si SlO <6

Observamos S = 6, por tanto rechazamos Hy con probabilidad 0.135.
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1.4 Ejemplo 4: (Test de la mediana)

Suponemos que observamos una muestra Xi,Xo, ..., X, de una distribucion F; con densidad
continua. Queremos contrastar la hipotesis Hy : “La mediana de Fj es igual a mg”.

(a) Deducir la distribucién del estadistico

Sn = Z I{Xigmo}
=1

(b) Construir un test basado en S,, para contrastar Hj.

(c) Aplicacién: Se quiere estudiar la influencia de la vida en grupo en una guarderia de ninos.
Disponemos de la tabla de datos siguientes, donde aparecen notas (entre 0 y 100) que
pretenden medir la percepcién del nino.

Notas para gemelos
En la guarderia | En Casa
82 63
69 42 Contrastar con un nivel o = 5% la
73 74 hipétesis Hy : “Las percepciones
43 37 en la guarderia y en casa no son
58 51 distintas”
56 43
76 80
65 62

Solucién (breve):

(a) S, es una suma de n variables de Bernouilli con pardmetro p = P(X; < my). Por tanto,
Sy, sigue una binomial B(n,p).

(b) Bajo Hy, p = % Por tanto, rechazaremos H si

n
Sn — 5) > U
(c) Sean (X;,Y;) las notas (en la guarderfa y en casa) de los i®™° gemelos. Bajo Hy : Pxy =
Py x, la variable U; = X; — Y] tiene una distribucién Fj simétrica, por tanto su mediana

mOZO.

1.5 Conclusién:

La construccién de un test para contrastar dos hipotesis Hy y H; procede de la siguiente
manera:

1. Formular el contraste (H frente a H;) en funcién de los pardmetros de la distribucién de
las observaciones.

2. Elegir un estadistico S sobre lo cual basamos nuestra regla de decision.



3. Definir cuando rechazamos H, y fijar el riesgo I, a.

4. Calcular el umbral de rechazo de la regla de decision, en funcion de a.
Los riesgos del test para contrastar dos hipotesis Hy y H; dependen de:

— La dispersién del estadistico S sobre el cual basamos nuestra decisién (el riesgo crece con
la variabilidad de nuestra observacion).

— La “distancia” entre las dos hipétesis; si Hy y Hp estan “cerca”, tomar una decision que
pretende distinguir estas dos hipdtesis suele ser arriesgado.

2 Optimalidad de los tests

2.1 Contraste de dos hipdtesis simples

Denotamos Py la distribucion tedrica de la muestra de observaciones. Queremos saber si la
distribucién con la que hemos obtenido la muestra es Py, o Fy,.

fente a

Las hipotesis Hy (hipotesis nula) y H; (hipétesis alternativa) no tienen en general un papel
simétrico. En “fiabilidad”, Hj es la hipétesis de “no alarma” y H; la de “alarma”. En las ciencias,
Hy es la hipdtesis cominmente admitida y H; es una hipétesis que lleva a otra teoria. En general,
Hy corresponde a la hipdtesis que no queremos rechazar facilmente, y el riesgo de equivocarse
rechazandola esta fijado en la construccién del test.

— El riesgo de rechazar Hy, H, siendo cierta, serda denotado « y sera llamado riesgo o error
de tipo I, denominado también nivel de significacion del contraste. Eso es el riesgo del
fabricante en fiabilidad (riesgo de equivocarse cuando da la alarma).

— El riesgo de equivocarnos cuando aceptamos Hy, lo denotamos ( y se llama riesgo (o
error) de tipo II (riesgo del cliente en fiabilidad).

— A continuacién, damos la tabla de los riesgos para un contraste con dos hipétesis simples:

Decision Realidad H(] Hl
HO 11—« ﬁ
H1 « 1-— ﬁ

Definicién 3 Un test para contrastar Hy frente a Hy se define como una funcion ¢ de las
observaciones que toma sus valores dentro del intervalo [0,1].
A este test asociamos la regla de decision “Rechazamos Hy con una probabilidad igual a ¢”.

El riesgo o de ¢ se escribe:

a = Py, (rechazar Hy)

= EHO ((b)

Ejemplo 1 En el ejemplo del “Doping”, ¢ = Iixsuy y @ = Epy(¢) = Pry (X > u).
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Para comparar los tests con mismo riesgo «, definimos un criterio que llamamos potencia del
test que corresponde a la capacidad del test para rechazar Hy cuando Hj es falso. En el marco
de un contraste con dos hipétesis simple, esta potencia corresponde al valor 1 — 8 = Ey, (¢).
Cuanto mas pequeno sea [ mejor serd el test. El test 6ptimo se construye utilizando el siguiente
lema..

Teorema 1 (Lema de Neyman-Pearson) Sea x = (z1,22,...,x,) el conjunto de observa-
ciones y Lo(z) la verosimilitud de x. Para cualquier nivel o €]0,1[ podemos determinar el umbral
Uq Y la probabilidad vy, de tal manera que el test

1 si Ly, (z) > uqLg,(x)

¢ = Yo St Lo, (I) = UaLg()(CL’) )
0 si Ly, (z) < unLp,(x)

tenga un riesgo de tipo I a.. Este test tiene el riesgo de tipo II 3 minimo en la clase de los tests
con un riesgo I igual a a.

Comentario:(Test no aleatorizado)
Si la distribucion Py admite una densidad continua, entonces el test de Neyman-Pearson se
simplifica y tenemos que

0 en caso contrario

b= { 1si Lo, () > uqLg,(x)

2.2 Formulacién general

Un contraste de hipétesis se formula de manera general como

Hy:0 € ©g frente a Hy : 6 € O;.
En este marco general, tenemos la definicion siguiente de la potencia y del nivel de un test ¢.

Definicién 4 Sea la funcion B, definida sobre el espacio © = ©g U O y tal que B,(0) =
Ey(¢) :probabilidad de rechazar Hy para distintos valores de 6 € ©.
(a) La potencia de un test ¢ (capacidad de rechazar Hy, Hy siendo falso) es la restriccion de (3
sobre O1.
(b) El nivel del test denotado o serd definido como el valor mdvimo de la funcion 3, en el
conjunto Oy :

RO

Definicién 5 La region critica del test, denotada C, es la region del espacio muestral por la cual
rechazamos Hy : C = {z, ¢(x) > 0}.

Definicién 6 Sea un test ¢, digamos que este test es UMP (uniformemente mas potente) si para
cualquier test ¢ de mismo nivel que ¢, tenemos que la potencia de ¢ es superior a la de ¢':

VO € O1, B4(0) = By(0).



Ejemplo 2 Contraste sobre la media de una muestra gaussiana: Sea (X;)i=1., muestra de N(0,1).
Hy: 0 <40, frente a Hy : 0 > 0y

Proponemos el test

Q=

1 siX>60,+u
0 en caso contrario

0 sea, ¢ = I{Y>00+u}'
Para este test, tenemos que,

Bs(0) = Py(X >0+ u)
= Pg(\/ﬁ(7—9)>\/ﬁ<90—9)+\/ﬁu)
= P(Z>/n(0y—0)+vnu).

donde Z sigue una normal standard.

— La regién critica de este test es C' =] X > 6y + u, + 00| .

— La funcién §,(0) es aqui creciente y por tanto a = 3,(6y).
— Si a = 5%, el umbral debe verificar \/nu, = 1.64.
Entonces, si o = 5%, B,(0) = P(Z > /n(0y — 0) + 1.64) .
— Deducimos que la potencia del test crece con n.

2.3 Razon de verosimilitud monotona.

Objetivo: En este capitulo generalizamos el Lema de Neyman Pearson para contrastes uni-
laterales.

Definicién 7 Consideramos un modelo (FPy)gco donde © es una parte de R, y denotamos Ly
la verosimilitud de las observaciones para el valor 6 del parametro. Supongamos, que existe un
estadistico T = T (x) tal que, si 0' > 0 la razdén de verosimilitud

2] o

donde g(T') es una funcion creciente de T'. Entonces, el modelo (Pp)gco es de razon de verosimi-
litud creciente.

Ejemplo 3 Modelo de Poisson: Py(z) = $A%e™, con X € (0,00) = ©. Observamos una muestra
(X})i=1.n de Px.El logaritmo de la razén de verosimilitud por X' > \ es

Ly (x) B i exp(—X)
m[m@)] - H A’“eXlO A
- T ln()\ JA) = (N =) = g (T)

donde T =37 | X; y la funcion gy x(T) es creciente con respecto a T. Por tanto, el modelo de
Poisson es de razon de verosimilitud creciente.
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Consideramos el contraste unilateral siguiente:
Hy: 0 <40, frente Hy : 0 > 60,

Teorema 2 Si el modelo (Py)geco tiene una razdn de verosimilitud creciente con la definicion
anterior, entonces

(a) Para cada nivel o, existe un test UMP ¢ de nivel o para contrastar Hy : 6 < 0y frente
H, : 0> 0y, que tiene la formaluacion siguiente:

11T >u
o=< vs1T=u
0s1T <u

(b) La funcion de potencia 3(0) de este test es estrictamente creciente.

(c) Para cualquier test ¢' con Ey, (¢') = a, se cumple Ey (¢) < Ep (¢') para 6 < 6.

(d) Si ahora, queremos contrastar Hy : 0 > 0y frente Hy : 0 < 0y, el test 1 — ¢ es UMP en la
clase de los tests de mismo nivel que 1 — ¢.

3 Test de razon de verosimilitudes

Método basado en el estimador de maxima verosimilitud (EMV). Este método es aplicable
en cualquier situacion en la cual, la distribucion Py de la muestra depende de un parametro 6
que varia en un espacio parametrico © C RY.

Consideramos el contraste
Hy:0 € 0 frente a Hy : 0 € O,

y denotamos © = Oy U O.

Definicién 8 Se denomina razon de verosimilitudes para contrastar dichas hipdtesis, al es-
tadistico

maxgee Lg()

Alz) =
( ) maXgpeo, L@(l’)
L
Léo (l’) ’
donde Ly(x) es la verosimilitud de la muestra de observaciones & = (x1,xa, ... xn), 0 es el EMV

de 0 bajo cualquier hipdtesis y 50 el EMV de 6 bajo Hy.
El test de razon de verosimilitudes se escribe

1 siA(z)>u
p=< v siANz)=u
0 siA(z)<u
Su nivel es
a = maxFy(9)
= max [Py (Az) > u) + 75 (Az) = u)]



Ejemplo 4 FEl test de razon de verosimilitudes coincide con el test de Neyman-Pearson en el
marco de dos hipotesis simples. Sea el contraste

Hy:0€0y= {6y} frente a H : 0 € ©1 = {6,}
La razon de verosimilitudes para este contraste se escribe

max (Lg, (x),Lg, (x))
L90 (l’) ’

Az) =

Ly, (z)
L90 (CIS)

Lo, ()
L90 (.’17)

por tanto A(z) crece con el ratio . Entonces rechazaremos Hy st > u (test de Neyman-

Pearson).

Ejemplo 5 Si observamos una muestra de una normal N(u,0?) donde i y o son desconocidos,
Y que queremos contrastar

Hy:0€ 6= {0=(1,0%)1=pgo >0}

frente a
Hl RS 61 = {9 = (,LL,O'Q),,M 7é Ho,0 > 0}
1

entonces el EMV de 0 bajo cualquier hipdtesis es 0 = (5732) . donde 5% = Sy (g —E)z Yy
el EMV de 0 bajo Hy es 0y = (p,05) donde 5> = L3570 | (z; — 1o)*. Para este contraste, se

demuestra que el test de razon de verosimilitudes coincide con el test de Student.

En el caso en el cual no podemos expresar la regla de decisién mediante un estadistico cuya
distribucion conocemos, se puede utilizar la distribucion asintética del logaritmo de la razon de
verosimilitudes que viene dada por el teorema siguiente.

Teorema 3 Sobre una muestra x = (x1,29,...,2,) cuya verosimilitud Lo(z) depende de un
parametro 6 € © C RY, se quiere contrastar la hipotesis nula definida por

H()ZGE@()

donde dim (©g) = k < q. Si la distribucion del EMV de 0 tiende hacia una normal (teorema
central del limite) cuando n tiende hacia el infinito, entonces bajo Hy, el estadistico 21n (A(z))
sigue asintoticamente una distribucion del x* con q — k grados de libertad:
d
2In (A(7)) = xg &
Por tanto, un test basado en 21In (A(x)) con un nivel asintdtico a serd rechazar Hy con probabi-
lidad 1 si 2In (A(x)) > x2_}. o » donde x2_, , es el cuantil definido por P (X2_j, > Xo_j.a) = .

Ejemplo 6 Comparacion de las medias de dos muestra de una distribucion exponencial. Sea
(Xi)i=1, n, una muestra de una distribucion exponencial Exp(A1) y (Y;),_, .. una muestra de
una distribucion exponencial Exp(Xg). Se quiere contrastar la hipdtesis Hy : Ay = A\y. Para este

contraste se utiliza la distribucion asintdtica de 21n (A(z)) (cuando nq,ne — 00).
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