CAPITULO 8. INTERCAMBIABILIDAD Y
MODELOS JERARQUICOS

Para leer

Bernardo y Smith (1994), Secciones 4.2 y 4.3.
Gelman et al (1995), Capitulo 5,

Lee (1997), Capitulo 8.

En este Capitulo se consideran las situaciones
en las que existe una estructura en el modelo
que se quiere incluir en la formulacion de la
distribucidon a priori.
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Intercambiabilidad

La intercambiabilidad (De Finetti 1964, 1974)
proporciona una idea mas débil de simetria de
la distribucion.

Definicion 13 Un conjunto de sucesos aleato-
rios X1,...,Xn es intercambiable si cualquier
permutacion tiene la misma distribucion que
cualquier otra permutacion, es decir que si j1,
.., Jm Son numeros enteros en 1,...,n, éen-
tonces

P(ML1X;) = P(NX1X;)

Las variables aleatorias X1, Xo,... son (infini-
tamente) intercambiables si para m numeros
enteros, j1,...,Jm, tenemos

(X X)) ~ (X1,..., Xm)
donde me€1,2,...
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Ejemplo 100 S/ X4,...,X, son i.i.d., son in-
tercambiables.

Ejemplo 101 S/ X; = carta + es una espada,
los X; son intercambiables pero no son inde-
pendientes.

Ejemplos de modelos no intercambiables son
los modelos estocasticos (cadenas de Markov,
colas ...).
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Teoremas de De Finetti

Hay dos resultados que clasifican series inter-
cambiables. El primer resultado (De Finetti 1930,
1964) es para variables Bernoulli.

Teorema 16 Si X4, X»,... esuna sucesion infini-
tamente intercambiable de variables 0-1 con
medida de probabilidad P(-) entonces existe
una funcion de distribucion F(-), tal que,

1 n
p(er,....am) = [ [] 67(1—0)" " dF (6)
1=1

Demostracion

Ver Bernardo y Smith (1994).
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Interpretacion

El resultado implica que suponiendo la inter-
cambiabilidad infinita, existe 6 tal que las X;|60
sean variablesi.i.d. Bernoulli donde el parametro
0 tiene una distribucion a priori F'(6). Podemos
pensar que el contenido de F(-) es una repre-
sentacion de nuestras creyencias sobre la fre-
cuencia relativa de 1's en un numero grande
de observaciones.
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El teorema general

Teorema 17 Sea X1,Xo,... una sucesion de
variables infinitamente intercambiables. Defi-
na P(x) = P(X < z). Entonces, existe una
distribucion ) tal que

Play...oan) = | T Fla)dQ(F)
1=1

donde F es el espacio de funciones de distribu-
cion, Q(F) = limp—oco P(Fy) vy Fy e€s la funcion
de distribucion empirica definida por x.

El teorema implica que si los X; son intercam-
biables, existe @ para que

Pe) = [ T] p(2i6)dQ(8).
1=1
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Observacion 63 Los teoremas de De Finetti
justifican la inferencia bayesiana teoricamente,
pero no son muy dtiles para determinar la dis-
tribucion a priori en la practica.

Algunas extensiones justifican modelos especifi-
cos. Por ejemplo se dice que Xq,... presenta
simetria esféerica si X ~ AX para A ortogonal.

L.os supuestos de intercambiabilidad infinita y
simetria esférica justifican un modelo normal
dada alguna distribucion a priori para la media
Y varianza.

Ver Bernardo y Smith (1994).
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Modelos jerarquicos

Supongamos que se hace una serie de experi-
mentos donde los datos Yj del experimento ¢
dependen de parametros Hj, para 3 =1,...,J.

Tipicamente se hacen varios suposiciones so-
bre la relacion entre los parametros Hj. Por
ejemplo que son i.i.d. 0 que 01 < ... < 0.
Tales relaciones se llaman estructurales.

En muchos casos, |la informacion estructural se
combina con una distribucion a priori sobre los
parametros de la estructura o hiperparametros.

En este caso, se dice que la distribucion a priori
es jerarquica. Ver Good (1980).
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Ejemplo 102 Varios individuos hacen una prue-
ba de inteligencia donde se supone que sus re-
sultados tienen una distribucion normal

1
Yil0;, 0 ~ N | 05, —
00 ( 525)

donde la media depende de la inteligencia real
del sujeto. Se puede suponer también que la
poblacion de medias es normal, es decir que

1
97; ) NN y
|14, % (u ¢>

donde |los hiperparametros son u y .
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Ejemplo 103 George et al (1993) analizaron
datos de fallos de bombas eléctricas. Se suponi-
an que si X; es el numero de fallos en la bomba
1, entonces

X;|0;,t; ~ P(t;0;) parai=1,...,10

donde t; es el tiempo de funcionamiento de la
bomba.
Se empleo una distribucion a priori jerarquica:

6’i|a76 ~ g(aaﬁ)
a ~ £E(1)
6 ~ g(07171)
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La estrategia general

Consideramos un conjunto de experimentos 3 =
1,...,J en el que el experimento j-ésimo pro-
porciona datos x;, con parametro 8, y verosimil-
itud 1(6;]x;). Si no hay otra informacion salvo
los datos para distinguir los parametros Hj, se
puede representar tal simetria mediante inter-
cambiabilidad de los parametros. Luego

J
f0le) = 11 r0;l¢)

=1
con la incertidumbre sobre ¢ modelizada usan-
do una hiperdistribucion f(¢).
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Entonces, |la distribucion conjunta a priori es

1(0,¢) = f(0|p)f(9)

y la distribucion conjunta a posteriori es

f(0,9]x) x f(8,9)i(x]0)

Ademas, la densidad predictiva es

falx) = [ [ £(216,0)1(Ix, )/ (%) dep db

Un problema es que se tiene que asignar una
distribucion a priori sobre ¢.

Exploramos varias posibilidades.
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Distribucion a priori propia

Si se impone una distribucion a priori propia
f(@) luego, se emplean los métodos de muestreo
Gibbs para hallar la distribucion a posteriori de
0 porque en muchas situaciones, las distribu-
ciones

FOlx, @) y f(P]x,0).

pueden ser faciles de hallar.
No obstante, el problema es que a menudo no

existe mucha informacion real sobre los hiper-
parametros.
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El método Bayesiano empirico

En este caso, se sustituyen los hiperparametros
¢ por algun valor estimado ¢ y se procede con
el analisis bayesiano habitual, suponiendo que
lOoS hiperparametros son conocidos.

Ver, por ejemplo, Carlin y Louis (1996, 2000).

Ejemplo 104 Sea

0i|m% ~ N(0,72)

parat=1,...,n.

No se quiere especificar una distribucion a pri-
ori para 2. ; Como se puede estimar?
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La distribucion marginal de X es
X|72 ~ N (0, (14 7))
y dados los datos, el EMV de 12 es

1 n
72 =max{0,= Y xf—15.

=1

Ahora, se procede suponiendo como Si 2 fuera
conocido. Cuando 72 > 0, se tiene

i) )
T T
0;]x ~ N ( =T = )

1472 "14 72
y entonces
_|_
E[0|x] = (1 - 2) X.
> L

Observacion 64 Este estimador es un esti-
mador de Stein truncado. Ver Stein (1955),
James y Stein (1960).
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Un problema con este método es que es muy
arbitrario ya que se pueden elegir varias es-
timadores de ¢ (EMV, método de momen-
tos etc.) Otro problema es que no es muy
bayesiano.

Utilizar distribuciones a priori no informa-
tivos

Ejemplo 105 Retomando el Ejemplo 102, supong-
amos en principio que se conocen los valores

de ¢ y ¢ y que se impone una distribucion uni-
forme a priori para pu.

LLuego

f(u,0ly) o< exp (—22(% — 97;)2)

exp (—gZ(Gi —~ u)2> -

1
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Integrando con respeto a u, se tiene

Oly ~ N(m,W) donde

_ 1 W
w1l = | J
o+ Y +n¢(¢+¢)

Wm = ¢y

v la media a posteriori de 0 es

6 o
oo’ Tt

es decir que la media de Qj es una media pon-
derada del EMV y la media global y.

E[0]y]0

No obstante si se impone una distribucion im-
propia a priori para ¢ y 1, es posible demostrar
que la distribucion a posteriori es impropia.
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CAPITULO 9. METODOS NUMERICOS

Para leer

Gelman et al Capitulo 9, Seccion 9.5, Capitulo
10.

Dada una distribucidn a priori f(€) y unos datos
X, @ menudo se quiere evaluar:

m |a densidad a posteriori

f(8)1(0]x)
J f(0)i(8]x) db

f(0]x) =

m suponiendo una pérdida L(T, 0), el estimador
Bayes

mT|’n E[L(T,0)|x]

m intervalos de credibilidad, ...
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Excepto |las pocas situaciones en que tenemos
familias conjugadas, el calculo de las integrales
es problematica. Se necesitan emplear méto-
dos numéricos.

Ejemplo 106 X|0 ~ C(1,0). Dada una distribu
cion a priori no-informativa, f(0) « 1, la dis-
tribucion a posteriori es

FOR) o [T [1 4 (2 — 0)?]

YV no se puede calcular ni la constante de inte-
gracion ni los momentos sin métodos aproxi-
mados.

Observacion 65 Como la distribucion a pos-
teriori va a ser bastante simétrica, si la muestra
es suficientemente grande, una posibilidad es
emplear una aproximacion normal, como se ha
visto en el Capitulo 6.
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Ejemplo 107 Sea

k
f(z|w,0) = ) wig(x|0;)
=1

1=

una mixtura de densidades.

Dados los datos, la verosimilitud es

n k
[(w,0]x) oc 1] > wig(x;16;)

j=1i=1
que tiene k™ términos.

Para n (y k) grande, no es posible evaluar la

distribucion a posteriori de (w,0) en un tiempo
finito.
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Observacion 66 Si 0 es discreto (y infinito),
a menudo hay menos dificultades en evaluar la
densidad porque estimar una suma es mas facil
que estimar una integral. Se trunca la suma
para estimar la constante de la distribucion.

P(0)I1(0|x)
SN PO =)0 = i|x)
donde N es un numero grande. Utilizando val-

ores diferentes de N se puede determinar una
aproximacion suficientamente precisa.

P(0|x) =

Ejemplo 108 Sea X|N ~ BZ(N,1/2) y la dis-
tribucion a priori geométrica N —1 ~ GE(1/4):

1 n—1
P(Nzn)Z—(§> n=1,2,...
4 \4

Dada una observacion x = 5 la distribucion a
posteriori es

P(N =nlx=5) (2)71_1(7;)2—171

n! 3\"
X <§> para n > 5.
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No es una distribucion estandar y debemos
aproximar su constante mediante truncacion.

la tabla muestra los valores estimados de la
constante y de la media a posteriori truncando
la suma en varios valores de N.

Nmax | Samg s (3)" ENjz = 5]
10 12.028 7.688
15 14,763 8,504
20 14,925 8,595
40 14,930 3,600
60 14,930 3,600

Se ve que truncando el sumatorio en Npax =
40, se tiene convergencia suficiente para aprox-
imar la media en dos decimales.

Observacion 67 Volviendo al Ejemplo 107, se
tienen los mismos problemas si @ es discreta o
continua, sea conocida o no w.
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Integracion Numerica
Existen muchos métodos.
La regla de Simpson

Se quiere evaluar la integral

1:/69(9) 40

a

En su version mas simple, la regla de Simpson
es
a-+b

[%b—a
6

9(@) +49 (“27) +90)|

Se mejora la aproximacion dividiendo el inter-
valo [a,b] en un nidmero par N de subintervalos

l[a,a+h)U---Ula+ (N —1)h,a+ Nh = b]
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Utilizando la regla de Simpson para cada subin-
tervalo, se halla el estimador

I~ 2 lg(a) + 4g(a+h) +29(a+2h) + -
+2g(a+ (N —2)h) + 4g(a+ (N — 1)h)+
+g(a+ Nh)]

Ejemplo 109 Supongamos que 6|x ~ B(7,10).
Entonces
£(0]x) oc 6°(1 — 6)°

Intentamos estimar

1
I:/O 65(1 — 0)9de

Usando la regla de Simpson con h = 0,1 se
obtiene la siguiente tabla:
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0°(1—6)°  [§¢°(1 —¢)° do
0,00000E — 00 0,00000FE — 0O
3,87420F — 07
8,58994FE — 06 3,37987E — 07
2.94178FE — 05
4,12783E — 05 5,92263FE — 06
3,05176E — 05
1,22306E — 05 1,17753E — 05
2.31568F — 06
1,34218E — 07 1,24962F — 05
5,31441F — 10
0,00000E — 00 1,25007E — 05

~ ~» ~ ~

~

~» ~ ~» ~

OV ~NODUTDNWNHROD

-t

El valor exacto de la integral es 1,24875FE —05.
(La regla de Simpson con h = 0,05 nos lleva
el resultado 1,24876F — 05.)

Se pueden anadir mas columnas a la tabla para
estimar, por ejemplo, la media.
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Ejemplo 110 Se muestrean 5 observaciones
de una distribucion Cauchy con densidad

1
Fer =2 {1+ (z—0)2}

Los datos son x = (11,4,7,3,9,8,13,7,10,6)".
Se supone una distribucion a priori uniforme
para 0.

Supongamos que queremos estimar la constante
de integracion, P(6 < 11,5|x) y la media a pos-
teriori de 0.

l.a densidad a posteriori es

F(O1x) [1 + (11,4 — 9)2] . [1 + (10,6 — 9)2]
x H(O) donde

H(9) = 10° [1 + (11,4 — 0)2] . [1 + (10,6 — 9)2] .

Observacion 68 Es dtil multiplicar por una
constante (10°) para disminuir los problemas
numericos.
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Para calcular la constante, es preciso estimar
[ H(#) df. Utilizamos la regla de Simpson

con h = 0,5.

6 H() 6H®) [*_H)dt F(0)x) [’ _tH(t)dt
45 0 0 0 000 0
5,0 0 0
5,5 0 1 0,000 0
6,0 1 4
6,5 ,2 1.4 1 ,000 0,5
7.0 8 5.6
7.5 2.3 16,9 1,0 ,002 7.3
8,0 4.8 38,8
8,5 10,7 90,7 6,4 ,012 51,1
90 282 2539
95 82,7 7859 40,8 ,076 366,4
10,0 196,1 1961.4
10,5 290,6 30512 2338 436 2313.5
11,0 250,1 2751,1
11,5 129,2 1485.6 470,5 877 4903,8
12,0 47,4 5682
12.5 17,3 216,3 526,4 ,982 5566,3
13,0 7.4 96,3
135 3,3 44,0 5348 997 5673,9
14,0 1,1 15,4
14,5 3 4.2 536,1 1,000 56922
15,0 1 1,2
15,5 ,0 4 536,2 1,000 5693,7
16,0 0 1
16,5 0 .0 536,3 1,000 5693.,8
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Observacion 69 Utilizamos la aproximacion
00 16,5
/ H(6) df z/ H(6) df
—00 4.5
porque la densidad es aproximadamente cero
fuera del intervalo [4,5,16,5].

P(0 < 11,5|x) ~ 470,5/536,3 = ,877. Se esti-
ma la media a posteriori con

E[0|x] ~ 5693,8/536,3 ~ 10,62

Observacion 70 Se puede estimar cualquiera
integral utilizando la regla de Simpson pero no
es un méetodo muy preciso. Existen problemas
en casos multidimensionales.
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Cuadratura de Gauss-Hermite

Se utiliza la aproximacion
N

[Py dtn Y wif ()

1=1
donde los t; son los ceros del polinomio de Her-
mite Hy(t) v

_ 2N=INY/N
-~ N2(Hpy_1(£))?

Wy

Observacion 71 Sila distribucion se parece a
una normal, el método es bastante eficiente.
Se puede extenderlo al caso de 8 multidimen-
sional pero la eficacia disminuye con dim(8).
Existen otras aproximaciones gaussianas para
usar cuando el soporte es finito.

Otros métodos de integracion numeérica.
Romberg (trapezoidal), polinomiales, etc. Ver
Evans (1993).
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Métodos Monte-Carlo
Ver, por ejemplo Chen et al (2000).
Se quiere evaluar la integral

Blg®)Ix] = [ 9(0)£(61x) db

Si se puede muestrear f(0|x), entonces, se es-
tima E[g(08)|x] con

N NG
g=ﬁi;g(9 )

donde 9(1) ... 0(N) son los datos muestreados.
El| estimador tiene varias propiedades buenas.
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Propiedades

m cuando N — oo, g — FE[g(0)|x].

m mediante el teorema de limite central, un
intervalo (aproximado) de confianza de 95 %
para E[g(0)|x] es

g+ 2se(g).
El tamano del intervalo nos proporciona
una idea de la precision de nuestra esti-

macion. Si es demasiado ancho, siempre
podemos muestrear mas datos.

m Se necesita suponer la existencia de V[g(0)|x].
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Ejemplo 111 Sea X|u, ¢ ~ N(u,1/¢) con dis-
tribucion a priori de Jeffreys f(u,¢) < 1/¢. En-
tonces

n—1 (n —1)s?
Mxhug< 2 2 )
plg ~ N(z,1/(ng))
Se puede muestrear f(u, p|x) mediante el sigu-
iente algoritmo

1. 21=1

2. Generar gb(z) de G (n 1 (n 21)8 ),

3. Generar u(® de N(:T:, 1/(gb(i)n)>
4. 1 =1+ 1. 8i : < N, Goto 2.
Se estima, por ejemplo, la media E|[u|x] con

OO
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Ejemplo 112 Sean n =20, T = 0 y s2 = 20.
Entonces, dada la distribucion a priori de Jef-
freys,

19 19 x 20)

plx ~ 9(2, .
ux, ¢ ~ N(0,1/(204))

Se hace una muestra Monte-Carlo de tamano
500 de la distribucion a posteriori.

El diagrama ilustra un histograma de los val-
ores de u muestreados. Es similar a la densidad
t19 que es la verdadera densidad a posteriori de

7y

Observacion 72 Se mejora la aproximacion uti-
lizando muestras Monte-Carlo mas grandes.
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04

frecuencia
0.3

0.2

0.1

0.0

3

= | |“ |‘ ||I|
2 1 0 1 2
mu

Se estima, por ejemplo, un intervalo de cred-
ibilidad para p utilizando los cuantiles de la
muestra. El 5% cuantil es —1,67 y el 95 %
cuantil es 1.63. El verdadero 95 % cuantil de
t19 €s 1, 73. La media muestral es ,022, bas-
tante parecida a 0, la verdadera media a pos-
teriori.
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La funcion de importancia

Son poco comunes las situaciones en las que
se puede muestrear la distribucion a posteriori
facilmente. Es mas habitual que solo se conoz-
ca el nucleo de la distribucion, faltando la con-
stante de integracion. En estas situaciones, se
modifica el método de Monte Carlo.

Pongamos una distribucion bien conocida h(6),
la funcion de importancia. Entonces ten-
emos

Jw(8)g(0)h(6) db

Elg(6])] = [w(8)h(0) df

donde el peso w(f) es

HOUCDY

w(®) ="
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Dados unos datos muestreados de h(6), se aprox-
ima la esperanza con

Z;{V:l wz'g(@(i))

Elg(0]x)] ~ S

donde
FO)Y (6 |x)
w; — ;
h(6(D)

Observacion 73 En teoria, se puede usar cual-
quier funcion de importancia h(6) pero si h(0)
es muy diferente a f(0|x) se necesitaran mues-
tras muy grandes (porque se van a tener mu-
chos elementos en la cola de la distribucion a
posteriori con pesos muy bajos, y Uunos pocos
datos con pesos altos).

Por tanto el método funciona mejor si h(0)
esta proxima a f(6|x), Elecciones posibles son
h(0) = f(8) o (mejor) h(0) x 1(0]x),

Sih(0) = f(0|x) el método se reduce al método
Monte-Carlo basico.
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Ejemplo 113 Volviendo al Ejemplo 110 uti-
lizaremos el metodo Monte-Carlo con muestreo
de importancia para estimar la media a poste-
riori.

La media y varianza muestral son x = 10,56 y
s? = 5.,44. Utilizamos como funcion de impor-
tancia la densidad normal: h(0) = N (z, s2/2) =
N (5,78,2.72).

Observacion 74 A menudo se utilizan funciones
de importancia con colas algo mas anchas que
la verdadera distribucion real.

exp{T}M(Q—m,%)Q}
=1 (14 (0—2:)2)

Entonces se tiene w(0)

L.a tabla ilustra los estimadores para muestras
Monte-Carlo de varios tamanos.
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N FE[0|x]

10 10,80

100 10,70
1000 10,60
10000 10,62
100000 10,62

(Se hicieron 100000 iteraciones en aproximada-
mente 5 seqgundos en unas estaciones de tra-
bajo antiguas)

[La media estimada es igual a la media estimada
mediante la regla de Simpson.



El método de rechazo

La idea es muestrear una distribucion h(6) (una
funcion envolvente) con la propiedad de que

FO(O]x) < Mh(6)

para una constante M > 0. EIl algoritmo es
1. =1,
2. Generar 0(Y) de h(.),

3. Generar U ~U(0,1),

. £ 10 |x)

rechazarlo,

aceptar o(0) y si no,

5. Continuar hasta que la muestra sea completa.
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Ejemplo 114 Consideramos el problema de gener-
ar una muestra de una distribucion normal N (0, 1)
truncado para que 6 > 0.

2 —0%/2 g
£(0) = me si 0 >0,
0 Si no

Usamos como funcion envolvente una densidad
exponencial:

@) =e? sio>o.

Se necesita encontrar el valor de M para que
2

\/2_6_92/2 < Me? Vo >0
T

2

M > \/—69_92/2
7
/2

M > —61/2
7

tomando el maximo cuando 6 = 1, que implica
M > 1,3155.




Elegimos M = 1,315 (el mas eficiente) y en-
tonces se aceptan los valores de 6 generados
con probabilidad

p= o—02/2+6-1/2 <1,

El siguiente diagrama muestra la verdadera den-
sidad semi normal y la densidad envolvente.



Se genero una muestra de 300 datos de la dis-
tribucion exponencial y se rechazaron 79 datos.
El diagrama muestra un histograma de los datos
aceptados y la verdadera densidad normal. El
ajuste es bastante razonable.



Observacion 75 Propiedades y problemas son

h(-) debe ser parecida a f(0|x), pero con
colas mas largas,

m funciona mejor cuando M es pequeno,

Sih(0) = f(0|x) tenemos el método Monte-
Carlo simple,

s A menudo es dificil elegir h(-) y M.



Otros meétodos

m Bootstrap. Ver por ejemplo Rubin (1981).

m E| algoritmo EM para estimar la moda de
la distribucion a posteriori. (Dempster et al
1977).

m Métodos MCMC. Ver el capitulo 10.
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Aplicacion a inferencia para el sistema de
colas Er/M/1

Consideramos inferencia para el sistema de co-
las Er/M/1. Ver Wiper (1997).

Esta cola tiene servicios Markovianos (media
1/p) y tiempos entre llegadas distribuidos co-
mo G(k,k)\). Esta distribucion se llama la dis-
tribucion Erlang, con k etapas exponenciales,
cada una de media 1/)\k..

Observacion 76 Incluye la cola M/M/1 (k =

1) yla cola M/D/1 con servicios deterministi-
cos (k — o00).
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Inferencia Bayesiana para este sistema

Dada una muestra de tiempos entre llegadas
X Yy tiempos de servicio y, se puede demostrar
que, dadas las distribuciones a priori de Jeffreys
para A\, pulk vy k, las distribuciones a posteriori
seran

FCR, A ulx,y) oc f(k, Ax) f(1]y)
donde ply ~ G(ns,ts) v Mk, x ~ G(kny, kt;) y

r(ngk) (T;\" 1
PR = Gy (t%”) |
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La distribucion estacionaria del numero de
clientes en el sistema

Suponiendo que la intensidad de trafico p =
A/p < 1, existe una distribucion estacionaria

del tamano de la cola N.

En este caso, condicionada en |0s parametros,
la distribucion es geométrica n(N|k,v) = (1 —

V)Y, donde
()
vi|l— = 1.
kp

Ver, por ejemplo Nelson (1995).

Observacion 77 Se necesitan métodos numeri-
COS para estimar el valor de v, por ejemplo el
método Newton-Raphson.

Observacion 78 La distribucion w(Nlk,v) es
la distribucion vista por una persona llegando
en equilibrio.
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La distribucion predictiva

Para calcular la distribucion predictiva, se em-
plea una muestra Monte-Carlo. Dadas las prob-
abilidades P(k|x), un algoritmo para estimar la
distribucion estacionaria es:

1. Fijar k=1,

2. Generar una muestra ()\lgl),,ukl)) ()\,E:S),uk )) para S
grande.

3. Rechazar y remuestrear si pU)zz 1,
4., Calcular VS),'i::]ﬂ...,S

5. Estimar w(N|k,X,y) mediante
#(Nlk,x,y) =+ 3, m(N|k,v®)

6. k=k4+1. Ir a 2.

Ahora, se estima la distribucion del tamano de
la cola con

m(NIx,y) =~ ) P(k[x)T(Nk,x,y)
k
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Observacion 79 Se aproximan las probabili-
dades P(k|x) truncando la suma.

Ejemplo 115 Se supone que se observan 51
tiempos entre llegadas y 41 tiempos de servi-
cio. Los datos son ts = 16,70, t; = 24,34 y
logT; = —41,08. (Se han generado estos datos
de £(2,2) y G(6,2) ).

Se supone un soporte de [1,20] para k, y dis-
tribuciones a priori propias pero poco informa-
tivas para todos los parametros.

Dadas estas distribuciones a priori se tiene P(p <
1) =,4 y E[k] = 10,3.

Después de ver los datos se tiene P(p < 1|x,y) =
8 y la moda a posteriori de k es 5. La figu-
ra muestra las probabilidades del tamano de la
cola en equilibrio.



p(n|data)
0.15




El siguiente diagrama ilustra las probabilidades
estimadas utilizando los EMVs de |os paramet-
ros. Se observa que los dos diagramas son muy
parecidos.

p(njemvs)
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

0.05

0.0




Comentarios y Extensiones

m Para este sistema la distribucion estacionar-
ia del tamano de |la cola visto por un ob-
servador externo es distinto.

m [ambién es posible estimar las distribuciones
de tiempo de espera o de la duracion de un
periodo de inactividad.

m Se puede extender el analisis a sistemas con
multiples servidores pero el coste computa-
cional crece rapidamente.
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