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Tema 5.5: Contrastes de hipotesis

1. ¢Queé es un contraste de hipotesis?

2. Elementos de un contraste: hipotesis nula y alternativa, tipos de error,
nivel de significacion, region critica

3. Contrastes para la media de una poblacion normal
4. Contrastes para una proporcion

5. Problemas de dos muestras

Lecturas recomendadas:

= Capitulos 22 y 23 del libro de Pefia y Romo (1997)
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5.5.1: ¢ Queé es un contraste de hipotesis?

Una hipotesis es una afirmacion que se hace sobre la poblacion.

La hipotesis es parameétrica si se refiere a los valores que toma

alguno de los parametros poblacionales.

Por ejemplo, una hipotesis paramétrica es: “la media poblacional

es positiva” (u > 0).

Un contraste de hipotesis es una técnica estadistica para juzgar

si los datos aportan evidencia o0 no para confirmar una hipotesis.
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Ejemplo:

Después de algunas de sus decisiones recientes sobre la educacion, es natural
pensar que la popularidad del Ministro de Educacion haya bajado.

Se midieron las valoraciones sobre el ministro Wert de 10 estudiantes hace un
par de anos y recientemente. Las diferencias son:

-2,-04,-0.7,-2,+0.4,-2.2,+1.3,-1.2,-1.1, -2.3

La mayoria de los datos son negativos, pero ¢ proporcionan estos datos evidencia
de que el nivel medio de popularidad del ministro haya bajado?

La media estimada a partir de los datos es x = -1,02.

¢, Refleja esta estimacion un auténtico descenso en el nivel medio de popularidad?

¢, Se debe el resultado a razones puramente aleatorias?
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5.5.2: Elementos de un contraste de hipotesis

La hipoétesis para la que se desea encontrar evidencia se llama hipotesis

alternativa o hipotesis experimental. Se denota por H,. En el ejemplo:
H,:u<0

La afirmacion contraria a H, se llama hipotesis nula. Se denota por H,. En
el ejemplo:
Ho:n=0

Como queremos confirmar si el grado medio realmente desciende,

queremos contrastar: H,:p=0frenteaH, :p<0
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El razonamiento basico para hacer un contraste es:
1. Supongamos que H, es cierta, p= 0.

2. Es el resultado obtenido a partir de los datos (x = -1.02) extrafio bajo esta
hipotesis?

3. Sies asi, los datos aportan evidencia contra H, y a favor de H,.

Para llevar a cabo el analisis anterior tenemos que estudiar qué valores son
los que cabe esperar que tome x cuando H, es cierta.

Para simplificar suponemos, de momento, que la poblacion es normal y que
la varianza es conocida y su valor es 1.
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X—p
o/vVN

Recordamos que e D, 1)

Siendo H, cierta, tenemos que

~ N(0,1
— ~ N, 1)

Para ver si la media observada es compatible con u = 0, calculamos

T

= —1.02 x V10 ~ —3.225
1/v/N

y comparamos este valor con la distribucion normal estandar.

Como -3,2255 es un valor bastante improbable para una distribucion N(O, 1),
(mirando las tablas de la normal, se tiene P(Z < -3.2255) < 0.001), los datos
proporcionan bastante evidencia en contra de H, y a favor de H;.
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Tipos de error en un contraste de hipotesis

Es clerta H,

Es clerta H,

No rechazamos H,

Decision
correcta

Error de tipo 11

Rechazamos H,

Error de tipo I

Decision
correcta

¢,Cual de los dos errores es mas serio?
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El nivel de significacion y la region critica

Podemos controlar el error de tipo | fijando (a priori) el nivel de
significacion a = P(rechazar Hy|H, es verdadero)

Valores tipicos para o son 0,1 6 0,05 6 0,01.

Dado el nivel de significacion, la region critica o region de
rechazo es el conjunto de valores de la estadistica donde se
rechaza H,.

Sea a = 0,05. Luego se rechazaria H, si e

1/v/10

Es decir, rechazariamos si la media muestral es menor de -0,52.

< —1.64

Poniendo o = 0,025 se rechazaria H, si x < -0,62.
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El p-valor

Para valores mas pequeios de o, es mas dificil rechazar la
hipotesis nula.

El valor minimo de o para cual se rechaza H, se llama el p-valor.

El p-valor se interpreta como una medida de la evidencia
estadistica que los datos aportan a favor de H; (o en contra de H,):

Cuando el p-valor es pequeio, se considera que hay una fuerte

evidencia a favor de H;.

En el ejemplo, z = -3,2255 implica que p-valor = 0,00063. Hay
mucha evidencia en contra de H, y a favor de H,.
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Contrastes unilaterales

5.5.3: Contrastes para la media de una poblacion

normal (varianza conocida)

H, H, Region de
rechazo
1= Mg 1< o T g0
o/\/n
K= Ho K= U T — jio |
N > z(1 — )
M= Ho WE Mo |
oI > z2(1—a/2)

reJale|iq
9]selluo)d



I

Estadistica Aplicada

Calculo en Excel

A

B

1 Estudiante Diferencia

2 1
3 2
4 3
5 4
6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11 10
12 Media

2
0,4
0,7

2

0,4
2,2
1,3
1,2
1,1
2,3
-1,02

D E F G H
n 10
sigma 1
Mo 0 Hy: =0
alfa 0,05
z(alfa) -1,64485 =DISTR.NORM.ESTAND.INV(0,05) H,: <0
z -3,22552 =(B12-E5)/(E3/raiz(E2)) Calculo del estadistico
p-valor 0,000629 =DISTR.NORM.ESTAND(E10) Calculo del p-valor

Rechazamos la hipotesis nula a favor de la hipoétesis alternativa. Hay mucha
evidencia de que Wert sea menos popular ahora que hace dos afos.

Hemos hecho el contraste con tablas y sin Excel también. jTampoco es muy dificil!
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Computacion mas rapida en Excel

Podemos usar la funcion prueba.z(datos; p  ; 0).

* La funcién proporciona automaticamente el p-valor para el contraste frente a
Hiip>pyg

« Para H,: pn < p g utiizamos 1 — prueba.z(...) para calcular el p-valor.

- Para el contraste bilateral, H,: 1 < 1, el p-valor se calcula mediante:
2*min(prueba.z(...),1-prueba.z(...))

En el elemplo: Calculamos 1 — prueba.z(B2:B11;0;1) = 0,00062871
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Contrastes unilaterales

5.5.4: Contrastes para una proporcion

H, H, Region de
rechazo
p — pO p < pO b~ Po < z(«)
po(l—po)
p - pO p > pO P —Po > 2(1— a)
po(1—po)
— * .
P=Po P # Po Pom || Z
T CD
0

9lSeljuod
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Ejemplo

En las ultimas elecciones, el 40% de los madrilefios votaron al PSOE.
En un estudio de 100 personas, 37 de ellos dijeron que van a votar al
PSOE en las siguientes elecciones.

Hallar un intervalo de confianza (95%) para la probabilidad de que una
persona vote al PSOE ahora.

¢, Hay alguna evidencia para decir que esta probabilidad sea distinta de
0,4? Hacer un contraste al 5% de significacion.
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Computacion en Excel

Primero calculamos el intervalo de confianza.

1

2

3

4

5

b

7

A B C

n 100
X 37
p (estimado) 0,37

0,0946 =intervalo.confianza(0,05;raiz(B3*(1-B3));B1)

0,2754 =B3-B5
0,4646 =B3+B5

El valor de 0,4 esta dentro del intervalo.
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Hacemos el contraste de manera formal.

Sea p la verdadera probabilidad de votar PSOE esta vez.
Especificamos las hipotesis:

A B C D E F

Ho:p=04 ,n 100
H:p#0,4 , x 37

3 p (estimado) 0,37

4

s alfa 0,05

6 alfa/2 0,025

; 1-alfa/2 0,975

g valor critico 1,96 =DISTR.NORM.ESTAND.INV(B7) Calculando el valor critico

9

10 p0O 0,4 Valor bajo H,

11 Z -0,6124 =(B3-B10)/raiz(B10*(1-B10)/B1) Estadistico del contraste

12 |z| 0,6124 en el caso bilateral

No rechazamos la hipotesis nula. No hay evidencias de que la probabilidad sea
distinta a 0,4.

Mirando el intervalo de confianza tenemos la misma conclusion.
¢, Hay equivalencias también con contrastes sobre una media?
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Ejemplo: (Pregunta de Examen)

Los datos proviene del ultimo barometro del CIS. Las valoraciones siguen distribuciones
normales con desviaciones tipicas iguales a las que aparecen en la tabla.

Desviacion
Media tipica (N)
Rosa Diez es la mas valorada en Enrique Alvarez Sostres 2.72 2.38 (133)
la muestra perono llegaaun 5. o, Baldovi Roda 3.06 2.76  (104)
¢ Hay evidencias de que su Uxue Barkos 4.27 2.74 (302)
verdadera valoracion media entre Alfred Bosch 3.69 2.78  (211)
los espafioles sea por debajo del Ffosa Diez 4.99 2:90 - (1594)
57 Josep A. Duran 1 Lleida 2.63 2.40 (1454)
Josu Erkoreka 2.85 2.953 (491)
Mikel Errekondo 2.50 2.67 (224)
Hacer el contraste a un nivel de  Francisco Jorquera 3.01 2.48  (216)
significacion de 5%. Cayo Lara 3.88 2.62  (1379)
Ana Maria Oramas 3.43 2.950 (170)
Alfredo Pérez Rubalcaba 3.40 2.57 (2314)
Mariano Rajoy 2.81 2.69 (2372)
Carlos Salvador 2.28 2.25 (96)
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Ejemplo: (Pregunta de Examen)

La siguiente tabla proviene del barometro del CIS de abril de 2011.

PREGUNTA 2
Y, écree Ud. que la situacidn econdmica actual del pais es mejor, igual o peor que hace un aho?

of
—
=
D ad

Mejor 5.3  (130)
Igual 35.1  (865)
Peor 57.6  (1418)
N.S. 1.7 (42)
N.C. 0.3 (8)
TOTAL 100.0  (2463)

Mas de un 50% de los encuestados piensan que la situacion economica empeoro
en 2011, pero ¢ hay evidencias reales de que la proporcion de espafnoles que lo
piensan sea distinta de 50%7?

Hacer el contraste a un nivel de significacion de 5%.

¢ Y si hacemos un intervalo de confianza? ¢ El valor de 50% cae dentro?
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Ejemplo: (Pregunta de Examen)

La siguiente noticia aparecié en La Razon, el 9 de diciembre de 2009.

Una encuesta sostiene por primera vez que los catalanes quieren la
independencia

Un 50'3% de los catalanes votarian a favor de laindependencia de Catalufiay so6lo un 17,8% votaria en
contraen el caso de que esta comunidad celebrase un referéndum democratico de autodeterminacion,
segun un estudio de la Universitat Oberta de Catalunya (UOC) dirigido por Miguel Strubell.

El estudio se ha realizado mediante encuesta telefénica a 2.614 personas, de entre 15y 74 afios que
residen en Catalufia, y basandose en una muestra aleatoria estratificada en seis veguerias. Esta es la primera
vez que un sondeo de estas caracteristicas apunta a una victoria soberanista, aunque condionada a la
participacion.

Preguntadas por la decisién que tomarian en el caso de que en Catalufia se celebrase un referéndum de
autodeterminacion, un 50,3% de las personas entrevistadas votarian a favor de esta consulta, mientras que un
24,6% se abstendrian, un 17,8% votaria en contra'y un 7,2% no sabe o no contesta.

A pesar de estas cifras, un 58,1% de los encuestados cree que Catalufia no llegaré a ser independiente,
frente al 31,1% que lo ven posible.

¢ Existen evidencias reales de que menos de un 60% de los Catalanes crean que Cataluiia no llegara a ser
independiente? Hacer el contraste a un nivel de significacion de 5%.
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Ejemplo: (Pregunta de Examen)

La siguiente tabla proviene del Barometro del Real Instituto Elcano (BRIE) de marzo-

abril 2012. Los resultados provienen de una muestra de 1000 espanoles adultos.
1. CONDENA UNANIME DE LA NACIONALIZACION DE REPSOL-YPF EN ARGENTINA

e Como consecuencia de los acontecimientos recientes, el 90% de los espafioles considera muy grave la nacionalizacion de Repsol-
YPF por el gobierno argentino. Y en este mismo sentido valora las trabas a otras empresas inversoras espafiolas en el pais.

¢ Coémo valoraria la situacién creada por la nacionalizacion de Repsol-YPF por parte de Argentina?

Muy grave | Bastante grave | Algo grave | Poco grave | Nadagrave | NS NC

14,2% 40,7% 27,7% 5,3% 2,9% \ 8,0% \ 1,2%

e Uno de cada dos espafioles cree que las relaciones diplomaticas entre Espafa y Argentina empeoraran como consecuencia
de estas tensiones.

¢Y como cree que afectaréa a las relaciones entre Espafia y Argentina?

Mejoraran Seguiran igual Empeoraran NS NC

11,8% 34,7% 44,1% 8,2% 1,2%

¢, Hay evidencias reales de que mas de un 40% de los espafioles adultos piensen
gue las relaciones entre Espaina y Argentina vayan a empeorar?
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Material Adicional
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Contrastes para la media de una poblacion normal
(varianza desconocida)

H, H, Region de
rechazo
O _
© H=Ho K< U T — [o < tn 1()
2 s/\/n n—l
%
-]
4 = >
1% H=Hg H -~ Ho T — Ho o
g ST/ >t,_1(1 —a)
S
O
— # . o 9
M “O M HO €T — [ >tn—1(1_a"/2) § 5'_
s/y/n EE §
23
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Computacion en Excel

Volvemos al ejemplo de Wert, suponiendo que la varianza es desconocida.

fil B C

1 Estudiante Diferencia

2 1 -2
3 2 -0,4
4 3 -0,7
5 4 -2
] 3 0,4
7 6 -2,2
2 7 1,3
9 3 -1,2
10 9 -1.1
11 10 -2,3
12 Media -1.02
13

D

alpha
tr.(alpha)

p-valor

E F

10
1,19610479

0,05
0,06429815 DISTR.T.INV(0,95;9)

-2,69668949 (B12-E6)/(E4/raiz(E3))

0,01226316 DISTR.T(-E11;5;1)

Todavia rechazamos H,, pero el calculo es mas lioso.

G

Hy: < g

calculando el estadistico
calculando el p-valor
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5.5.5: Problemas con dos muestras

Supongamos gque queremos contrastar la diferencia en las medias de 2

poblaciones normales. Consideramos 4 situaciones distintas.

Muestras emparejadas
Dos muestras con varianzas conocidas

Varianzas desconocidas pero iguales

N A

Varianzas desconocidas
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Muestras emparejadas

Volvemos al ejemplo de los banqueros. Supongamos que queremos
contrastar si el sueldo medio de los bangqueros ha crecido en 2013

Banquero

OO NV WN -

=
o

Ano
2012 2013
1300 1200
1100 1000
1200 1500
900 800
800 750
2000 2400
1100 1000
1500 1600
700 700
500 600

El analisis es facil en Excel.
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Usamos una prueba t de
dos muestras emparejadas

Analisis de datos R
Fundones para analisis
= Aceptar

Histograma -

Media mdvil m
Generacon de ndmeros aleatorios -
Jerarguia v percent -
Regresidan
Muestra

Prueba t para medias de dos muestras emparejadas =

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales
Prueba z para medias de dos muestras

-

P

Entrada

Prueba t para medias de dos muestras emparejadas

[ B (mESm]

Rango para la variable 1: ERE7:E8BE17 oz
Rango para la variable 2: ECEMECELD 55
FIJamOS H0 u2012 - u2013 - O Ferem:la hipotética entre las medias: v}
. | Rotulos
Y Hil Hao12 - Mooz < 0 P
Opciones de salida
() Rango de salida: Fiaz

@ En una hoja nueva:

() En un libre nuevo

-
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Prueba t para medias de dos muestras

emparejadas
2012 2013

Media 1110,00 1155,00

Varianza 185444,44 302472,22

;- Observaciones 10,00 10,00
El e_StadISt_ICO t se basa en Coeficiente de correlacion de Pearson 0,962
la diferencia de las Diferencia hipotética de las medias 0,000
medias muestrales Grados de libertad 9,000
Estadistico t -0,790
. P(T<=t) una cola 0,225
S| HO €S falso, esperamos Valor critico de t (una cola) 1,833
ver valores negativos del P(T<=t) dos colas 0,450
estadistico. Valor critico de t (dos colas) 2,262

La probabilidad de observar un estadistico bajo H,

es 22,5%.

iOjo! El valor critico es -1,833. (Excel sélo pone el
valor asociado con H;: diferencia > 0)

Luego, no rechazamos H,. No hay suficiente evidencia para sugerir que el sueldo

medio de los banqueros haya crecido.



