Cadenas de Markov

Los procesos de paseo aleatorio en realidad son un caso particular de procesos mas
generales que son las cadenas de Markov. En esencia, una cadena es un proceso en tiempo
discreto en el que una variable aleatoria X,, va cambiando con el paso del tiempo. Las
cadenas de Markov tienen la propiedad de que la probabilidad de que X,, = j sélo depende
del estado inmediatamente anterior del sistema: X,_;. Cuando en una cadena dichas

probabilidades no dependen del tiempo en que se considere, n,
se denomina cadena homogénea, esto es, las probabilidades son las mismas en cada paso.

Probabilidades de Transicion

En una cadena homogénea finita con m posibles estados F1, Fs, ..., E,, se puede in-
troducir la notacién

pij:P(Xn:j|Xn—1:i)a

donde ¢,5 = 1,2,...,m. Si p;; > 0 entonces se dice que el estado E; puede comunicar con
E;. La comunicacién puede ser mutua si también p;; > 0.

Para cada ¢ fijo, la serie de valores {p;;} es una distribucién de probabilidad, ya que
en cualquier paso puede ocurrir alguno de los sucesos Ei, Fs, ..., E, y son mutuamente

excluyentes. Los valores p;; se denominan probabilidades de transicion que satisfacen la



condicién

pij > 0,

> pi=1,

j=1
para cada ¢ = 1,2,...,m. Todos estos valores se combinan formando una matriz de
transicion T' de tamano m X m, donde

pPu1 P12 - Pim

T — [pij] _ p?1 1?22 pQ.m
Pm1i Pm2 ° Pmm

Se puede observar que cada fila de la matriz es una distribucién de probabilidad, es decir,

> pij = 1.

Observacion.
Si las matrices A = [a;;] y B = [b;;| son matrices estocésticas, entonces C = A - B es
también estocdstica.

Por la regla de multiplicacién de matrices,

C = [cij] = [ay] - [bij] = [Z aikbka‘]

De este modo

m m m m m m

Zcij = Zzaikbkj = Zaikzbk]’ = Zaik 1=1.

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
Una consecuencia es que cualquier potencia de la matriz T' es también una matriz estocés-
tica: T™.

Probabilidad p'"

J

Una probabilidad de bastante interés es la probabilidad de llegar a E; después de n

pasos, dada una distribucién de probabilidad { p§°)} .



Se observa que { p§°)} es la probabilidad de que el sistema ocupe inicialmente el estado

FE;, de modo que
>l -1
i=1
(

Si se denomina pjl) a la probabilidad de alcanzar E; en un solo paso, entonces, por el

teorema de probabilidad total
m
1 0
p§- )= Z]?E )pz’j~
i=1

Esto se puede expresar de forma vectorial: sean p(» y p!) los vectores fila de probabilidad

dados por

p® = (pﬁo), . 7p$2)>

p? = (o, ...0l).
donde p© es la distribucién de probabilidad inicial y p™" es la probabilidad de que se
alcance cada uno de los estados Fj, ..., E,, después de un paso. Con esta notacién, se
puede expresar

p) = Ml)} _

donde T es la matriz de transicion.

sz(p)pij] =pOT
i=1

Del mismo modo,

p? = pWT = pO7?2

y en n pasos,

donde
(n)

(pﬁn), . m@)

y de manera general,

p(H7) — pr)n



NOTA: p§-n) es la probabilidad incondicional de estar en el estado E; en el n-ésimo paso,

dado que la probabilidad inicial es p(@, esto es,

que es tal que

ijn) =1L
j=1

(n)

Probabilidad de transicién en n pasos p;;

(n)

Se define p;;” como la probabilidad de que la cadena esté en el estado Ej; después de

n pasos, dado que la cadena empezé en el estado F;. Se tiene que
Py = P(Xo=j|Xo=1)
por la propiedad markoviana se tiene que
i) = ijmxn =, X = k| Xo=1),

para n > 2, ya que la cadena debe haber pasado por uno de los m posibles estados en la

etapa n — 1.

NOTA: Se tiene la siguiente igualdad, para tres posibles sucesos A, By C' :

P(ANB|C)=P(A|BNC)-P(B|C)

Si se sustituye



entonces
P = N P(Xa =g Xea=k| Xo=1i) =
k=1
= > P(Xp=j|Xo =k Xo=0)P(Xo1 =k | Xo=1) =
k=1

= > P(Xp=j|Xor=k)P(Xn1=k|Xo=1)=
k=1

m m
_ (1), (n—-1) _ (n—-1), (1)
= E :ij Py = Pi "Dy
k=1 k=1

usando la propiedad markoviana nuevamente. La ecuacién anterior se denomina de Chap-

man-Kolmogorov.

Haciendo n igual a 2, 3, ... se obtiene que las matrices con esos elementos son
] = [el] -7
3 2) (1
[ng)} = [ng)Pi(cj)} =T7°

2 ) . )
ya que pgk) son los elementos de T? y asf sucesivamente. Asf,

[pg)] =1

Ejemplo.

En una cierta region el tiempo atmosférico sigue la siguiente secuencia: Un dia se
denomina soleado () si el sol luce méas de la mitad del dia, y se denomina nublado (N),
si lo hace menos. Por experiencia, se sabe que si hay un dia nublado, es igual de probable
que el dia siguiente sea también nublado. Si el dia es soleado hay una probabilidad de 2/3

de que sea también soleado.

1. Construye la matriz de transiciéon T' de este proceso.

2. Si hoy estd nublado, jcudl es la probabilidad de que dentro de tres dias esté también

nublado? ;y de que esté soleado?



3. Calcula T° y T'. ;Cuél es el comportamiento de 7" cuando n — oo? ;Cémo se

comporta p(™ cuando n — oco? jDepende el limite de p(®?

(1) Asumimos que el proceso es markoviamo y que el tiempo sélo depende del dia anterior.

Se tiene una cadena de Markov con dos estados: F; = Dia nublado N, E5; = Dia soleado

S. La matriz de transiciéon es:

N|S

I |1
N33
S1s313

es decir,

11
(1),

3 3

(2) Empezando los pasos a partir del dia actual, se tiene que

PO = (p p )=(10)

De este modo, si hoy estd nublado, dentro de tres dias, se tiene que

3 0)3 L1IN?
p® =pT" = (1 0)(% %) =
3 3
29 43
~ (1 o)< 0D ):(% B ) (0403 0,507 )

108 108
Asi, la probabilidad de que haya un dia nublado en el tercer dia es pg?’) = % y que sea
soleado es pgg) = %.

(3)
[ 0,40008 0,59992
—\ 0,39995 0,60005

Y/ 04 060000
~\ 040000 06 )

~
ot
|
VR
Wl
wlroro =

~
=
o
I
VR
QO =0 =
oM [



Calculos asf se facilitan bastante usando programas tipo MatLab, de modo que
0,4 0,6
mn ’ ? .
g _>(0,4 0,6>_Q
de este modo,

) _ @ _ (0  (0) 04 06 _

p" = p'T —(p1 P2 )(0’4 06 )~
= ((p§0)+p50)) 0,4 (p§°)+p50)) 0,6 ) =
= (04 06),

0 0
va que pi” + py = 1.

Se observa que cuando n — oo p™ no depende de dénde se parte: p©.

Potencias de una matriz de transicion

Es obvio que resulta necesario definir un método para calcular potencias de una matriz.
Esto se hace en términos de diagonalizacion de matrices en términos de autovalores y
autovectores.

Sea T una matriz de transicién de orden m x m, los autovalores de T' se encuentran a

partir de la ecuacién caracteristica
|T — \,,,| =0,

donde I,,, es la matriz identidad de orden m x m. Supongamos que los autovalores son
distintos y los denotamos por Ay, ..., \,. Los correspondientes autovectores cumplen las
siguientes ecuaciones

(T = Ail)ri =0

parai=1,...,m.

Construyo la matriz



donde los autovectores estan colocados por columnas. Multiplicando las matrices,

TC = T(m 1 - )=
(Try Try «+ Tra) = (M dors o Awim ) =
M 0 -~ 0
(om0 2o
0 0 - An

donde D es la matriz diagonal con los autovalores situados en la diagonal principal.

Como se deduce que

TC = CD—

T = CDC™!

Se puede calcular

T2 = (CDC™Y) (CDC™Y) = CD*C!

y del mismo modo, en general,

™ =CD"C™!,
donde
5 VN B
0 A --- 0
D" = . )
0o 0 - A

Aunque este método es bastante titil resulta un poco pesado a la hora de hacer los célculos,
incluso para cadenas a partir de m =4 6 5.
En MatLab la sentencia para calcular autovectores y autovalores es

[C,D]=eig(T);

Ejemplo.

Calcular los autovectores y autovalores de la matriz estocdstica

T —

Ll M Lt L
[ Lt o O ol
BN [ [ =

oo



y determinar T™ y el limite lim,, ., T™.

si se calcula

|T — A,,,| =0,
se obtiene
1 1 1
41)\12 i
ARSI
i i 3 A

—
|
=
VR
N
|
>~
~~__
/T\
N
|
>~
N~
|

luego los autovalores son

Del mismo modo, los autovectores se calculan a partir de

y se obtiene

1 -1
rhm=1|1 rn=\| —1 r =
1 2
y de este modo
1 -1
C= ( T To T2 ) = 1 -1
1 2
T = CD"C'=
1 -1 1 1 0 0
1 -1 -1 0o (H" o
1 2 0 0 0 (=3

Cuando n — o0, se tiene que

1 1 00
™ — 1 -1 -1 0 0O —
1 2 0 0 0O
11 1
idd
“liii) ¢
3 3 3

I W=

Q[
N =S =

N[
D=
O wl—w—

Wl

N = =
O wlrw|—



Supongamos que 7T es la matriz de transicién de una cadena de Markov con 3 estados

y que la probabilidad inicial es p(?), entonces, después de n etapas

y la distribucién limite es

p = lim p™ = lim p@7" = p0Q = ( % % % )

n—oo n—oo

El vector p da las probabilidades de los estados a largo plazo, y esta distribucién es

independiente del estado inicial p(?.

Ejemplo.

Se pueden representar las transiciones entre los estados mediante grafos, donde los
arcos representan las transiciones entre los estados. Por ejemplo, sea el siguiente diagrama
de transicién:

cuya matriz de transicion es:

172
1/ 174
174
E3
172
1 174
1 1 1
2 4 1
T=|1010
11 1
4 1 2



Se puede observar, que una vez se entra en el estado Fs ya no se puede volver a salir de
¢él. Es lo que se denomina un estado absorbente.

Los autovalores son

A =1, )\in )\3:%
y la matriz de autovectores es
1 -1 0
T=(1 00
1 11
™ = OD"C'=
1 -1 0 1 0 0 0 1 0
1 00 0o 3" o -1 1 0
1 11 0 0 (3" 1 -2 1
Cuando n — o0, se tiene que
-1 00 0 1 0
™ — 0 00 -1 1 0 | =
1 00 1 =21

O OO =

esto implica que

p=lm p™ = lim pT" =p®PQ=(0 1 0)

n—oo

es decir, el sistema termina yendo a F5 con probabilidad 1.

Ejemplo.

Modelo de enfermedad. Este modelo se puede representar por 4 estados: E; donde
las personas no tienen enfermedad, F5 donde las personas tienen la enfermedad, Fs es-
tado muerte como consecuencia de la enfermedad y F; estado muerte por otras causas

Suipongamos la siguiente matriz de transicién

O == O
— O ools]—

O O BRl-NI=
O ONIFRI=

—_
—_



el correspondiente diagrama de transicién es

Se tienen dos estados absorbentes E3 y Ejy, y la interpretacion que de las probabilidades
individuales son las siguientes: p;; = % significa que una persona dado que no estd enferma
en un periodo tiene una probabilidad de 1/2 de no estarlo en el siguiente periodo, pey = %
significa que una persona dado que no estd enferma en un periodo tiene una probabilidad

de 1/8 de morir en el siguiente periodo por otras causas y asi sucesivamente.

En este ejemplo la matriz de transicién tiene la siguiente forma tipica:

A B
T —
( O I >
donde, en este caso,

(1) (3 1) e (82)

Se puede observar que tanto A como B no son matrices estocdsticas. Se obtiene que

m_( A B A B\ [ A (L+AB
N 022 »[2 022 I2 N 022 12 .

T _ A3 (L+A+A?)B
022 [2

NI
DO =
QO = =

12



y, en general,
n A" (L+A+ A+ -+ A" B
™ —
022 12

Si se denomina

Sp=I+A+A>+.. 4 A"

entonces,

AS, = A+ A%+ ...+ A"
de modo que
(L—-A)S,=(L+A+A+ -+ A" - (A+ A+ +A") =L - A"

luego
Sn - (IQ - A)_l (IQ - An)
quedando

. ( A (L= A (I~ A B )
022 [2 '

Los célculos, a continuacion, son semejantes al caso anterior.

Los autovalores de A son \; = %, Ay = %, la matriz de autovectores es
-1 1
= (1)
-1 1 (l)" 0 _
= ()Y @) (G
11 0 (3 3

Cuando n — 0o, A™ — Os, de modo que

™ — < On (L—A'B > _
022 12

quedando

N|—=

N0 [

o O OO
o O OO
O R wl—ol=
— O wIio ot

13



En este caso, la distribucién limite es

p=(0 0 3+ 1l +5 2"+ 250+ )

luego la distribucién limite depende de las condiciones iniciales. Por ejemplo, la proba-
bilidad de que un individuo sano muera por enfermedad es, dado que la condicién inicial

es

p?»=(1000)

)

oot

p=(00 3

es decir, %.

Caso de autovalores complejos.

En el caso de que los autovalores de la matriz de transicién sean complejos, el proce-
dimiento es igual:

Sea la matriz

~

I
N e Sl
NI= O ool
sl O owlw

los autovalores son

(M=-d+8 de=—b-§i h=1)

y la matriz de autovectores se obtiene como antes (con un poco mds de esfuerzo, o bien

usando MatLab) mediante

y se obtiene

1,3: 1 _ 3

s tgt —5— 35 1

C = 1 1 1

1 3. 1, 3;
—5— 3t —3tgt 1
y su inversa es

_4 _ 8, 2 2, _2 2,
S SO A B
cl=| —£42; 2_2; 2%

15 11 1 1
54150 5715 5, 0

15 5 15

14



(—3+2%)" 0 0 000
n 1 3.\
D" = 0 (-5—-%)" 0| — 1000
0 0 1 0 01
ya que ‘—é + gz} = @/% < 1. Finalmente,
8 1 4
" 15 % 15
= I A
5 5 15
Clasificacién de los estados
En una cadena homogénea con m estados Fy, Fs, ..., F,, y matriz de transiciéon T' =

[pij], (1 < 4,7 < m) el valor de p;; es la probabilidad de que haya una transicién entre
E; y E; en un momento dado. Segtn lo anterior se pueden clasificar los estados de una

cadena.

Estado absorbente

Un estado es absorbente cuando una vez que se entra en él no se puede salir del mismo.

Un estado F; es absorbente si

pi = 1

pj = 0  (i#J, j=1....m)
en la i-ésima fila de T'.

Estado periédico

La probabilidad de que se regrese al estado E; en el paso n es pl(f“ ). Sea t un niimero

entero mayor que 1. Supongamos que

P = 0 paran#£t2t3t,...

pi # 0 paran=t2t3t...

15



En este caso se dice que el estado E; es periddico de periodo t. Si para un estado no existe
dicho valor de t entonces se dice que el estado es aperiddico.

Alternativamente, se puede definir
d(i) = mcd{n | pg“) > 0},

es decir, el méximo comun divisor de (med) del conjunto de los enteros n para los que

(n

piz) > 0. Entonces, el estado E; es periddico si d(i) > 0 y aperiddico si d(i) =1

Ejemplo.

Sea una cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién:

0 3 04
0010
= 1000
0010
cuyo diagrama de estados es
1/2
172 1
1

E4

Observando este grafo, se ve que todos los estados tienen periodo 3. Por ejemplo, si se
empieza en F, entonces los regresos a ese estado s6lo se producen en los pasos 3,6,9, ...

Se puede comprobar la periodicidad en términos de la matriz de transicién. Sea

1 0 0 O
0o £ o0 4
— T3 — 2 2
§=T 0010
030 3

16



En este ejemplo, resulta que
S?=T6=85=25,

de modo que

ST — T37" =9
parar =1,2,... y siempre tiene elementos distintos de 0 en la diagonal.
Por otro lado
0 5 0 5
0010
3r+1 _ qr .

r =T = 10 0 0 |
0 010
0010

T3r+2:STT2: 1 (1] 0 (1] ’
13 03
1 0 00

y ambas matrices tienen elementos igual a 0 en la diagonal para r =1,2,...

Asi, parai=1,2,3,4

pgl) =0 n#3,6,9,...

pg?) £ 0 n=3,6,9,...
lo que implica que los estados tienen periodo 3.

Estado recurrente

Denominamos como f;”) la probabilidad de que la primera visita al estado E; ocurra

en la etapa n. Esta probabilidad no es la misma que pE-?), que es la probabilidad de que se

produzca un retorno en el n-ésimo paso y esto incluye a los posibles retornos en los pasos

1,2,3,...,n — 1 también. Se deduce que

L _ @
pii = 1

@ _ (? 1, (1)
pij = JiT 1y

@) _ £B) 1,2 2),,(1)
pij = B 5e 5P

17



es decir, la probabilidad de un retorno en el paso 3 es igual a la probabilidad de un primer
retorno en el paso 3 6 la probabilidad de un primer retorno en el primer paso y un retorno
dos pasos después 6 la probabilidad de un retorno en el segundo paso y un retorno un
paso después.

Asi, en general
() _ £(n) (r), (n—)
by =57+ £
Se puede expresar en términos de f](")
o _ @
fit = P
n—1
(n) _ (n) (") (n—r)
R D D i
r=1
La probabilidad de regresar en algin paso al estado F; es
o (n)
Hi=>_5"
n=1
si f; = 1, entonces seguro que se regresa a I/; y se denomina a E; estado recurrente.

Ejemplo.

Una cadena de Markov con tres estados tiene como matriz de transicion

p 1-p 0
T= 0 0o 1],
I-q 0 ¢

donde 0 < p <1y 0<q<1.Se puede comprobar que F; es recurrente.

Si se considera el grafo asociado

18



se observa que si se empieza en F; el primer regreso a este estado se puede hacer en todos
los pasos excepto para n = 2, ya que después de dos pasos la cadena debe estar en E3. A

partir de la figura se puede observar que

(1)
1

= p
2

2 =0

@ = 1-p)-1-(1-9g

y, en general (n > 3),
M ==-p)1-¢"" (1-q)
Para n > 3, la secuencia que da fl(n) es

(n — 3) veces

——
E, B, Esks---Es E

La probabilidad f; de que el sistema regrese al menos una vez al estado F; es
Zf1 —P+Z (1= -a)a

19



si se hace el cambio s = n — 3, entonces

h = p+(1—]9)(1—9)§:qs=
— pr-p-g— =1

donde se ha usado la férmula de la suma de los elementos de una serie geométrica.

Asi, fi =1y el estado E; es recurrente.

En los estados recurrentes se puede estudiar, también, el tiempo medio de recurrencia

i de un estado recurrente £}, el cual, cuando

L= 1" =1
n=1

Se expresa Como
oo

py = an](").

n=1

En el ejemplo, el estado F; es recurrente con un tiempo medio de recurrencia dado

por
o= > nfiV=p+1-p)(1-q) > ng" =
n=1 n=3
3 —2q9—2p+pq
— —,
ya que

NOTA:

S = (s 4 8)a = g + S s (por ser 20" = )
Derivando ambos términos de Y >, ¢° = l—iq, se obtiene,

Yo s = ﬁ, es decir, Y o2, s¢° = e luego

Domeang" P =30 (s +3)g" = 1—3(1 + > e 5¢° = %_q - (1_qq)2.

Sustituyendo en la expresién general,

p+(1=p)1 =) yng* =p+(1-p)(1—q) (% + 745 ) =

20



__p—pg+3(1—p)(1—q)+9—pq
= e

a p—2pq+3—39—3p+3pg+q __ 3—2p—2q+pq
T = .

Simplificando términos, esto es igual
q 1—q

La expresién anterior es finita en este caso, aunque no tiene por qué ser siempre asi.

Un estado recurrente se dice que es nulo, si p; = 00 y es no nulo en caso contrario.
Para obtener una cadena con estados recurrentes nulos basta hacer que las probabilidades
de transicién dependan del niimero de pasos n. En el caso de probabilidades de transicion

constantes no aparecen estados recurrentes nulos.

Ejemplo.

Supongamos una cadena con la siguiente matriz de transicién

11
3 2 0
T = 0 0 1 ,
1
1 0 o
cuyo diagrama es
1/2
1/72
1/(n+1)

n/(n+l)

21



Se tiene que

m _ 1
L2
2
=0
3) 1 1
- ~-.1.=
! 2 4
en general, para n > 4,
(n) 1 3 4 n—1 1 3
fiV==z.1.2.2... . - )
4 5 n n+1l 2nn+1)
Asi,
f—1+1+3 — 1
'T 278 " 24an(n+1)

Se tiene que como

o) N
1 1 1 1 1 1
S - — =lm (-——— ) =-
;n(n—l—l) Nli%onz_;<n n+1> leéo<4 N+1) L
entonces

1 1 31

= — —_ ——:1
h 5tgtar— b

lo que significa que E; es un estado recurrente.

Por otro lado, el tiempo medio de recurrencia

> (n) 1 300 n
- —_1 - - _— =
Ha ;”fl *3 3+2;n(n+1)
7 3 1
8 24 (n+1)
NS A NS SN S O
8 2\5 6 7 N
7 3ex1
o

3
Il
o

o0 1 . ;. . , .
pero > > .~ es la llamada serie armoénica (menos los cuatro primeros términos) que es

n

divergente. Asi 1, = 0o, con lo cual Ej es recurrente y nulo.

Los estados pueden ser a la vez recurrentes y periédicos.

22



Probabilidad de primera pasada en general

Se puede generalizar el concepto de probabilidad de primera pasada, calculando la

(n)

probabilidad de pasar de un estado i a otro estado j en n etapas por primera vez: f;;” sin

que en las etapas intermedias se haya pasado antes por j :
S =P (Xa =3, X, # | Xo=1),

Vr=1,2,...,.n—1donden=1,2,3,...

— Paran =1,
fi(jl) =P (X, =j|Xo=1)=py.
— Paran = 2,
£ = P(Xo=j, X1 #j| Xo=1i) =
= ZP(Xlzk’XOZi)'PQQ:j|X1=k)22pikpkj=
k#j k#j
= szkfk(;jl)
Py
— Paran > 2,

=S PXi=k|Xo=1) £770 =3 pati V.

k#j k#j

Se puede observar que para calcular fi(;l) se necesita calcular de modo iterativo f,gj)
con s < n para todo k # j, y se puede expresar la ultima igualdad como el producto de

la j-ésima coordenada de la matriz T" por el vector de los fl(j"_l) :

) f(n 1)
f Z(pu v Dig—1 0 pijia ) j(nljl)

(?zl)

J+17J

23



En general, se tiene que

n—1

P

pin oo Prj-1 0 prj f(n:_l)
Jj+1,5

es decir, con la columna j-ésima de la matriz de transicién sustituida por una columna

de ceros.

También, se puede generalizar f; cuando se accede a j desde un estado ¢ cualquiera:
oo
fi=D_ 15"
n=0

Estado transitorio

En un estado recurrente, la probabilidad de que se regrese por primera vez a ese estado

en algin paso es 1, pero para otros estados sucede que

oo

=Y f"<1

n=1
lo que significa es que no se regresa al estado E; de modo seguro. Un estado asf se denomina

transitorio.

Ejemplo.

Supongamos una cadena con la siguiente matriz de transicién

— | 2 2
r 0 010
004

cuyo diagrama es
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172

1/2
El 172

E4
172 172

El estado E; es transitorio ya que,

i =0
jo _ L1 (1Y
! 2 2 2
3
O 1
! 2
m _ (1\"
.ﬁ <2> )

asi,

Ny 1
R=Y =3 (5) s tea et
n=1 n=2

luego E; es un estado transitorio. De hecho no se puede acceder a F; desde E3 6 Ey.
Estado ergdédico

Un estado bastante importante es aquel que es recurrente, no nulo y aperiodico. Recibe
el nombre de ergddico. Los estados ergédicos son importantes en la clasificacion de cadenas

y para probar la existencia de distribuciones de probabilidad limite.
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Ejemplo.

En la cadena de Markov ya estudiada con tres estados y matriz de transicion

p 1-p 0
T= 0 0o 1],
I-q 0 ¢

donde 0 <p <1y 0<q< 1. Se puede comprobar que F; es ergédico.

Se tenfa que

(1)

1 = P
=0
@ — (1-p)-1-(1-9g)

y, en general (n > 3),
A =0-p)-(1-q-q*
de modo que E; era recurrente.

Se tiene que el tiempo de recurrencia medio es

=Y nf"=p+(1-p)-(1-9> ng"?
n=1 n=3

0 n—3 _ _3 q 3 3
Como " ,ng" ™% = 1=_ + g7 como se vio antes, y sustituyendo

= rmn - (e ) -

1_
= p+3(1—p)+%<oo

La convergencia de p,; implica que F; es no nula, ademds se demuestra facilmente

)

que los elementos diagonales pif >0 paran > 3ei =123, lo que significa que E; es

aperiédico. De este modo por la definicién establecida antes F; es ergddica.

Clasificacion de cadenas

En esta seccién se definen propiedades de las cadenas que, en realidad, son propiedades

comunes de los estados de la cadena.
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Cadenas irreducibles

Una cadena irreducible es aquella en la que todos los estados son alcanzables desde

cualquier otro estado de la cadena en un nimero finito de pasos. Eso implica que se puede

(n)

llegar a cualquier estado Ej; desde otro estado E; esto es p;;° > 0, para algin numero

entero n.

Una matriz A = [a;;] se dice que es positiva si al(;l) > 0 para todos los i, j.

Una matriz de transicién 7' se dice que es regular si existe un niimero entero N tal
que TV es positivo.

Una cadena regular obviamente es irreducible, sin embargo, lo contrario no tiene por

qué ser necesariamente cierto.

Ejemplo.

Suponemos la siguiente matriz de transicién de una cadena irreducible

T:(?é).

Como
T = ( (1) (1) ) =1,
y
T%H:<gé>:T
paran = 1,2,3, ... entonces ninguna potencia de 7" es una matriz positiva y por tanto no

es una cadena regular.

Ejemplo.

Se puede ver que una cadena en la tercera etapa, con matriz de transicion

T —

— O wl=
O Owi
O = wi=

define una cadena regular y, asi, una cadena irreducible también.
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N
Wl = ol
wWl= O ©ol=
W= OOl

~
w
I
olpwl—N |5
@IH@I)—!&L&
olnce -~

Asi, T es una matriz positiva, lo que significa que la cadena es regular.

Una propiedad muy importante de las cadenas irreducibles es que todos sus estados
son del mismo tipo, esto es, o bien todos son transitorios o bien todos son recurrentes
(nulos o no nulos) y todos tienen el mismo periodo. Esto significa que la clasificacién de
todos los estados de una cadena se puede deducir a partir de la clasificacién conocida de
uno de los estados.

También es obvio que todos los estados de una cadena finita irreducible no pueden ser
transitorios, ya que eso significaria que el regreso a alguno de los estados no seria seguro,
aunque todos los estados fueran accesibles desde cualquiera de ellos en un nimero finito

de pasos.

Conjuntos cerrados

Una cadena de Markov puede contener algunos estados que sean recurrentes, otros que
sean transitorios y otros que sean absorbentes. Los estados recurrentes pueden ser parte
de subcadenas cerradas.

Un conjunto de estados C' en una cadena de Markov se dice que es cerrado si cualquier
estado dentro de C puede alcanzarse desde cualquier otro estado de C' y ningtin otro estado
fuera de C' puede ser alcanzado desde cualquier estado dentro de C. Asf una condicién

necesaria para que esto ocurra es que
pij:O \V/EZ‘GC, \V/E]€O

Los estados absorbentes son cerrados con s6lo un elemento. Se puede ver que un
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subconjunto cerrado es él mismo una subcadena irreducible de una cadena de Markov

completa.

Ejemplo.

Supongamos la siguiente cadena cuyo diagrama es

172 174 ‘ 3/4

172

1/4
174
172 1/4
C) » =)
1/4
1/2
1/4
1/2 1/4
1/2 1/4
y la matriz de transicién asociada es
% é 0000
113700
7| 31331300
1 g 1 1 ¢ 1
4 11 3
0000 73
0000 35 3

Observando el diagrama se tiene que el conjunto {E;, E;} forman una subcadena
cerrada e irreducible ya que ningin estado fuera de F y Fs se puede alcanzar desde ellos.

De modo similar { E5, F} forman una subcadena cerrada e irreducible. Los estados E5 y
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FE, son transitorios. Todos los estados son aperiédicos, lo que significa que Ey, Es, E5 y

FEg son ergédicos.
Cadenas ergédicas

Se tenfa que todos los estados en una cadena irreducible pertenecen a la misma clase.
Si todos los estados son ergédicos, esto es, recurrentes, no nulos y aperiédicos entonces se

define la cadena como ergddica.

Ejemplo.

Supongamos la siguiente cadena cuya matriz de transicion es

14
5 5 0
T=|(0 01
1 00
Los autovalores de la matriz son
— - _2 4 4, - _2_ 4
)\1—1 )\2— 5+52 )\3— 5 5Z
y la matriz de autovectores es
12, 16, 12 16;
L BE AL
C={(1 —5-5 —5+3
1 1 1
y su inversa es
5 4 4
13 13 13
ol—| 5 s, 2787, 0 1,
- 26 14 1317 104" 26 52
o oy 3, 2 3, 9, 1y
26 T 104 13 104" 26 ' 52
Para calcular la distribucién limite
1 00
Q = lmT"=C| 000 |C't=
n—oo
000

|
Slog|og|er
el Lo E e B
e Lol e B



entonces como

la distribucién limite es

5

13

0 0 0 5

= (00 )| 3
13

= (5 5 u)

b ke Lol U

El vector p da las probabilidades de los estados a largo plazo, y esta distribucién es

independiente del estado inicial p(?.
Si consideramos, a continuacion, el diagrama de estados

1/5

4/5 1

1
E2 >@

La probabilidad de primer retorno para cada uno de los estados fi(n) se puede calcular

observando el diagrama de estados previo.
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Asi,

m _ 1

f -

i =0

3) 4 4
= —.1.1=-=

A= 0, n>4

Del mismo modo,
(1)
2
= B =0

n—3 n—3
— =1-1-(= ===z > 3.

Para calcular los tiempos de recurrencia medios, en cada caso,

oo

_z:<m_l 4_13
o0 o0 n—3
o m 4 N\"? w4 65 13
fa = #a = D1 —3;”(3) "5 %4

(*) donde se ha empleado la misma relacién que en los ejemplos anteriores:

;; 1=q¢ (1-9q)

3

Se observa que el vector de reciprocos

11 1) ( 5 4 4 )
B B2 pg )\ 13 13 13
es igual que el vector p calculado mediante los autovalores y autovectores.

Para cadenas ergddicas se obtiene siempre que la distribucién invariante es el reciproco

del vector de tiempos medios de recurrencia.
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Representacion Candnica de una matriz de transicién

Se trata de reordenar la matriz de transicién separando los estados recurrentes de los
transitorios. A su vez, los estados recurrentes se tienen que reordenar juntando aquellos
que se comunican entre sf.

Los estados de una cadena se puede dividir en dos subconjuntos disjuntos (alguno
puede ser @): uno estéd formado por los estados transitorios y el otro por los recurrentes,
de modo que los estados transitorios son inaccesibles desde los estados recurrentes.

Los estados recurrentes se pueden subdividir de manera tinica en conjuntos cerrados
e irreducibles. Dentro de cada conjunto cerrado todos los estados se comunican y son del
mismo tipo (recurrentes positivos o recurrentes nulos) y con el mismo periodo en su caso.

Si dos estados estdan en distintos conjuntos cerrados, no se pueden comunicar. Ademas,

si dos estados ¢ y j pertenecen al mismo conjunto cerrado e irreducible entonces
fig=fi=1

y si estdn en conjuntos distintos entonces
fiz =15 =0.

De acuerdo con este resultado se puede hacer una reordenacién de los estados, y asf
de las filas y columnas de la matriz de transicién, colocando los estados transitorios en

iltimo lugar.

P 0 - 0 - 0

0O P -~ 0 - 0

0O 0 - P - 0

Q1 Q2 -+ Qr -+ Q
donde las submatrices P; (1 = 1,...,r) estdan asociadas a subcadenas recurrentes cerra-
das, @Q; (i = 1,...,r) dan la probabilidad de pasar a los estados recurrentes desde los

transitorios y () da la probabilidad de pasar de transitorios a transitorios.
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Cadenas Infinitas

Consideramos que la cadena no es finita y que el proceso continua de manera indefinida.
Se entiende por visita a un estado 7 como la etapa o momento en el que la cadena se
encuentra en el estado j, y se denota por NN; el nimero de visitas que se hacen al estado

J en el proceso.
Distribucién de N;

Los posibles valores que puede tomar V; son 0,1,2,3,. ..

Asi, se tienen dos casos:

(4)
fij Eil(l_fjj) sim=1,2,3...

donde f;; =>°, i(;l).
Equivale a la probabilidad de ir de i a j una vez, y de ir a j (m — 1) veces, y la de no
volver nunca a j.
(i)
(1= fj;) sim=1,2,3...

P<Nj:m|X0:j):{O sim=0

dado que se parte ya de una visita al estado j.

Si j es un estado recurrente, entonces fj; =1y

1_fij sim=20
P(N]:m|X0:z): 0 Sim:1,2,3...
fij sim = oo

0 sim=0,1,2,3...

P<Nj:m|X0:j):{ 1 sim=o00

es decir, si j es recurrente la probabilidad de que partiendo de ¢ se visite j es f;; y el
nimero de veces que se visita es infinito, pues una vez en j se vuelve a ese estado infinitas

veces.
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Nimero medio de visitas la estado j

Se demuestra que calculando la esperanza de la variable N, se obtiene, por estar

relacionada con la distribucién geométrica, que

, fij
E[Nj\onz]:l_—Jf”
jj
y del mismo modo
, 1
E[N; | Xo=j] = 1= f,
ji
Se denota como
fij
Ry = —29
Tl fy
al nimero medio de visitas a j partiendo de 7 y
1
Ri: —
71—y

al nimero medio de visitas a j partiendo de j.
Asfi, si j es recurrente, f;; = 1 de manera que R;; = 00
Si j es transitorio entonces f;; < 1y Rj; < 0o, es decir, en algin momento dado ya no

se vuelve a j. Asf, en realidad, el célculo de R;; tiene interés para un estado transitorio.
Proposicién

Se cumple que
_ (n)
Rij = ZTU
n=0

Demostracion

Fijado el estado j, se define un contador de visitas como

W (1 siX, =]
N _{O si X, #j

de este modo,

N; = Z NP
n=0
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entonces
E[N!'|Xo=i]=1P(X,=j|Xo=i) =T

con lo que

E[N;|Xo=i] = E

ZN;|X0=1'] =
n=0

BNy | Xo=i] =) T
n=0

I
NE

3
I
=)

Si se denomina R a la matriz (R;;), .., entonces se tiene que

1,J€

R:I+T+T2+...:ZT”.
n=0

Comportamiento en el limite de una cadena de Markov

Se trata de calcular la probabilidad de visitar un estado j desde un estado i (f;;)
teniendo en cuenta cémo sean los estados.
(i) Si ¢y j son ambos recurrentes entonces f;; = 1 cuando ambos pertenecen al mismo
conjunto cerrado, 6 f;; = 0 cuando pertenecen a conjuntos cerrados diferentes.
(7) Si i es recurrente y j es transitorio entonces f;; = 0, ya que no se puede acceder a
ningin estado transitorio desde uno recurrente.
fij

(73i) Si iy j son ambos transitorios, entonces, como se tenfa que Rij = = Y Rj; = 7,

despejando se obtiene que

Ry
7]

1

I T

i Rj;

Célculo de R;;

Se parte de la descomposicién canénica de la matriz de transicién
K 0
P—-
( L Q )
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como R=1+ P+ P?+... =% P" entonces

. (K" 0
P‘(Ln @")

donde L, # L", entonces

- > Kn 0
R = pPn = ( Zn:O N )
2= S v
es la matriz que proporciona el niimero medio de visitas a cada estado desde otro estado.

Si sélo interesa considerar estados i, j transitorios, basta tomar la matriz

S =) Q=

=0

I-Q)

3

—~

De este modo, se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion Dados i, j € E transitorios, la probabilidad de pasar de i a j es

Ty = Sjj

1
= 1 —
Jis Sjj

donde S = (I — Q)7 siendo @Q la submatriz correspondiente a los estados transitorios en

la representacion canénica

Caso en que i es transitorio y j recurrente Se tiene que todo estado recurrente j
se encuentra en un conjunto cerrado e irreducible. De este modo, si ¢ es transitorio y j

pertenece a un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes, entonces
Vi k€ C = fij = fi

ya que
ik €C = fjx = fi; =1
Debido a esto, se puede considerar la siguiente definicion:
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Definicién
Se llama probabilidad de absorcién de un estado transitorio ¢ por un conjunto cerrado

e irreducible C, a la probabilidad f;;, Vj € C.

En realidad, sélo es necesario calcular las probabilidades de absorcién, y los conjuntos
cerrados e irreducibles presentes en una cadena se toman como estados absorbentes. Asi

de la matriz canénica P con r conjuntos cerrados irreducibles y m estados transitorios se

pasa a otra matriz reducida

P 0 0 0
0 P 0 0
p—
0 0 - P, 0
Qi Q2 - Qs Q
10 0 0 Lo
0 1 0 0 .
p=| ... .. .. .. .. =" 0
0 0 - 1 - 0 0 -1
by by - by - Q B Q@

de modo que se considera cada conjunto cerrado irreducible como un tnico estado ab-
sorbente y las matrices (); pasan a ser vectores columna b; que dan las probabilidades de
transicion de los estados transitorios al conjunto cerrado correspondiente i (y asf a todos
sus correspondientes estados recurrentes).

De este modo se define

siendo, en cada caso,

bij = Z Py,

kGCj
Vi € F transitorio.

Asi se suman las probabilidades de transicién en una etapa, del estado transitorio 7 a

todos los estados recurrentes que estdn contenidos en el conjunto cerrado correspondiente
Cj.
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Proposicién

Sea () la matriz obtenida a partir de la representacién de la matriz canénica P, eli-
minando las filas y columnas pertenecientes a los estados recurrentes, y sea B la matriz

construida a partir de los vectores columna b;, donde j = 1,...,r, entonces la matriz
G=(I-Q)'B=S-B

recoge las probabilidades de absorcién de los estados transitorios por los conjuntos cerra-
dos e irreducibles.

Se demuestra calculando P" y haciendo n — oo.

Asi, G,; = fi Vk € C}, donde ¢ es transitorio.
El siguiente concepto que es interesante de considerar, es el tiempo que se tarda en

ser absorbido.
Definicién

Se define el tiempo medio de absorcién desde un estado transitorio ¢, como el nimero
medio de etapas que, comenzando en i, la cadena recorrerd antes de pasar a cualquier

conjunto cerrado e irreducible.

Este nimero de etapas es la suma de las visitas que se hacen a todos los estados

transitorios, es decir

jeD
donde D es el conjunto de los estados transitorios.

Como la matriz fundamental de la representacién canénica S recoge el nimero medio
de visitas a estados transitorios desde estados transitorios, basta fijar la fila ¢ y sumar en
J los elementos S;; cuando j € D. Asi, A; se calcula sumando los elementos de la fila i—
ésima de la matriz fundamental S.

Se puede generalizar esta idea, y plantearse calcular el niimero medio de etapas que

hay que recorrer antes de visitar un estado transitorio j por primera vez. En este caso
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bastard con sumar sélo aquellos R;; donde k # j, es decir si se impone la visita a j por
primera vez, el nimero medio de etapas serd

> R

k#j
donde k € D.

Cadenas periédicas

Si un estado j es periédico con periodo § y otro estado ¢ comunica con él, entonces
el estado ¢ también es periédico con el mismo periodo. De este modo, el periodo es una
caracterfstica comtn del conjunto irreducible y cerrado y se puede hablar del periodo de

una subcadena irreducible.
Proposicion

Si una subcadena cerrada e irreducible de estados C' € E tiene periodo ¢, entonces C'
5—1

puede subdividirse de manera dnica en ¢ subconjuntos Dy, Dy, ..., Ds_q, tal que | D; =
i=0

C, de manera que la evolucién de la cadena se produce ciclicamente pasando en cada

etapade D, a D, 1 yde Ds 1 a Dy.

Ejemplo. En una carrera que dura 3 anos, una persona tiene cada ano una probabilidad
p de pasar al siguiente curso, una probabilidad ¢ de repetir curso y una probabilidad
1 — p — g de abandonar los estudios.

Consideramos, asf el espacio de estados F = {1,2,3, A, T} donde A es abandonar, y
T es terminar los estudios.

El grafo correspondiente es

40



Entonces la matriz de transicion es

Lo I U R
(ol ool
oo 3
oo 3 O
[ g —y
[
ok
(I
K QK
—_oRg O o

donde los estados absorbentes son {A, T} y los estados transitorios son {1,2,3}. Se re-
ordena la matriz y se obtiene la matriz en forma canénica, poniendo primero los estados

recurrentes y luego los transitorios:

A 1 0000
T 0 1 000
P= l-p=q¢ 0 ¢ p O
2 I-=p—q 0 0 q p
3 I-=p—q p 0 0 ¢

Se puede preguntar alguien por cosas como: cudl es la probabilidad de acabar los
estudios? ; cudl es el nimero medio de anos que pasa una persona estudiando en el centro?
Asi, nos planteamos:

(i) cudl es el nimero medio de afios que pasa una persona estudiando en el primer curso?
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En este caso,

g p 0
Q=10 4qg0p
0 0 ¢q
luego
) 1 (1-¢?® pl—q  p°
S=%I—QV:ZG__F 0 (1-9? p(l-q
1 0 0 (1-g)?
Se pide calcular Rq;.
Como el estado 1 es transitorio
(1-9¢* 1
11 11 1—q° 1-g

Asi, si suponemos que la probabilidad de pasar de curso es p = 0,4, la de repetir curso
es ¢ = 0,55 y la probabilidad de abandonar es 1 — p — ¢ = 0,05, entonces

1 1

R: pu—
Mg 1-055

= 2,22 anos

Si aumenta el valor de ¢, entonces aumenta también el nimero medio de anos:

1 1

R: p—
T —g  1-075

= 4 anos.

(i) jcudl es la probabilidad de que se llegue a tercer curso?
La probabilidad de pasar a tercer curso es fis.
Como 1 y 3 son transitorios, entonces

513

f13:S_33

donde S = (I — Q)'. Entonces

fus = {7 =
i .
RN

Sip=04,yq=0,55

p» 016
(1—¢)?  0,2025

Ji3 = = 0,7901
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Si se toma p = 0,2, y ¢ = 0,75 esta probabilidad disminuye

p* 0,04
(1—¢q)2  0,0625

Ji3 = = 0,64

(#i) jcudl es la probabilidad de que no se llegue a segundo curso?

Se pide (1 — fi2).

Como
p(1—q)
fi2 = é I ) S p
(1-9* 1 _g¢’
Sa2 EE q
luego
p
1-— =1——
(1= fu)=1- 2
En el caso de tomar p = 0,2, y ¢ = 0,75
0,05
1— =2— =0,111
(1= fi2) 045

(iv) {Si se empieza en primero, cuél es la probabilidad de acabar la carrera?

Los estados {A, T} son recurrentes, de modo que se busca fir donde 1 es un estado
transitorio y T' es recurrente. Como T es absorbente (s6lo él forma un conjunto cerrado
e irreducible) entonces basta calcular la probabilidad de absorcién del 1 por el conjunto
absorbente T

Se calcula entonces G = (I — Q)~'B donde

1—-p—q O
B=|1—-p—q O
l—=p—q p
Asi,
1 1-¢? pl—q  p* l-p—q 0
G = (I—Q)’lBZ(l_ E 0 (1—-¢? p(l—g¢ l-p—q 0 | =
e 0 0 (1—gq)? l-p—q p
3 3
- ayp
= | 1~ o
1— -2 P
1—¢q 1—q
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Por lo tanto, la probabilidad de acabar la carrera (pasar de 1 a T') es %.
Asi, sip=04, y g =0,55,

0,43

fir

De aqui se deduce que la probabilidad de abandonar la carrera (pasar de 1 a A) es

fia=1-0,7023 = 0,2977

(v) {Cudl es el nimero medio de afios que se pasa en la carrera?

Se trata de calcular, en realidad, el nimero medio de etapas que se pasa en los estados
transitorios, cuando se parte del estado transitorio 1. Esto es equivalente a calcular el
tiempo medio de absorcion desde i = 1, es decir, A;.

Se calcula el nimero medio de visitas (etapas) que se hacen a 1, a 2y a 3.
Ay =Ry + Rz + Rz

Se considera S = (I — Q)™!, entonces

A = [(1=¢)* +p(1 —q) +p°]

1
(1-¢)?
Sip=04,yq=0,55,

A = (0,45° + 0,4 - 0,45 4 0,4%) = 5,95 afios

0,45
Sip=102,yq=0,75,

A =

D55 (0,25* 40,2 - 0,75 4 0,2%) = 16,16 afios

(vi) {Cudl es el nimero medio de afios que se tarda en llegar a tercero?
Se tiene que calcular el niimero medio de etapas que se tienen que hacer desde primero

antes de llegar a tercero.

(1-¢)?  p(—gq)
(R s
Sip=04,yq=0,55,
202 4-04
T3 = 0,2025 +0,4- 0,45 = 4,1975 anos.

0,091125
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Distribuciones estacionarias

Se trata de determinar las distribuciones sobre el conjunto de estados E tales que la
distribucién del proceso X, en cualquier instante es la misma que en el instante inicial
Xo. Se le denomina, también, distribucién de equilibrio.

El caso mds interesante corresponde a cadenas irreducibles y aperiddicas.
Definicién (Distribucion estacionaria)

Sea F el conjunto de estados de una cadena de Markov con matriz de transicién T.

Una distribucién 7 = [m;] donde i € E se dice que es estacionaria o de equilibrio si
=7l

Alternativamente, se puede escribir como
m =Y mily
icE

Teorema

Dada la matriz de transicién T de una cadena de Markov finita, aperiddica e irreducible

con m estados, existe, entonces una tinica solucion al sistema de ecuaciones

m

my =y mTy

=1

para todo j =1,...,m, de modo que ;" m; = 1.

Ademsds, la solucién viene dada por

m; = lim Tﬁn)

1,
n—oo J

para todo 7,5 =1,...,m.

Observaciones.
— Este teorema asegura que si una cadena es finita, irreducible y aperiédica (asf es ergédica)
existe una tnica distribucién estacionaria que se obtiene resolviendo el correspondiente

sistema de ecuaciones.
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— El hecho de que para todo 7 = 1,...,m resulta que 7; = lim, . ’.Z}gm implica que
cualquiera que sea el estado de partida, la probabilidad de transicién en n etapas al

estado j se estabiliza y es igual a ;.

Tiempos medios de recurrencia

Las probabilidades estacionarias de una cadena finita, irreducible y aperiédica (for-
mada por estados recurrentes positivos) estdn relacionadas con los tiempos medios de

recurrencia de los estados.
Proposicion

Sea {X,} una cadena finita, irreducible y aperiédica, entonces, Vj € E el tiempo

medio de recurrencia al estado j, y1;, se relaciona con 7; asf:

1
m; = lim 7}(;7) = —.
Observaciones.
— Esto indica que cuanto mayor es el tiempo medio de recurrencia del estado j, menor es
la probabilidad de que nos encontremos en ese estado j, cuando pase un tiempo suficien-

temente grande.

Por otro lado, p1; se puede calcular como

o

=y nf}"

n=1

— En el caso de que se tenga una cadena de Markov no finita, aperiddica e irreducible
se cumple el teorema anterior, aunque se requiere que todos sus estados sean recurrentes

positivos.
Probabilidades de transicién limite
En general, dada una matriz en forma canénica P se puede estudiar qué valores tomaria
P%° = lim P"
n—oo
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donde P es la matriz de transicién de una cadena de Markov finita, no necesariamente
irreducible y aperiddica.

La matriz P, en su forma canénica, tiene la siguiente expresion

Py
P= 0
P,
L Q
Casos:
(¢) Cada una de las submatrices P;, i = 1,...,7 estd asociada a r cadenas irreducibles, y

para este tipo de cadenas se tiene una distribucién limite que es estacionaria, esto
es, Vi,

;= lim P

n—oo

(#2) En los estados transitorios las distribuciones limite asignan probabilidad 0, luego

lim P™ =0

1,
n—oo J

Vj transitorio.

(422) Para i transitorio y j recurrente,

lim P" = lim f; P = f;; lim PV = fym;,

n—oo 13

donde
k
fi=>_15
k=0

Ejemplo.

Un grupo de personas elige un lugar de viaje de fin de fin curso entre Bahamas, Europa
o Hawai utilizando las siguientes reglas:

Si estuvo en Bahamas el ano anterior, se elige Europa con probabilidad p = % y Hawai
1

COIlp:g
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Si estuvo en Europa el ano anterior, se elige Bahamas con probabilidad p = %, Europa
con p = % y Hawai con p = %
Si estuvo en Hawai se elige Bahamas o Europa con probabilidad p = %

En este caso, F = {B, E, H} con matriz de transicién

T —

ool O
DO |00 [0 [ Do
O NIFW

Es una cadena finita, aperiédica e irreducible, por lo que se calcula su distribucién esta-

cionaria.

0 % 3
(78 75 7n)=(7m5 75 7u )| 5 5 3
1 19
2 2
de modo que queda el sistema de ecuaciones
3 +1
g = =T -7
B RTE Tt 5TH
1
T — §7TB+§7TE+§7TH
1 +1
Ty = =T =7
H 3Bt 5TE
Tp+T7Tg+7Tg = 1

dado que las tres primeras ecuaciones son linealmente dependientes. Se obtiene

T = 0,3
TR — 0,4
T = 0,3

Se puede interpretar que después de un largo periodo de tiempo se prefiere Europa con

probabilidad 0,4, y después Bahamas y Hawai con probabilidad 0,3.
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