Repaso de Calculo de Probabilidades

Experimentos y sucesos aleatorios
Se dice que un experimento es aleatorio si se verifican las siguientes condiciones:

— Se puede repetir indefinidamente, siempre en las mismas condiciones;
— Antes de realizarlo, no se puede predecir el resultado que se va a obtener;

— El resultado que se obtenga, e, pertenece a un conjunto conocido previamente de
resultados posibles. A este conjunto, de resultados posibles, lo denominaremos es-
pacio muestral y lo denotaremos normalmente mediante la letra E. Los elementos

del espacio muestral se denominan sucesos elementales.
e1, e € E = e1, e5 son sucesos elementales.

Cualquier subconjunto de E se denominard suceso aleatorio, y se denotard nor-

malmente con las letras A, B, ...

A, B C E = A, B son sucesos aleatorios.

Se puede observar que los sucesos elementales son sucesos aleatorios compuestos por un
sélo elemento. Por supuesto los sucesos aleatorios son més generales que los elementales,
ya que son conjuntos que pueden contener no a uno sélo, sino a una infinidad de sucesos
elementales (y también no contener ninguno). Sucesos aleatorios que aparecen con gran
frecuencia en el cdlculo de probabilidades son los siguientes:

Suceso seguro: Es aquel que siempre se verifica después del experimento aleatorio,
es decir, el mismo F

E C F = FE es el suceso seguro.



Suceso imposible: Es aquel que nunca se verifica como resultado del experimento
aleatorio. Como debe ser un subconjunto de FE, la tnica posibilidad es que el suceso
imposible sea el conjunto vacio: () C E.

Suceso contrario a un suceso A: También se denomina complementario de A, y es
el suceso que se verifica si, como resultado del experimento aleatorio, no se verifica A. Se

acostumbra a denotar con el stmbolo A 6 A°. Asi, A°={ec E:e¢ A}.

Ejemplo

Si realizamos el experimento aleatorio de lanzar un dado al aire, tenemos:

Sucesos elementales — 1,2,3,4,5,6

Espacio muestral — FE =1{1,2,3,4,5,6}
( () suceso imposible

E suceso seguro

1 {17 27 3}
Sucesos aleatorios — {47 5}

{2’4’6} :m

\

Para trabajar con el cdlculo de probabilidades es necesario fijar previamente cierta

terminologfa. Vamos a introducir parte de ella a continuacion.

Operaciones bdsicas con sucesos aleatorios

Al ser los sucesos aleatorios nada més que subconjuntos de un conjunto F, espacio
muestral, podemos aplicar las conocidas operaciones con conjuntos, como son la unién,
interseccién y diferencia:

Unién: Dados dos sucesos aleatorios A, B C F, se denomina suceso unién de Ay B al
conjunto formado por todos los sucesos elementales que pertenecen a A o bien pertenecen

a B, incluyendo los que estdn en ambos simultdneamente, es decir
AUB={e€E:ec A6ec B}.

Como ejemplo, tenemos que la unién de un suceso cualquiera con su complementario
es el suceso seguro.

Volviendo al ejemplo del lanzamiento de un dado, si A = {1,2,3} y B = {3,4}, el
suceso unié6n de Ay Bes AUB = {1,2,3,4}.



Interseccion: Dados dos sucesos aleatorios A, B C FE, se denomina suceso interseccion
de A y B al conjunto formado por todos los sucesos elementales que pertenecen a Ay B
a la vez, es decir,

ANB={ec€ E:ec Ay ademds e € B}.

Un ejemplo de interseccion es la de un suceso aleatorio cualquiera, A C F, con su
complementario, que es el suceso imposible.

Volviendo al ejemplo del dado, si A = {1,2,3} y B = {3,4}, el suceso interseccién de
Ay Bes AN B ={3}.

Diferencia: Dados dos sucesos aleatorios aleatorios A, B C FE, se llama suceso difer-
encia de A y B, y se representa mediante A\ B, o bien A — B, al suceso formado por todos

los sucesos elementales que pertenecen a A, pero no a B:
A—B={e€E:ec Ayademdse ¢ B} = AN DB°.

Por ejemplo, si A ={1,2,3} y B=1{3,4}, A— B={1,2} y B— A= {4}
Obsérvese que el suceso contrario de un suceso A, puede escribirse como la diferencia

del suceso seguro menos éste, o sea, A°={e € F:e ¢ A} = F\A.

Diferencia simétrica: Si A, B € E, se denomina suceso diferencia simétrica de A
y B, y se representa mediante AAB, al suceso aleatorio formado por todos los sucesos

elementales que pertenecen a A y no a B, y los que estén en B y no en A:
AAB = (A\B)U (B\A) = (AUB)\(BNA).

Por ejemplo, si A ={1,2,3} y B={3,4}, AAB ={1,2,4} = BAA.
Hay ciertas propiedades que relacionan la unién, interseccién y suceso contrario, que

son conocidas bajo el nombre de Leyes de Morgan:
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Experimentos aleatorios y probabilidad

Se denominan experimentos deterministas aquellos que realizados de una misma forma

y con las mismas condiciones iniciales, ofrecen siempre el mismo resultado. Como ejemplo,



tenemos que un objeto de cualquier masa partiendo de un estado inicial de reposo, y dejado

caer al vacio desde una torre, llega siempre al suelo con la misma velocidad v = v/2gh.
Cuando en un experimento no se puede predecir el resultado final, hablamos de ex-

perimento aleatorio. Este es el caso cuando lanzamos un dado y observamos su resultado.
En los experimentos aleatorios se observa que cuando el niimero de experimentos

aumenta, las frecuencias relativas con las que ocurre cierto suceso e, f,(e),

nimero de ocurrencias de e

fn(€> =

n

tiende a converger hacia cierta cantidad que se puede interpretar como la probabilidad de

OoCurrir e:

P(E) = lim f,(e).

n—oo

Definicién axiomatica de probabilidad

Para hacer una definicién rigurosa de la probabilidad, necesitamos precisar ciertas leyes
o axiomas que debe cumplir una funcién de probabilidad. Intuitivamente, estos axiomas
deberfan implicar, entre otras, las siguientes cuestiones, que son légicas en términos de lo

que se puede esperar de una funcién de probabilidad:

Concepto axiomético de probabilidad

Toda medida de incertidumbre debe cumplir los siguientes axiomas para ser una me-

dida de probabilidad:

Axioma 1 La probabilidad es una funcién que sélo toma valores positivos comprendidos

entre 0 y 1.
Axioma 2. La probabilidad del suceso seguro es 1: P(E) = 1.

Axioma 3. La probabilidad de la unién numerable de sucesos disjuntos es la suma de

sus probabilidades (ver figura).

El tercer axioma de probabilidad indica que si A = Ay UA, U---, con A, NA; =0,
entonces P(A) = P(Ay) + P(Ag) + - -+



Probabilidad condicionada e independencia de sucesos

En numerosas ocasiones, tendremos que modelizar una situacion en la que se dispone
de informacién adicional, debiendo condicionarse a sucesos o circunstancias. Formalmente,
suponemos que estamos interesados en un suceso A; hemos asignado P(A) y nos informan
de que ha ocurrido B y queremos saber cémo cambian mis creencias sobre A.

Obviamente, en algunos casos no cambiaran tales creencias. Por ejemplo, si nos dicen
que A = E (esto es, no nos dicen nada nuevo, no aportan informacién), P(B) no debe
cambiar. En la mayor parte de los casos, sin embargo, el aporte de nueva informacién
modifica la probabilidad.

El concepto bésico para modelizar tales ideas es la probabilidad condicionada P(B|A).
Su definicién es la siguiente.

Sea B C E un suceso aleatorio de probabilidad no nula, P(B) > 0. Para cualquier
otro suceso A C F, se llama probabilidad condicionada de A respecto de B a la cantidad

que representamos mediante P (A|B), y se calcula como

P(A|B) = —P(]ﬁ‘(;)B)

Ejemplo

Se lanza un dado al aire ;Cuadl es la probabilidad de que salga el niimero 47 Si sabemos
que el resultado ha sido un niimero par, jse modifica esta probabilidad?
Solucion: El espacio muestral que corresponde a este experimento es £ = {1,2,3,4,5,6}
y se ha de calcular la probabilidad del suceso A = {4}. Si el dado no est& trucado, todos los
nimeros tienen la misma probabilidad de salir y, siguiendo la definicién de probabilidad
de Laplace,
_casos favorables 1

P(A) = = -
(4) casos posibles 6

Obsérvese que para calcular la probabilidad de A segin la definicién de Laplace hemos

tenido que suponer previamente que todos los elementos del espacio muestral tienen la

misma probabilidad de salir, es decir:
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6).

Por otro lado, si se sabe que ha salido un nimero par, de nuevo por la definicién de

probabilidad de Laplace tendriamos

P(Alpar) casos favorables nimero de elementos en {4} 1
ar) = = =-.
P casos posibles nimero de elementos en {2,4,6} 3
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Esta misma probabilidad se podria haber calculado siguiendo la definicién de la prob-

abilidad condicionada, ya que si escribimos

1
1 1 1 1
P(par) = 6+6+6:§
1
P(ANpar) = 5

y entonces
P(Anpar) 1/6 1

P(par)  1/2 3

que por supuesto coincide con el mismo valor que calculamos usando la definicién de

P(Alpar) =

probabilidad de Laplace.

Observacién

Obsérvese que segun la definicién de probabilidad condicionada, se puede escribir la

probabilidad de la interseccién de dos sucesos de probabilidad no nula como
P(ANB)= P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B),

o sea, la probabilidad de la interseccién de dos sucesos, es la probabilidad de uno cualquiera
de ellos, multiplicada por la probabilidad del segundo sabiendo que ha ocurrido el primero.

Si entre dos sucesos no existe ninguna relacién cabe esperar que la expresion sabiendo
que no aporte ninguna informacién. De este modo introducimos el concepto de indepen-

dencia de dos sucesos A y B como:
A es independiente de B <= P(AN B) = P(A)P(B).

Esta relacion puede ser escrita de modo equivalente: dados dos sucesos de probabilidad
no nula (de manera que P(A) # 0 # P(B)) diremos que A es independiente de B si y
sélo si P(A) = P(A|B) 6 equivalentemente P(B) = P(B|A).

Asi, se dice que dos experimentos son independientes si los resultados de uno son
independientes de los del otro, para cualquier par de resultados que se escoja. Las defini-
ciones se extienden, de forma inmediata, al caso de independencia de tres o mas sucesos
0 experimentos.

Hay algunos resultados importantes del célculo de probabilidades que son conocidos

bajo los nombres de teorema de la probabilidad compuesta, teorema de la probabilidad total
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y teorema de Bayes. Antes de mostrarlos, se enuncian, a modo de recopilacién, una serie

de resultados elementales:

Proposicion

Sean A, B C F no necesariamente disjuntos. Se verifican entonces las siguientes

propiedades:

— Probabilidad de la unién de sucesos:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

— Probabilidad de la interseccion de sucesos:

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

— Probabilidad del suceso contrario:

P(A°) =1 — P(A).

— Probabilidad condicionada del suceso contrario:
P(A°|B) =1— P(A|B).
Teorema (Probabilidad compuesta)

Sea A1, Ay,..., A, C E una coleccién de sucesos aleatorios, entonces
P(A1As... A,) = P(A1)P(As| A1) P(A3|A1Ag) -+ - P(A,|A1As ... Apq).
Demostracion:

P(A1As... Ay) = P((AAs.. Ay )N A,) =
= P(AiAy... Ay ) P(Ay|A1As. . Ayy) =
= P(AiAs... Ans) P(An1|A1As. . Ap_s) - P(Ap|AAs. . Ap_y) = -
= P(A)P(As|A))P(As| A1 As) - - P(An| Ay As ... Ay_y).

Los teoremas que restan nos dicen cémo calcular las probabilidades de sucesos cuando

tenemos que el suceso seguro estd descompuesto en una serie de sucesos incompatibles de
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los que conocemos su probabilidad. Para ello necesitamos introducir un nuevo concepto:
se dice que la coleccion Aq, Aj,..., A, C E es un sistema exhaustivo y excluyente de

sucesos sl se verifica:
Ua = E
i=1
Teorema de la Probabilidad total

Sea A;, Ay,..., A, C E un sistema exhaustivo y mutuamente excluyente de sucesos.

Entonces, VB C F, se verifica que

P(B) =Y P(BIA) P(4).

Demostracion:

Observando la figura

se deduce que los sucesos A; forman un sistema exhaustivo y excluyente de sucesos, y se
puede calcular la probabilidad de B a partir de las cantidades P (B N A4;), o lo que es lo
mismo, P (B|A;) - P (4;) :

P(B) = P(BﬂE)zP(Bﬂ <0A1>> =

= P(O(BﬂAQ) :zn:P(BmAi)=ZP(B|Ai)~P(Ai).

i=1 1=1



Ejemplo
Se tienen dos urnas, y cada una de ellas contiene un nimero diferente de bolas blancas
y rojas:

— Primera urna, U;: 3 bolas blancas y 2 rojas;

— Segunda urna, Us: 4 bolas blancas y 2 rojas.

Se realiza el siguiente experimento aleatorio: Se tira una moneda al aire y si sale cara
se elige una bola de la primera urna, y si sale cruz de la segunda. ;Cuél es la probabilidad
de que salga una bola blanca?

Solucion: La situacién que tenemos puede ser esquematizada como

[3B[2R[ U, [ P(Uy) =1/2] P(B[Uy) = 3/5 |
[4B]2R[ U, | P(U;) = 1/2 | P(B|Us) = 4/6]

Como U y U, forman un sistema incompatible y excluyente de sucesos (la bola re-
sultado debe provenir de una de esas dos urnas y de una sélo de ellas), el teorema de la

probabilidad total permite afirmar entonces que

31 4 1 19
P(B)= P(B|U;y) - P(U P(B|Us)-P(Uy) ===+ === —.
(B) (|1)(1)+(|2)(2)52+6230
Teorema de Bayes
Sea Ay, Aq,..., A, C E un sistema exhaustivo y excluyente de sucesos. Sea B C E un

suceso del que conocemos las siguientes probabilidades: P(B|A4;) para todoi=1,...n, a
las que denominamos verosimilitudes, entonces se verifica, para todo j = 1,...n,

_ P(B|4))- P(4y)
P (A;|B) = ST P (BlA) - P(A)

Demostracion:
Es una consecuencia de la definicién de probabilidad condicionada en términos de la

interseccién, y del teorema de la probabilidad total:

_P(ANB)  P(B|4)-P(4))
P (4;|B) = P (B) —ZyZIP(B\A»P(Ai)’D




Ejemplo

Se tienen tres urnas. Cada una de ellas contiene un nimero diferente de bolas blancas
y rojas:

— Primera urna, U;: 3 bolas blancas y 2 rojas;
— Segunda urna, Us: 4 bolas blancas y 2 rojas;

— Tercera urna, Us: 3 bolas rojas.

Se realiza el siguiente experimento aleatorio: Alguien elige al azar y con la misma
probabilidad una de las tres urnas, y saca una bola.

Si el resultado del experimento es que ha salido una bola blanca, ;cudl es la probabil-
idad de que provenga de la primera urna? Calcular lo mismo para las otras dos urnas.

Solucion: Vamos a representar en un esquema los datos de que disponemos:

|3B|2R | U, | P(Uy) =1/3 | P(B|Uy) =3/5 |
| 4B | 2R | U, | P(Us) =1/3 | P(B|U,) = 4/6 |
| 0B [3R | Us | P(Us) =1/3 | P(B|Us) =0 |

En este caso Uy, Us y Us forman un sistema incompatible y excluyente de sucesos (la

bola resultado debe provenir de una de esas tres urnas y de una sélo de ellas), por tanto

es posible aplicar el teorema de Bayes:

B P(B|U;y) - P (Uy) _
PUONB) = BBy P ) + P(BIG) - P(U2)  P(BIUs) - PT5)

3 1 4 1 1 .
s'stsgtlg 19

Con respecto a las demds urnas es lo mismo:

P (B|Uy) - P(Uy) + P(B|Us) - P(Us) + P (B|Us) - P (Us)
_ 3 _ 10

3 1,4 1 1 .

5 3tsg 3t0-5 19
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P (B|Us) - P (Us)

WB) = BUB[oy P + P (BI0s) - P (0s) + P(BITs) - P (05)
0.1
= 3 1, 4 1 1:0'
5737535103

Variables Aleatorias
Introduccién

Normalmente, los resultados posibles (espacio muestral F) de un experimento aleatorio
no son valores numeéricos. Por ejemplo, si un experimento consiste en lanzar de modo
ordenado tres monedas al aire, para observar el nimero de caras (C) y cruces (R) que se

obtienen, el espacio muestral asociado a dicho experimento aleatorio serfa:
E ={CCC,CCR,CRC,CRR,RCC,RCR,RRC,RRR}.

En Cilculo de Probabilidades resulta mas facil utilizar valores numéricos en lugar de
trabajar directamente con los elementos de un espacio muestral como el anterior. Asi, se
prefiere identificar los sucesos {CRR, RCR, RRC} con el valor numérico 1 que representa
el nimero de caras obtenidas al realizar el experimento.

De este modo, aparece el concepto de wvariable aleatoria unidimensional como el de

una funcion

X : F—R
e — X(e)

que a cada suceso elemental e le atribuye un tnico niimero real del espacio muestral E.
En el ejemplo anterior, se puede definir la variable aleatoria X = nimero de caras, del
siguiente modo:

X:F—R

X (CCR) = X (CRC)= X (RCC) =2
X (RRC) = X (RCR)=X(CRR) =1
X(RRR) = 0
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Observacién: La variable X no recibe el calificativo de aleatoria por el hecho de que
atribuya de modo imprevisible un valor cualquiera a un elemento e € F ya que este valor
estd definido de forma precisa (deterministica). Lo que es aleatorio, en realidad, es que al
realizar el experimento, no sabemos qué elemento de £ puede ocurrir.

La composicién de una funcién real con una variable aleatoria es también otra variable

aleatoria, pues estd definida sobre E y a cada elemento suyo le asocia un valor real.

X:F—R

T RoR } — h(X)=hoX:E—R

v — h(X(e)

En funcién de los valores que tome la variable, ésta puede ser clasificada en discreta o

continua del siguiente modo:

Variable aleatoria discreta: es aquella que s6lo puede tomar un nimero finito o infinito

numerable de valores. Por ejemplo,
X:F—N

Variable aleatoria continua: es la que puede tomar un niimero infinito no numerable

de valores.

X:EF—R

Observaciéon: Si sobre los elementos de F existe una distribucién de probabilidad, ésta
se transmite a los valores que toma la variable X. Es decir, toda v.a. conserva la estructura
probabilistica del experimento aleatorio que describe, en el sentido de que si P es la funcién
de probabilidad definida sobre el espacio muestral F, ésta induce otra funciéon P* definida

sobre R, de forma que conserva los valores de las probabilidades.

P X=z] = P{le€e E: X (e) =u}]
P [X € (a,b)] = Pl{ee E: X (e) € (a,b)}]

De ahora en adelante omitiremos el asterisco, para simplificar la notacién, y no difer-
enciaremos entre las probabilidades calculadas sobre el espacio muestral del experimento
aleatorio original, E, y las calculadas sobre R.

Vamos a estudiar los conceptos mds importantes relacionados con la distribucién de

probabilidad de una v.a., diferenciando entre los casos de v.a. discreta y v.a. continua.
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Definicién

Dada la v.a. X sobre el espacio F, asociado a un experimento aleatorio, se define su

distribucién de probabilidad como
P(XeA)=P{lec E:X(e) € A}

Variables aleatorias discretas

Dada una v.a. discreta X : E — N, f, se define su funcién de masa de probabilidad

, de modo que f(x;) es la probabilidad de que X tome ese valor concreto:

i N— [0> 1]
r; — [ (z;) = P[X = x;] = P[{e, tal que X(e) = z;}]

Si z; no es uno de los valores que puede tomar X, entonces f(x;) = 0. La representacién
grafica de la funciéon de masa de probabilidad se realiza mediante un diagrama de barras
andlogo al de distribucién de frecuencias relativas para variables discretas en Estadistica
Descriptiva.

Por ejemplo, si se considera el caso del lanzamiento de 3 monedas de forma que cada

una de ellas tenga probabilidad 1/2 de obtener el resultado de cara o cruz, se tiene que

f3) = PIX=3=Plccc =55 5=3
f2) = P[Xzz]:P[{Rcc,ccn,cncH:é+é+é:g
fy) = P[le]:P[{RRC,RCR,CRR}]:%+%+%:g
f(0) = PIX=0]=P[(RRR}] =555 =3

Observacion: Obsérvese que X estd definido sobre el espacio muestral de sucesos F,
mientras que f lo estd sobre el espacio de niimeros reales R.
Las propiedades de la funcién de masa de probabilidad de v.a. se deducen de forma

inmediata de los axiomas de probabilidad:
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Proposicion

Si x1,xs,...x son todos los valores admisibles de la v.a. X, entonces la suma de las

probabilidades de todos los posibles valores de la variable es 1.

Zf(fi)IZP[XZ%]Il

y ademds todas las probabilidades son no negativas:
flw) = 0
Vi = 1,...,k

Es evidente que si tenemos tres constantes a < b < ¢, los sucesos A = {a < X < b}y
B = {b < X < ¢} son mutuamente excluyentes, es decir, AN B = (), luego P [A N B] = 0.
Por ello, si se define C' = {a < X < ¢} = AU B, se tiene que

P(C) = P(A)+ P(B) <=
Pla<X<¢ = Pla<X<b+Pb<X<(
Otro concepto importante es el de funcién de distribucién de una variable aleatoria

discreta, F', que se define de modo que si z; € R, F'(x;) es igual a la probabilidad de que

X tome un valor inferior o igual a z;:
F: N—]0,1]
2 — F(2) = P[X < 2] = P[{e, tal que X(¢) < a,}

Esta funcién se representa gréficamente del mismo modo que la distribucién de fre-

cuencias relativas acumuladas. Volviendo al ejemplo de las tres monedas, se tiene que

F(0) = P[XSO]IP[X:O]:f(O):%

F() = PIX<1=f0)+f()=g+3=7

F(2) = PIX<2=fO)+f()+ @) =5 +3+2=1

FG3) = PIX <3 = f(0)+f1)+f@)+f(3) =+24541_8_

Se observa que a valores no admisibles de la variable aleatoria les pueden corresponder

valores de F' no nulos. Por ejemplo,
F(-1)=P[X<-1]=P[0]=0
Es sencillo comprobar las siguientes propiedades de la funcién de distribucion:
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Proposicion
La funcién de distribuciéon F', es una funciéon mondtona no decreciente, es decir,
T < T9g — F(.’L‘l) < F(.’L‘Q)
Ademads, es continua a la derecha

lim F(z) = F(a)

z—a’t
y
F(-o00) = lm F(z;) =0
F(4+o00) = 'h'r_I’_l F(z;) =1

Nota: De lo anterior se deduce que

P(X>z) = 1—-F(2)
P($1<X§$2) = F(zg)—F(l‘l)

Momentos de una variable aleatoria discreta

En ocasiones se estd interesado en resumir una variable aleatoria, tipicamente a través
de sus momentos. Los principales son:

- La esperanza o media de la variable aleatoria X
B(X] ==Y nif(w),

que constituye una medida de localizacion.
Se puede observar en esta medida, asi como en las que siguen, el paralelismo con los
momentos muestrales, aunque no se deben confundir.

- La varianza

o’ = Z (2 — p)* f (),
que constituye una medida de dispersi(;n. Alternativamente, se tiene que
o = Z (i — )* fla:) = Z (27 = 2pw; + 1) f(2:) =
= Zl’?f(%') —

2
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- La desviacién tipica

o= \/Z (s — 1) ()

- La mediana = definida como el valor tal que

P(X<Z) > 05
P(X>%) > 05,

que constituye otra medida de centralizacién.

Distribucién de Bernoulli

Consiste en realizar un experimento aleatorio una sola vez y observar si cierto suceso
ocurre o no, siendo p la probabilidad de ézito y ¢ = (1 — p) de fracaso . En realidad, se
trata de una variable dicotémica, que tinicamente puede tomar dos valores. Podriamos,
por tanto, definir este experimento mediante una v.a. discreta X que toma los valores
X =0 si el suceso no ocurre, y X = 1 en caso contrario, denoténdose X ~ Ber(p) si

0—q¢=(1-p =PX=0)
X —
l—p=P(X=1)
Por ejemplo, se lanza una moneda y se considera la v.a. X = nimero de caras obtenidas,
leconp:%yX:Oconq:%.

Para una v.a. de Bernouilli, su funcién de masa de probabilidad es:

PX=1) = p
P(X=0) = 1—p,
y 0 en el resto.
Su funcién de distribucién es
Osiz <O
Fzx)y=¢ ¢gsi0<z<1
lsiz>1

Los principales momentos de la X son

E[X] = 0-P(X=0)+1-P(X=1)=p
E[X?] = 0°-P(X=0+1*P(X=1)=p

Var[X] = p—p*=p(l—p)=pq.

16



Distribucién binomial

Se utiliza la distribucién binomial para modelizar el nimero de veces que se da un
resultado al realizar varias pruebas idénticas e independientes de un experimento con dos
resultados posibles.

Las hipdétesis especificas que se hacen son:

— Se consideran n repeticiones independientes de un experimento.
— El experimento tiene dos resultados posibles: éxito o fracaso.

— La probabilidad p de éxito es la misma en cada repeticién (o ensayo).

El espacio muestral del experimento es el conjunto E de n-uplas (éxito o fracaso). La
variable X de interés es el niimero de éxitos obtenidos en esas n pruebas.

Entonces, se dice que X tiene distribucién binomial de pardmetros n y p, y se escribe
como X ~ Bin (n,p), siendo la distribucién

P(X =)= (”)p 1—pr

T

Ejemplo Hay una probabilidad de 0.05 de que un dispositivo falle, bajo condiciones
intensas de uso, en un dfa. Una central hidroeléctrica tiene 16 dispositivos operando en
condiciones similares. ;Cudl es la probabilidad de que a lo sumo fallen 2 dispositivos? ;y
que al menos fallen 47
Solucion:

Si X designa el niimero de fallos de los dispositivos en un dia bajo condiciones intensas
de uso, y se puede suponer que X ~ Bin (16,0,05).

Nos piden primero
16 16 16
P(X <2)= (0 )0,0500,9516 + ( ) )0,0510,9515 + ( ) )0,0520,9514 = 0,957 06
Después,

P(X>4)=1-P(X <3)=

16 16 16 16
- 1- (( 0 )0,0500,9516 + ( ) >0,0510,9515 + (2 )0,0520,9514 + ( 5 )0,0530,9513> —

= 0,00701
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Proposicion

La media y la varianza de una Bin(n,p) es

EX] = p=mnp
Var [X] = o*>=np(1—p).

Demostracion:

Como la esperanza o media de una variable aleatoria X es

= inj.(xi)v

entonces, en este caso,

=0 Tr=
n—1
’I’L—]_ 1 _ (’I’L—].)' —1—
T 1 n—z _ V(] — n y| _
npz ey n_x),p (1-p) np ;—y!(n_l_y)!p (1-p)

= np.

En el caso de la varianza, se tiene que

o? = Zl’?f(xz) - ,U2 y Zx?f(xz sz T; xl) + lef(xl)

Aplicando esto al caso de la binomial, se tiene que

Z:c(:c— 1) x!(+ix)!p‘”(1 —p)"t = Z:c(:c— 1) :(:'(+ix)'px (1-p)" "=

= n(n-— 1)p2 Z E _(Z)T(j)l x)!pzd (1— p)(n—2)—(x—2) =n(n— 1)p2.

Asi,
ol=nn—1)p*+np—n’p*=np(l—p).

Distribucién de Poisson

Como primera motivacién, estamos interesados en contar el niimero de éxitos en n
pruebas del tipo éxito o fracaso cuando n es grande y el suceso es raro (esto es, la proba-

bilidad de éxito es pequena).
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Especificamente, supongamos que X ~ Bin(n,p), esto es,
n x n—x
P(X=z)={_|p"(1-p)
con n — 00, np = A, esto es,p:%—>0. Sustituyendo, se tiene
n! A\ ° A\ nn—1)--(n—xz+1)1 , A\

— | - 1—— = A (1—— =

zl(n—x)! \(n n n-n---n x! n
1—1)y(1—-2)...(1 — 2=t A\"?
LRSI IR SN

z! n

(-3 (-8 () =
(=) - () ) =

De este modo, si X ~ Bin(n,p), siendo np = A,

)\x
P(X=z) — e

_"
n—oo €T!

Por otro lado, se tiene que

r=0,1,2,...
Proposicion

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribuciéon de Poisson de pardmetro

A X ~ Po(\) si
)\k
AN

P(X =k)=c 7

donde £ =10,1,2,...
Observacién: Se observa que

o0 o0

Y A*
E 6_’\—' = E = e et =1.
= x! prdd

Proposicion

Si X ~ Po(\) entonces
= Ae A N le A

B = ;I RO P ey i

= )\e_)‘zgz)\-e_)‘-e’\:)\.
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En forma similar se calcula

Var [X] = A

Ejemplo El 5% de los objetos que produce una linea de produccién sale con defectos.
Calcular la probabilidad de que 2 de 100 objetos tengan defectos.
Solucion:
Si X designa el nimero de objetos defectuosos de 100, se tiene que X ~ Bin (100, 0,05) .
Se pide
P(X=2)= 5 0,05 - 0,95™° = 0,081

Alternativamente, como n es grande y p es pequeno, y aplicamos la aproximacién de

Poisson, se tiene que A =np =100-0,06 =5,y

Observacién: La aproximacién de la distribucién de Poisson a la binomial es buena

cuando n > 20 y p < 0,05 y es muy buena cuando n > 100 y np < 10.

Variables aleatorias continuas

Se presentan ahora los conceptos bésicos sobre variables aleatorias continuas. Se repiten
las mismas ideas que en el caso discreto, con funciones de densidad en lugar de funciones
de masa, e integrales en lugar de sumas.

En este caso, lo que generaliza de modo natural el concepto de suma es el de integral.
Por otro lado, para variables continuas no tiene interés hablar de la probabilidad de que
X =z € R, ya que ésta debe de valer siempre 0, para que la suma infinita no numerable
de las probabilidades de todos los valores de la variable no sea infinita.

De este modo, es necesario introducir un nuevo concepto que sustituya en v.a. contin-
uas, al de funcién de probabilidad de una v.a. discreta.

Este concepto es el de funcién de densidad de una v.a. continua, que se define como

una funcién f : R — R, integrable no negativa sobre la recta real, que verifica las dos
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propiedades siguientes:

f(x) >0,
+o0o
N CE
P(XeA) = f(z)dz.
A

Asi, dados a < b, se tiene que

P[aSXSb]:/bf(x)dx.

Se puede observar que, por ser f una funcién integrable, la probabilidad de un punto
es nula:

P[X:a]:P[aSXSa]:/af(x)dx:(),

y por ello, calcular la probabilidad de un intervalo no afecta nada el que éste sea abierto o
cerrado por cualquiera de sus extremos, pues estos son puntos y por tanto de probabilidad
nula:

Pla<X<bh=Pla<X<b=Pla<X<b=Pla< X<}
Funcién de distribucion

La funcién de distribucién se define de manera que dado = € R, F'(z) es la probabilidad

de que X sea menor o igual que x, es decir
Flz)=P(X <z)= /x f(t)dt.
Se verifican las propiedades ya mencionadas en el caso discreto:
(i) Pla< X <b]=F(b)— F(a)
(ii) F' es mondtona no decreciente
(#ii) F(—o0) =0
(i) F(400) =1

(v) F es continua por la derecha.
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Ademis, por el teorema fundamental del Céalculo

dF (x)
dx

= f(x),
si existe la derivada.

Momentos

Como en el caso discreto, en ocasiones se estd interesado en resumir la distribucion de
X a través de sus momentos.
La esperanza de una variable X es
o
= / xf(x)dx
—0o0

y la varianza es

= [ s = [ - g

—00 —00

Ejemplo Para la v.a. del ejemplo anterior se tiene que

o o 1
po= / xf (z)dx :/ 12 dy = 3
—o0 0

2 _ 22 72(Ed —_ =
2 / T Ze X 1 1

—00

Como en el caso de las variables discretas, se muestran a continuacién las distribuciones

continuas mds importantes en Ciencias.

La distribucion uniforme

Muchos fenémenos pueden asociarse a situaciones de incertidumbre uniforme.
Definicién

Una v.a. tiene distribucién uniforme en (a, b) (y se representa como X ~ U (a,b) ) si
su funcién de densidad es

1

T a<x<b

0 resto
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0.75 U(0,2)
0.5
0.25
0
-1 06 -02 02 06 1 14 18 22 26 3
X
Su funcién de distribucion
0 x<a
Flz)=4q = a<z<b
1 x>b

Con esta ley de probabilidad, la probabilidad de que al hacer un experimento aleatorio
el valor de X esté comprendido en un cierto subintervalo de (a, b) depende tinicamente de
la longitud del mismo, no de su posicién. Cometiendo un abuso en el lenguaje, se puede
decir que en una distribucién uniforme la probabilidad de todos los puntos del soporte es
la misma.

Sus momentos son

_ /b L, 1 FP-d atbh
r= axb—alo_b—a 2 27
b 3_ 3
1 1 b —a 1
(X?) /axb_adx P 3(6 + ab+ a?)

Resulta asf que

1 a+b\> ¥ —2ab+a® (b—a)’
2 Lo 2\ _ _
a—3(b+ab+a) <2> T TIE
La mediana es
~_a+b
T = 5
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La distribucién exponencial

La distribucién exponencial describe procesos en los que interesa saber el tiempo hasta
que ocurre determinado evento, sabiendo que el proceso no tiene memoria (no depende

de lo que ha ocurrido anteriormente).
Definicién
Una v.a. tiene distribucién exponencial de pardmetro o (y se representa como X ~

Exp(«) ), si su funcién de densidad es

a67a$

falo)={ ¢

para x>0
resto

con o > 0.

15

Exponencial{2)
10

05
1

Se comprueba facilmente que los momentos de la exponencial son

ILL:

QM|._.QI)—‘

Var (X) =
y que su funcién de distribucién es

F(x):{o r<0

1—e™* para = >0
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Observacién: Una propiedad importante, y caracteristica de esta distribucién, es su

pérdida de memoria. Se tiene que

P(T'>t+hT>t) P(T>t+h
P(T>t+h|T>t) = ( P10 ): ED(T>t)):
e—a(t+h)

fd efat = e—ozh = P (T > h) .

Esta propiedad hace titil a la exponencial en algunas aplicaciones de Fiabilidad de Sis-

temas.

La distribucién gamma

La distribuciéon exponencial, en realidad, estd incluida dentro de una familia més
amplia: la distribuciéon gamma.
Se dice que una v.a. tiene una distribucién gamma de pardametro de forma p > 0y

pardmetro de escala s > 0, si su funcién de densidad es

1

Fa D) = rgy 5]

donde x > 0.

Los momentos de la distribucién gamma son

po= sp
Var(X) = s*p
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Una propiedad importante es la siguiente:

Propiedad

Si X1, Xo, ..., X, son v.a. independientes y(p1, s), ¥(p2, $), - - - , Y(Pn, S) respectivamente

entonces la suma de variables
T=X+Xo+...+ X,

se distribuye como otra distribucién gamma
Y Zpu S
i=1

La distribucién normal

La distribucién normal ocupa un lugar central en la Estadistica. Su origen estd en

el descubrimiento de regularidades en los errores de mediciéon por parte del matemético
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Gauss: los patrones que se observan se aproximan por la denominada curva normal de

Eerrores.

En Ciencias tendrd importancia por tres razones bésicas:

= Estaremos interesados en mediciones de diversas magnitudes, sometidas a errores

que, tipicamente, modelizaremos como una distribucién normal.

= Por sus propiedades estadisticas y probabilisticas, los cdlculos de interés de carédcter

estadistico son relativamente sencillos.

» El Teorema Central del Limite nos asegura que, para muestras grandes y bajo condi-
ciones apropiadas, muchas funciones de las observaciones se aproximan, en distribu-

cién, mediante la normal
Definicién

Una v.a. tiene distribucién normal de pardmetros p y o (y se representa como X ~

N (p,0) ), si su funcién de densidad es

2
fzlp, o) = ;exp —u

V2ro 202

donde —o00 < z < 0.

MNormal
01 02 03 04
! ]

00
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Se comprueba facilmente que

/mf@mmwle
E(X)= / " ef(eluo)dr = p

vmmx»:/w@ww&meJMx:a%

—00

esto es, el pardmetro p es la media y o2 es la varianza. Ademds la distribucién es simétrica
(respecto de ) por lo que la mediana es también p.
Se considera ahora, especificamente, la denominada distribucién z normal estdndar,

con =0y o =1, es decir,

donde —o00 < z < 0.

Su funcién de distribucién es

1
V2T

No es posible, sin embargo, la determinacién de esta integral en forma concreta. Dada

2
e T dt,

o-rz<- [

su importancia se dispone de tablas que permiten calcular ¢ (z) para cualquier valor de
interés.

Para calcular probabilidades de distribuciones normales no estdndar, se usa el hecho
de que si X ~ N (u,0), entonces,
X—u

o

Z = ~ N (0,1),
o, alternativamente, si Z ~ N (0,1),
X=p+0oZ~N(uo0).

Distribuciones Conjuntas

Se va a estudiar ahora el caso en el que se observan dos o mas variables y/o se trans-
forman de dos o mas maneras las observaciones del experimento aleatorio basico. Primero

se considera el caso discreto.
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Distribuciones discretas multivariantes

Supongamos que se estudia los tipos de viajes contratados por una agencia de viajes,
que pueden ser de tres tipos (0, 1, 2), bajo dos modos de operacién (0, 1). Se dispone de
las probabilidades de tipo (X7), bajo el modo (X3) de operacién indicado, en un tiempo

dado, que se expresa en la siguiente tabla.

Xy
0 1 2
X210101[04]0.1]0.6
1{02]102) 0 |04
03 06 01 1

Asi, se tiene que P (X; =1, X, =0)=04
La tabla define la distribucién conjunta de (X7, X5) mediante su funcién de masa
de probabilidad.
f(X1,Xe)=P(Xy =x1,Xo =129).

A partir de ella podemos definir diversas distribuciones de interés. Por ejemplo, se pueden

definir:

— La distribuciéon marginal de X; mediante

f1 (Xl) = P(X1 = .flfl) = ZP<X1 = .fCl,Xg = .132) = Zf(Xl,X2>

2

— La marginal de X5 mediante

fo (Xz) = P(X2 = 5132) = ZP<X1 =11, Xy = 5132) = Zf<X17X2>
x1 xr1
— La distribucién de X, condicionada a X; = x; mediante

PX :.CC’X =
f2<X2|X1) = P(XQI,’L‘2‘X1:$1>: ( 1 1 2 2):

P (X1 = .CUl)
f(X, %)
f1(Xy)

— La distribucién de X; condicionada a X5 = x5 mediante

P (X :.CC’X =X
fl(X1|X2) == P(X1:I'1|X2:J;2): ( 1 1 2 2):

P (X2 = .’L‘Q)
f<X17X2>
f2 (X2)
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— Se dice que X; y X5 son independientes si
P(Xi=21,Xo=29) =P (X1 =121)- P(Xs =19),
para xr; y Ty cualesquiera, o equivalentemente,
[ (X1, X0) = fi(Xq) - fo(Xa).
Ejemplo En el ejemplo anterior se tiene

f1<0) — P(X1:0):P<X1:0,X2:0)+P(X1:0,X2:1):
= 0,1402=0,3

£2(0)=0,1+0,4+0,1=0,6

£(0,0)=0,1%#0,3-0,6 = f1(0)- f2(0),

por lo que X; y X5 no son independientes.
Estas ideas se pueden extender al caso k-variante. La distribucién conjunta sera
f(Xy,. .., X)) =P(Xi=x1,..., X, =)
y, por ejemplo, la distribucién marginal de X; es

A= 3 (X, X)

Distribuciones multivariantes continuas

Las ideas anteriores se pueden extender facilmente al caso continuo. Para un vector
aleatorio de variables aleatorias continuas (X7, ..., X}) se tendréd una funcién de densidad

multivariante f (z1,...,x) que satisface

f(l’l,...,l'k) Z 0

// f(.fl]l’...,xk)dxl...dilfk =1
RF

by, b1
P(a1§X1§b1,...,ak§Xk§bk):/ / f(xl,...,mk)d:vl...dxk
ap al
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La funcién de distribucién es
F(zy,...,z) = X1<x1,.. Xk<xk)

Ejemplo Consideramos la funcién de densidad

e 2%1e7372 11 > 0,29 >0
J1,22) = { 0 en el resto

//f(:cl,xg)dxgdxlz/ / Ge e 32 dpodr, = 1
o Jo

por lo que se demuestra que es una funciéon de densidad. Para calcular probabilidades se

Se tiene

hace, por ejemplo,

P(1<X,<22<X,<3) = / / 6e 2"1e 2y dwy =
= ) (e —e7%) =0,0003

PO<X;<22<Xy<00) = / / Ge e 32 drodr, =

= 1 — e = 0,0024
La funcién de distribucion es

I‘l,IQ / 66 2t1€73t2dt2dt1 =

La marginal de X; se calcula como

1(x1):/_Z~~~/_Zf(:c1,...,xk)dxk...da:Q.

Se dice que X1, ..., X} son independientes si
F(zy,...,2r) = Fi(x1) - Fy(x3) ... Fy (x)
0, equivalentemente,
fxy,... xk) = fi(xy) - fa(xe) ... fu(xg).
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Ejemplo En el caso anterior, la marginal de X es

0 para r1 <0

fi(x1) = /_°° [ (x1,29) day =

o — _ —_
Jo~ 6e e 32 dry = 2e7*" para 1 > 0

Andlogamente,
0 para o < 0
fa(z2) =
3e73%1 para a9 > 0
Asi,
0 para z1 <0
F1 (SL’I) =
(1 —e %) para x; >0
0 para o <0
F2 (SCQ) =
(1 —e3"2) para x5 > 0
Como se tenfa que
0 paraz; <06 z9 <0

F(.’L‘I,IQ) =
(1 —e2) (1 —e3%2) para z1,22 >0

de modo que F (z1,x2) = Fy (1) - F3 (x2), con lo que se puede afirmar que X; y Xy

son independientes.

De manera similar al caso discreto se introducen las distribuciones condicionadas. Por

ejemplo, X;|Xs = x5 con funcién de densidad

f ('Tlv x2)

S rfes) = f2 (w2)

para fs () # 0.

Ejemplo Consideramos la densidad bivariante

(21 + 2x9) paral0 <z <1, 0<zy<1

Wl

f (.flfl,l’g) -

en otro caso

o

La marginal de X es
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. 0 To ¢ (0, 1)
Jo (932) :/ f(561,$2)dl°1 =

01§($1 + 2x9) dvy = % (1+4xy) para 0 < xy <1

La densidad de X; condicionada a X, = x5 (siendo x5 € (0,1)) es

f (1‘1, x2) _
fa (@2)

(z1+212) 22y 4 4,
(z1 4 4x5) 1+ 4wy

f(z1]ze) =

wl|wo

donde 0 < 1 < 1.

En el caso de independencia se tiene que

Sy 2e)  fi(e) fa(2)

T (72) Ble) @)

f(z1]mg) =

Distribucién normal multivariante

Es una generalizacién para vectores continuos del modelo normal. En el caso bivariante,

la distribucién normal de un vector (X,Y’) de media p1 = (4, f45) y matriz de covarianzas

( o3 cov(X,Y) )

cov(X,Y) o3

tiene como funcién de densidad

1 1 i =
f(x,y)z—exp{——(x—ﬂ, y—u)El( 1)}
(vam)'vIEl L 20 T T Ay
y se representa como N (u, X)),

Esta expresiéon se generaliza de modo trivial al caso de un vector con n componentes.

Propiedades
1. La distribucién marginal de X es N (uq,01)
2. La distribucién marginal de Y es N (i, 02)

3. La distribucién de Y condicionada por X = x es

cov(X,Y)
N(uﬁT(x—m); o2 1—p2)

1

donde p es el coeficiente de correlacién

cov(X,Y
| cov(X.Y)

0102
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4. Si un vector aleatorio (X,Y) tiene distribuciéon N (i, ¥) y cov(X,Y) = 0 entonces

X e Y son independientes. Como

2
_ (o1 O
Z‘_<0 0%)’

sustituyendo en la expresion de la funciéon de densidad, se obtiene que

f(z,y)=f(z)- f(y)

Propiedades del operador esperanza

Dada una v.a. X se puede definir la transformacién g (X) y calcular su esperanza

definida mediante

ffooo g(x) f(z)dx en el caso continuo
Elg(X)] =
Z@' g (x;) f (z3) en el caso discreto

Para Y = g (X1,..., Xx) se tiene que

[ S 2 g (@, x) f (2, @) day, .. .dxy en el caso continuo
E[Y] =
Zzl .. Zxk g(xy, .. xp) f (2, ... xp) en el caso discreto

Un caso particular es
g (x1,22) = (21— py) (22 — p1a) -
La esperanza de g (z1,x2) es
E{(X1— ) (X2 = pp)] = Cov (X1, Xa)

se llama covarianza y es una medida de la relacién de crecimiento conjunto de ambas
variables. Cuando toma valor positivo es porque predominan valores de X7, X5 grandes
a la vez, o ambos pequenos a la vez. Cuando es negativo, resulta que X; es grande y X,
pequeno a la vez, o a la inversa.

En el caso de independencia se tiene

Cov (Xl, X2) =0.
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Propiedades titiles
Se pueden considerar las siguientes:
1. EkX]=kF[X].
2. EX+Y]|=FEX]+E[Y].
3. Var[kX]=k*Var[X].
4. Si X eY son incorreladas entonces E [XY]| = E[X|E[Y].

5. Var[Xi+---+ X, =Var [ Xi] + -+ Var [X,)] —i-QZCOU[Xi,Xj].
i<j
6. Si Xi,---,X, son incorreladas, entonces Var[X; + -+ X,,| = Var [Xy] +--- +
Var[X,)].

7. Var[ X =Y]=Var[X]|+Var[Y]+2Cov[X,Y].

8. Si X eY son incorreladas, entonces Var [X — Y] = Var [X]+ Var[Y].

Ejemplo Supongamos que X3, ..., X, son v.a. independientes con media p y varianza

o2. Definimos
Xi+---4+ X,

n

X =

Se tiene

EX) = E(Z%X) Z —B(X Z —p=p

Var (7) = Va'r e Z Var (X
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Teorema Central del Limite

Si X1,...,X, son v.a. independientes con media y y varianza comiin o2 < oo, la v.a.Z

definida como

_X—p
~o/Vn

es una v.a. cuya funcién de densidad se aproxima a la distribucién normal cuando n es

Z

grande:

esto es, para n grande
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