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5.1. Diagndstico en regresion

» Supuestos tedricos del modelo de regresion lineal simple de una var.
respuesta y sobre una var. explicativa x:
- Linealidad: y; = Bo + Bixi + uj, parai=1,...,n
- Homogeneidad: E[uj] =0, parai=1,...,n

- Homocedasticidad: Var[u;] = 0% parai=1,...,n
- Independencia: u; y uj son independientes para i # j
- Normalidad: u; ~ Normal(0,0?), parai=1,...,n

» Los métodos de diagndstico se utilizan para contrastar si tales
supuestos son adecuados para los datos disponibles (x;, y;); se basan
en el andlisis de los residuos € = y; — y;

5.1. Diagnéstico: diagrama de puntos

» El método mas sencillo consiste en la observacién visual del
diagrama de puntos (x;, y;)

» A menudo, este sencillo pero potente método revela pautas que
sugieren si el modelo tedrico es o no adecuado

» llustraremos su uso con un ejemplo cldsico. Consideremos los cuatro
conjuntos de datos siguientes




5.1. Diagnostico: diagrama de puntos

TABLE 3-10
Four Data Sets

DATASET 1 DATA SET 2
X Y X Y
10.0 8.04 10.0 9.14
8.0 6.95 8.0 8.14
13.0 7.58 13.0 8.74
9.0 8.81 9.0 8.77
11.0 8.33 11.0 9.26
14.0 9.96 14.0 8.10
6.0 7.24 6.0 6.13
4.0 4.26 4.0 3.10
12.0 10.84 12.0 9.13
7.0 4.82 7.0 7.26
5.0 5.68 5.0 4,74
DATA SET 3 DATA BET 4
X ¥ X Y
10.0 7.46 8.0 6.58
8.0 6.77 8.0 5.76
13.0 12.74 8.0 T8
9.0 7.11 8.0 8.84
11.0 7.81 8.0 8.47
14.0 8.84 8.0 7.04
6.0 6.08 8.0 5.25
4.0 5.39 19.0 12.50
12.0 8.15 8.0 5.56
7.0 6.42 8.0 7.91
5.0 5.73 8.0 6.89

source: F. J, Anscombe, op. cit.

5.1. Diagnéstico: diagrama de puntos

» Para cada uno de los cuatro conjuntos de datos anteriores, se
obtiene el mismo modelo estimado de regresion lineal:

» yi = 3.0+ 0.5x;
> n=11,% =90,y =75, r,, = 0.817

» El error estandar estimado del estimador (31,

toma el valor 0.118. El estadistico T correspondiente toma el valor
T =0.5/0.118 = 4.237

» Sin embargo, los diagramas de puntos correspondientes revelan que
los cuatro conjuntos de datos son cualitativamente muy diferentes:
i Qué conclusiones podemos extraer de estos diagramas?




5.1. Diagnostico: diagrama de puntos
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FiIGURE 3-29 Scatterplots for the four data sets of Table 3-10
source: F. J. Anscombe, op cit.

5.1: analisis de los residuos

» Si la observacién del diagrama de puntos no basta para descartar el
modelo, se utilizan métodos de diagndstico basados en el anilisis de
los residuos €; = y; — y;

» El andlisis comienza tipificando los residuos (dividiéndolos por la
cuasi-desviacion tipica residual): Las cantidades resultantes se
denominan residuos tipificados:

€i

SR

» Bajo los supuestos del modelo de regresién lineal, los residuos
tipificados son aproximadamente variables aleatorias normales
estandar independientes

» Un gréfico de los residuos tipificados no deberia mostrar ninguna
pauta clara




5.1: Diagramas de residuos

» Hay varios tipos de diagramas de residuos. Los mds comunes son:
- Diagrama de los residuos vs. x
- Diagrama de los residuos vs. y

» Las desviaciones de los supuestos del modelo dan lugar a pautas,
que se pueden identificar visualmente

5.1: Ej: consistencia con el modelo tedrico

(a) Data and regression line Standardized residuals
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5.1: Ej: No linealidad

(b) Data and regression line Standardized residuals
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5.1: Ej: Heterocedasticidad

(c) Data and regression line Standardized residuals
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5.1: Datos atipicos

» A partir del gréfico de la recta de regresién podemos observar datos
atipicos, que presentan desviaciones sustanciales de la recta de
regresion

» Los estimadores By y 31 de los parametros de la recta de regresidn
son muy sensibles a tales datos atipicos

» Por ello, es importante identificar tales datos y comprobar si son
validos

5.1: Normalidad de los errores

» Recordemos que uno de los supuestos tedricos del modelo de
regresion lineal es que los errores tienen una distribucién normal

» Podemos comprobar este supuesto visualmente a partir de la
observacién y andlisis de los residuos €;, empleando varios métodos:

» Observacién del histograma de frecuencias de los residuos

» Observacién de un “Normal Probability Plot" para los residuos
(desviaciones importantes de los datos de la linea recta en este
grafico indican desviaciones sustanciales del supuesto de normalidad)




5.2:

La descomposicion ANOVA

» ANOVA: ANalysis Of VAriance

» Al ajustar un modelo de regresién lineal y; = By + 581x; a un
conjunto de datos (x;,y;), para i = 1,...,n, podemos distinguir tres
fuentes de variacion en las respuestas:

- variacién debida al modelo: SCM = >""_ (¥i — y)?, donde las siglas
“SC" se refieren a “suma de cuadrados”, y la “M" se refiere al
“Modelo”

- variacién residual: SCR= Y1 (yi —y:)> =1, €

- variacién total: SCT =37 (yi — ¥)°

» La descomposicién ANOVA indica que SCT = SCM + SCR

b.2:

El coeficiente de determinacién R?

» La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR

» Notemos que: yi—y = (yi —yi)+ (i —¥)
» SCM = Y7, (¥i — ¥)? mide la variacién de las respuestas debida a
la regresion (explicada por los valores predichos )

» Por lo tanto, el cociente SCR/SCT es la proporcién de variacién de
la respuesta no explicada por la regresidn

» El cociente R? = SCM/SCT = 1 — SCR/SCT es la proporcién de
variacidon de las respuestas explicada por la regresién; se conoce
como coeficiente de determinacién

> Resultado: R? = rZ, (coef. de correlacién al cuadrado)

» Ej: si R? = 0.85, la variable x explica un 85% de la variacién de la
variable y




5.2: Tabla ANOVA

Fuente de variacion SC G.L. Media Cociente F
Modelo SCM 1 SCM/1 SCM/sp
Residuos/Errores SCR n—2 SCR/(n—2)=sh
Total SCT n-1

5.2: Contraste de hipdtesis ANOVA

» Contraste de hipétesis Hy: Sy =0 vs. Hy: 51 #0

» Consideremos el cociente

_ SCM/1 _ SCM
T SCR/(n—2)  sZ

F

» Bajo Hy, F sigue una distribucién F; ,_»

v

Contraste a nivel o rechazar Hgo si F > F1 p_2.4

» ;Cudl es la relacién con el contraste basado en la t de Student que
vimos en el Tema 47 Son equivalentes




5.2:

Ej. ANOVA
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3 28 30 Regression Statistics il
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5| 25 40 R Square 0.717646518
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5.3:

Relaciones no lineales y linealizacion

Supongamos que la parte determinista f(x;; a, b) de la respuesta en
el modelo

yi=f(x;;a,b)+uj, i=1,...,n
es una funcién no lineal de x que depende de dos pardmetros ay b
(ej: f(x;a,b) = ab¥)
En algunos casos podemos aplicar transformaciones a los datos para
linearizarlos, y asi poder aplicar los métodos de regresion lineal

A partir de los datos (x;, y;) originales, obtenemos los datos
transformados (x!, y!)

£ PO / /
Los parametros By y 1 de la relacién lineal entre las x/ y las y; se
obtienen como transformaciones de los pardmetros ay b




5.3: Transformaciones para linealizacién

» Ejemplos de transformaciones para linealizacién:
> Siy = f(x;a, b) = ax” entonces logy = loga + blogx: tomamos
y' =logy, x' =logx, o =loga, /1 =b

» Siy =f(x;a,b) = ab™ entonces logy = log a+ (log b)x: tomamos
y' =logy, x' = x, fo =loga, B1 = logh

» Siy =f(x;a,b) =1/(a+ bx) entonces 1/y = a+ bx: tomamos
y'=1/y, X' =x,Bo=a, fr=0b

> Siy = f(x;a,b) = In(ax®) entonces y = Ina+ blnx: tomamos
y =y, xX'=Inx, Bo=1Ina, B1 = b

5.4: Regresidn lineal en forma matricial

» Recordemos el modelo de regresién lineal simple:
yi:ﬁo_'_ﬁlxi_"uiy i:17°"7n
» Escribiendo una ecuacidén para cada observacion obtenemos

yi =B+ Bixi + uq
yo = Bo + Bix2 + w2

Yn = 60 +51Xn + up




5.4: Regresion lineal en forma matricial

» En forma matricial, podemos escribir

[ y1 | [ Bo + B1xi | U
Y2 Bo + Bixo U
= . + 1.1,
| Yn ] _60 + Ban_ | Un |

o, separando los pardmetros f3; de las x;,

i 1 x u

AR
: ot :

_.yn_ _1 Xn_ _un_

5.4: Regresidn lineal en forma matricial

» Escribimos la relacion matricial

i 1 x u
y.2 — 1 - 50 + u-2 3
. . B .
| Vn ] |1 xp| | Up
como
y=X8+u

> y : vector de respuestas; X : matriz de variables explicativas (o del
disefo experimental); B : vector de parametros; u : vector de errores




5.4: La matriz de covarianzas de los errores

» Denotamos por Cov(u) la matriz n x n de covarianzas de los errores;
su elemento (i,/) es

B 0 Si [ #j
COV(UH u_[) - { Var[ui] e 0‘2 Si I:.j

» Cov(u) es la matriz identidad 1, , multiplicada por o?:

(02 0 0
0 o> --- 0
Cov(u) = | . . _ = ol
0 0 o? |

5.4: Estimacion de minimos cuadrados

» El vector estimado 3 de minimos cuadrados es la solucién unica de
la ecuacién matricial 2 x 2 (comprueba las dimensiones)

(XTX) B =XTy,

es decir,
B=(XTX)"'xTy

» El vector y = ();) de respuestas estimadas es
y =Xg

y el vector de residuos ese =y —y




5.5: El modelo de regresion lineal multiple
» Modelo de regresion lineal simple: predecir una respuesta y a partir
de una variable explicativa x
» En numerosas aplicaciones, buscamos predecir la respuesta y a partir
de multiples variables explicativas xq, ..., xk
» Ej: predecir el precio de una casa en funcién de su superficie,
localizacién, planta, y nimero de banos
» Ej: predecir el tamano de un parlamento en funcién de la poblacién,
su tasa de crecimiento, el niimero de partidos politicos con
representacion, etc.
5.5: El modelo de regresion lineal multiple

» Modelo de regresién lineal mualtiple: predecir una respuesta y a
partir de multiples variables explicativas xq, ..., xk

» Tenemos n observaciones: para i =1,...,n,

yi = Bo + Bixin + Baxio + - -+ + BuXik + uj

» Suponemos que las u; son v.a. independientes con distribucién
Normal(0, o)




5.5: Ajuste de minimos cuadrados

» Tenemos n observaciones: para i =1,...,n,

yi = Bo + Bixi1 + Boxiz + -+ - + Brxik + uj

» Buscamos ajustar a los datos (xi1, X2, - - - , Xik, i) un hiperplano de la
forma

Yi = Bo + Bixi1 + Baxiz + -+ + BrXik
» El residuo para la observaciéon i es: ¢ = y; — y;

> Utilizamos la estimacién de los pardmetros 3; que minimiza la suma
de los cuadrados de los residuos

5.5: Modelo en forma matricial

» Escribimos la relacion matricial

I 8] - -
y1 1 x11 X2 -+ Xk 8, Ui
¥2 1 Xo1 Xo2 -+ Xok 5, Uy

f— —|— ,
| Vn | _1 Xpl  Xp2  tt Xnk | Bk | Un |

como
y=X8+u

> y : vector de respuestas; X : matriz de variables explicativas (o del
disefo experimental); 3 : vector de parametros; u : vector de errores




5.5: Estimacién de minimos cuadrados de 3

» El vector estimado 3 de minimos cuadrados es la solucién tnica de
la ecuacion matricial (k + 1) x (k 4+ 1) (comprueba las dimensiones)

(X7TX) B =XTy,
como en el caso k = 1 visto anteriormente, es decir,
B=(XTX)""XTy
» El vector y = ();) de respuestas estimadas es
y=XB

y el vector de residuos ese =y —y

5.5: Estimacidn de la varianza o2

» Para el modelo de regresion lineal miultiple, estimamos la varianza

02 mediante la cuasi-varianza residual,

Z?:l ei2

2 _
SR_n—k—l’

que es un estimador insesgado (ndtese que para regresion lineal
simple el denominador vale n — 2)




Distribucién muestral de 3

» Bajo los supuestos del modelo, el estimador de minimos cuadrados 3
del vector de pardmetros (3 sigue una distribuciéon normal
multivariante

» E [,3] = 3 (i.e., es un estimador insesgado)

> La matriz de covarianzas de 3 es Cov(3) = 52 (XTX)_1

» Estimamos Cov(@) por s (XTX)_1

» La estimacién de Cov(B) nos da estimaciones 52(3]) de la varianza

~

Var(@-); 5(31) es el error estandar del estimador 3
Bi — B

s(5;)

» Al tipificar B\J obtenemos: ~ th_k—1 (t de Student)

Inferencia sobre los pardmetros [3;

> Intervalo de confianza a nivel 1 — « para §;:

Bj + thk—l.a/2 5(@)

» Contraste de hipétesis a nivel a para Hp: 8; =0 vs. Hy: 8; # 0

> Rechazar Ho si |T| > t,_k_1.q/2, donde T = @/S(EJ) es el
estadistico de contraste




5.5: La descomposicion ANOVA

» ANOVA: ANalysis Of VAriance

» Al ajustar un modelo de regresidon lineal miltiple
Vi = Bo + Bixip + - + Brxix

a un conjunto de datos (xj1, ..., X, y;), para i =1,...,n, podemos
distinguir tres fuentes de variacién en las respuestas:

- variacién debida a la regresién: SCM = >_"_(¥i — y)?, donde las
siglas “SC" se refieren a “suma de cuadrados”, y la “M" se refiere al
“Modelo”

- variacién residual: SCR =" (yi—y)>=>.", €

- variacién total: SCT =37 (yi — ¥)

» La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR

5.5: El coeficiente de determinacién R?

» La descomposicién ANOVA indica que SCT = SCM + SCR

» Notemos que: yi —y = (yvi — i)+ (Vi — ¥)
» SCM = " (¥i — ¥)? mide la variacién de las respuestas debida a
la regresion (explicada por los valores predichos ;)

» Por lo tanto, el cociente SCR/SCT es la proporcién de variacion de
la respuesta no explicada por la regresién

» El cociente R? = SCM/SCT = 1 — SCR/SCT es la proporcién de
variacién de las respuestas explicada por las variables explicativas; se
conoce como coeficiente de determinacion multiple

> Resultado: R* = rZ (coef. de correlacién al cuadrado)
» Ej: si R? = 0.85, las variables xi, ..., x, explican un 85% de la
variacién de la variable y




5.5: Tabla ANOVA

Fuente de variacién SC G.L. Media Cociente F
Modelo SCM k SCM /k (SCM/k)/s4
Residuos/Errores  SCR  n—k—1 2B =42
Total SCT n—1
5.5: Contraste de hipdtesis ANOVA
» Consideremos el contraste de hipétesis Ho: 81 = 8, = -+ - 8k = 0 vs.

Hi: B #0 paraalgin j=1,...,k
» Hp : la respuesta no depende de las x;

» Consideremos el cociente

SCM/k  SCM/k

F=
SCR/(n— k —1) s3

» Bajo Hy, F sigue una distribucién Fy ,_x_1

v

Contraste a nivel o rechazar Ho si F > Fy n_k—_1.4




