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Tema 3. Comparaciones de dos poblaciones

Objetivos de aprendizaje
Al finalizar este tema, debieras ser capaz de:

» Llevar a cabo un contraste de hipdtesis para la diferencia de las
medias y para el cociente de las varianzas de dos poblaciones

» Construir intervalos de confianza para la diferencia o el cociente

» Diferenciar las situaciones en las que un contraste basado en
muestras pareadas es adecuado, de aquellas en las que se debe
aplicar un contraste basado en muestras independientes

» Calcular la potencia de un contraste y la probabilidad de un error de
Tipo Il




Tema 3. Comparaciones de dos poblaciones

Referencias
» Newbold, P. “Estadistica para administracién y economia”
» Capitulo 9 (9.6-9.9)
» Ross, S. “Introduccién a la Estadistica”
» Capitulo 10

Introduccion

En este tema estudiamos el caso en el que en lugar de disponer de una
muestra aleatoria, tenemos dos muestras aleatorias de dos poblaciones, y
estamos interesados en contrastar:

» la diferencia entre las medias de las dos poblaciones

» en el caso de muestras pareadas
> y en el caso de muestras independientes

» el cociente entre las varianzas de las dos poblaciones
» en el caso de muestras independientes
Emplearemos los procedimientos introducidos en los Temas 1 y 2 para

construir intervalos de confianza y realizar contrastes de hipétesis para las
diferencias o cocientes de los pardmetros de las poblaciones indicados.




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras

pareadas

Ejemplo: Se ha llevado a cabo un estudio sobre la relacién entre la
actividad cerebral mientras se ven anuncios en televisién y la capacidad
de la persona para recordar dichos anuncios. Se han mostrado anuncios
de varias marcas para diez productos a las personas en la muestra. Para
cada anuncio se ha medido la capacidad de cada persona para recordarlo
pasadas 24 h., y a cada anuncio de un producto se le han asignado las
etiquetas “recuerdo fuerte” o “recuerdo débil’. La siguiente tabla
muestra un indice de la actividad cerebral de las personas que han visto
estos anuncios en el estudio.

producto: i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

recuerdo fuerte: x; | 137 135 83 125 47 46 114 157 57 144
recuerdo débil: y; 53 114 81 86 34 66 890 113 88 111

dif: di=x—y; | 8 21 2 30 13 —20 25 44 —31

33

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras

pareadas

» Sea X una poblacién con media ux e Y otra poblacién con media
Ky -

» Disponemos de una muestra aleatoria de n observaciones pareadas
de ambas poblaciones, {(X;, Y;)}. Denotaremos como

di=x1— Y1, =X2—Y2,...,dn = Xn — Y

las n diferencias de valores con media d y cuasi desviacién tipica s,.

» Supondremos que la poblacién de las diferencias sigue una
distribuciéon normal.

» Contraste bilateral Hy : ux —puy = Do frente a Hy © ux — py # Do
» El estadistico del contraste es

_ D-Dy

SD/\/F

> La regién de rechazo (a un nivel de significacién «) es:

T

NHO tn—l

RRoe = {t:t < —t, 1020t >ty 1.0/2}




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
pareadas

. Estadistico del contraste:
Ejemplo: cont.

Poblacién: D — D,
D = “diferencia entre recuerdo T = sp/\/n ~ th—1
fuerte y débil”
D~ N(ux — py,05) Valor observado del estadistico:

MAS: n = 10 Do =0 n=10

d=21 sq = V1088 = 32.98
. 3210 _ -
Muestra: d = ﬁ2_21 . d — Dy
53 _ 14202120—_110(21) — 1088 sa//n
21

Objetivo: contrastar = 2.014

Do
~ =
Ho: pux —py < 0 frentea Hy: ux —puy >0
(Contraste unilateral)

32.08/v/10

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras

pareadas
Ejemplo: cont.
p-valor = P(T > 2.014)
€ (0.025,0.05) ya que
t9;0.05 £9;0.025
~ N ~ N
1.833 < 2.014 < 2.262

Por tanto, como p-valor < a = 0.05,
rechazamos la hipdtesis nula a este

Densidad t,_1
1.8332.262

La evidencia muestral apoya que en promedio la actividad cerebral
es mayor para el grupo con recuerdo fuerte que para el grupo con recuerdo
débil. Si la actividad cerebral promedio fuese igual para ambos grupos, la
probabilidad de obtener muestras tan extremas o mds que la observada estaria
entre 0.025 y 0.05 (un valor bajo).

nivel.




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
pareadas

Ejemplo: cont. En Excel: Ir al menu “Datos”, submenu “Andlisis de
datos”, seleccionar la opcidn: “Prueba t para medias de dos muestras
emparejadas’

Columnas A y B (datos), en amarillo se muestran el valor observado del
estadistico y el p-valor.

|
Obtener dat Co Ordenar y filtrar Herramientas de datos Esquema
A1 F | 137 ¥
A B G D E F G H 1 J K L M N 0 K
1 137' 53 Prueba t para medias de dos muestras emparejadas
= - ’ .
2 135 114 Prueba t para medias de dos muestras emparejadas
3 83 81 Muestral Muestra 2 Entrada
Acept:

a 125 6 Media 1045 835 Rango para |a variable 1: $A$1:50$10
5 47 34 Varianza 1806,722222 700,7222222 Rango para la variable 2: $B$1:48$10
6 46 66 Observaciones 10 10 Ayud

; DferenciHoctica strobesmedes: [0
7 114 89 Coeficiente de correlacion de Pearson  0,630768163
8 157 113 Diferencia hipotética de las medias 0 [ Rétulos
9 57 88 Grados de libertad 9 alfa: 0,05
10 144 m Estadistico t 2,013283096 Crcionss g saldo
1 P(T<=t) una cola 0,037465017 ® Rango de salida: $D41
12 1 1 Valor critico de t (una cola) 1,833112933 (O
13 P(T<=t) dos colas 0,074930034

. O Enun libro nuevo

14 _ Valor critico de t (dos colas) 2,262157163
15

Contraste bilateral para la diferencia entre dos medias via
|C: muestras pareadas

Ejemplo: cont. Construir un intervalo de confianza al 95% para ux — py.

- Sd - Sd
IC — = d—t,_1. —.,d+ t,_1. —
0.95 (,ux ,LLY) ( n—1:0.025 \/ﬁ + th—1.0.025 \/ﬁ)

32.98 32.98
= (21 —2.262———,21 + 2.262—)

V10’ V10
= (—2.59,44.50)

Como el valor 0 pertenece a este intervalo, no podemos rechazar la
hipdtesis nula de la igualdad de las medias de las dos poblaciones a un
nivel de significacién de a = 0.05.




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
normales independientes, varianzas de poblaciones iguales

» Sea X una poblacién con media ux y varianza o, e Y otra poblacién con
media py y varianza o%

» ambas distribuidas normalmente
» con varianzas poblacionales desconocidas, pero iguales 0° = 0% = 0%

» Muestras aleatorias de n; observaciones de X y ny observaciones de Y,
independientes.
» Contraste bilateral Ho : pux — puy = Do frente a Hi @ ux — puy # Do
» El estadistico del contraste es

X —Y - Dy
T = 1 1 ~Hy tn1+n2—2
SeAfm T

donde el estimador de la varianza comun para las dos poblaciones es
_ (m = D)si + (2 —1)sy

n +n, —2
Nota: grados de libertad = n; 4+ n; — 2 (nimero de observaciones de

las muestras menos dos - por tener que estimar pux y fy)
» La regién de rechazo (para un nivel de significacién «) es:

2
p

RRQ = {t t < _tn1+n2_2;a/2 (o] t > tn1+n2—2;a/2}

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
normales independientes, varianzas de poblaciones iguales

Ejemplo: 9.8 (Newbold) Se estudia el efecto que la presencia de un moderador
puede tener en el nimero de ideas generadas en un grupo de trabajo. Se
observan grupos de cuatro personas, con y sin moderador. En una muestra
aleatoria de cuatro grupos con moderador el nimero promedio de ideas
generadas por grupo fue 78.0, con cuasi desviacién tipica muestral de 24 .4,
Para una muestra independiente de cuatro grupos sin moderador el promedio
de ideas generadas fue 63.5, y su cuasi desviacién tipica fue 20.2. Suponiendo
que distribuciones normales con varianzas iguales, contraste la hipdtesis nula
(para a = 0.1) de igualdad de medias, frente a la alternativa de que la media
de la poblacién es mayor para grupos con moderador.

Poblacién 1: Poblacién 2:
X = “ndmero de ideas en grupos Y = “ndmero de ideas en grupos sin
con moderador” moderador”
X ~ N(/LX,Ji) X ~ N(,uy,af/)
MAS n = 4 MAS ny — 4
Muestra: x = 78.0 Muestra: y = 63.5
sy =24.4 s, = 20.2

2

Suponemos muestras normales independientes y | 0% = 0% = o




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
normales independientes, varianzas de poblaciones iguales

Ejemplo: 9.8 (Newbold cont.) sp = 501.7 = 22.4
x—=y
t = R —
Objetivo: contrastar sp/1/n1 +1/ng
Do 78.0 — 63.5
= — = 0.915
~~ 22.4/1/4+1/4
Ho: px —py =0
frente a i 8
Regién de rechazo:
Hi o px —py >0
(Test unilateral) 1.440
——
Estadistico_del contraste: RRo.1 ={t:t>t50.1}
o X=Y
- 1 1 ~Hy tn]_ +npy—2
s, = 4 = Como t = 0.915 € RR(_1, no podemos rechazar la hipétesis
ny ' onp .

. nula a un nivel del 10%.
Valor observado del estadistico:

DO =0 nl =4 n2 =4
X = 78.0 s = 24.4 7 = 63.5s, = 20.2 ; Los datos muestrales no
contienen suficiente evidencia para
2 (m — 1)sg + (n = 1)sy pensar que en promedio se generan mas
P no+ny —2 ideas en grupos con moderador. Pero

(4 — 1)20.42 1 (4 — 1)20.22 para tamafios muestrales tan Pequeﬁgs
= el contraste tiene potencia baja y serian
fra-2 necesarias diferencias muy grandes

entre las medias de las poblaciones para
rechazar la hipdtesis nula.

= 501.7

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
normales independientes, varianzas de poblaciones iguales

Ejemplo: 9.8 (Newbold cont.) Construya un intervalo de confianza al
99% para ux — jiy.

- 1 1
|C0.99 (,LLX o ,LLY) = X =y -+ tn1+n2—2;0.0055p n—l + n—2

1 1
= <78.0 ~63.5F3.707 - 22.4¢/ 7 + Z)
= (—44.22,73.22)

Como el valor 0 pertenece a este intervalo, no podemos rechazar la
hipdtesis nula de igualdad de las medias de las dos poblaciones a un nivel
de significacién o = 0.01.




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
grandes independientes o dos poblaciones normales con
varianzas conocidas

2

> Sea X una poblacién con media px y varianza oy, e Y otra
poblacién con media uy y varianza o%.
» Muestras aleatorias de n; observaciones de X y n, observaciones de
Y, independientes, y
> Bien tanto n; como ny son grandes y o% y 0% son desconocidas,
» O X e Y siguen distribuciones normales y o% y 0% son conocidas
» Contraste bilateral Hy : ux —puy = Do frente a Hy © ux — py # Do
» El estadistico del contraste es:

» Bien _ _
X =Y — Dy
= — “~Hp, aprox. N(Oal)
% 4 Y
m T
» O B B
X—-Y—-D
z=""" "2 4 N(O,1)
0'2 0'2
W

» La regién de rechazo (para un nivel de significacién «) es:

RRa ={z:2< =240 02> 24/}

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
grandes independientes o dos poblaciones normales con
varianzas conocidas

Ejemplo: 9.7 (Newbold) Se realiza un estudio entre auditores sobre la actividad
de las mujeres en su profesion. A los encuestados se les pide que den su opinidn
con un valor entre uno (muy en desacuerdo) y cinco (muy de acuerdo) sobre la
afirmacién “En auditoria se asignan los mismos trabajos a las mujeres y a los
hombres”. De una muestra de 186 auditores (varones) se obtuvo una respuesta
promedio de 4.059 con una cuasi desviacién tipica de 0.839. Para una muestra
independiente de 172 mujeres auditoras la respuesta promedio fue de 3.680 con
una cuasi desviacién tipica de 0.966. Contraste la hipdtesis nula (para

a = 0.0001) de que las medias de las dos poblaciones son iguales, frente a la
alternativa de que la media de la poblacién es mayor para auditores varones.

Poblacién 1: Poblaciéon 2:
X = “respuesta de un auditor varén” Y = “respuesta de una mujer auditora”
XN MX7O_§< XN IMY’O—%/
MAS: n; = 186 MAS: n, =172
Muestra: x = 4.059 Muestra: y = 3.680

sx = 0.839 s, = 0.966




Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
grandes independientes o dos poblaciones normales con
varianzas conocidas

Ejemplo: 9.7 (Newbold cont.)
Regién de rechazo:

Objetivo: contrastar 3.75

Do
~~
HO LM — MY = 0

——
RRg.0001 = {z:z > z9.0001 }

Como z = 3.95 € RRq g1, rechazamos la hipétesis nula a

frente a un nivel del 0.01%.

Hll ,LLX_;LY>0

(Contraste unilateral)

Estadistico del contraste: ) 3 Los datos contienen una
z= A=Y aprox. ML) evidencia muy fuerte en favor de que
X 45y la respuesta promedio entre los

Valor obserlvado Eiel estadistico: varones €s mayor que entre las
mujeres - esto es, en promedio los
Dy =0 np =186 ny = 172 varones estan mas convencidos que
X = 4.050 s, = 0.839 y =3.680 s, = 0.966 las mujeres de que se asignan los
x—y mismos trabajos a las mujeres que a
T JEmrsm los hombres.
4.059 — 3.680

= =3.95
\/0.8392/186 +0.9662 /172

Contrastes para la diferencia entre dos medias: muestras
grandes independientes o dos poblaciones normales con
varianzas conocidas

Ejemplo: 9.7 (Newbold) Construya un intervalo de confianza al 95%

para pux — Wy-.
52 53
1Co.0s (kx —py) = [X—VF 20051 = + =
n ny

= (4.059 —3.680 F 1.96\/0.8392/186 + 0.9662/172)
= (0.19,0.57)
Como el valor 0 no pertenece a este intervalo, podemos rechazar la

hipdtesis nula de igualdad de las dos medias poblacionales a un nivel de
significaciéon a = 0.05.




Contrastes para la diferencia entre dos proporciones:
muestras grandes independientes

» Sea X ~ Bernoulli(px) y sea Y ~ Bernoulli(py), donde px y py son
dos proporciones poblacionales para los individuos que cumplan una
propiedad de interés.

» Muestras aleatorias de n; observaciones de X y n, observaciones de
Y, independientes, y

» tanto n; como ny son grandes
» Contraste bilateral Hy : px — py =0 frentea H; : px — py #0

» El estadistico del contraste es:

Z = Px — Py ™Hy, aprox. N(0> 1),

P =) (2 + )

nipx + n2py
n+ n
> La regidn de rechazo (para un nivel de significacién «) es:

donde

Po =

RRo ={z:z2< —zypporz>zyp}

Contrastes para la diferencia entre dos proporciones:
muestras grandes independientes

Ejemplo: 9.9 (Newbold) En Investigacién de Mercados, es importante conseguir un
porcentaje de respuestas elevado para las encuestas. Para mejorar este porcentaje se
puede incluir una pregunta inicial de motivacién que aumente el interés del encuestado
por completarlo. Se han enviado cuestionarios con pregunta de motivacién sobre la
mejora los espacios de ocio en una ciudad, a una muestra de 250 hogares, obteniendo
101 respuestas. Otros cuestionarios idénticos sin pregunta de motivacién se han
enviado a otra muestra independiente de 250 hogares, obteniendo 75 respuestas.
Contraste la hipdtesis nula de que las dos proporciones poblacionales sean iguales,
frente a la alternativa de que la tasa de respuestas sea mas elevada cuando se incluye
pregunta de motivacién.

Poblaciéon 1: Poblacion 2:
X =1 si una persona completa el Y =1 si una persona completa el
cuestionario con pregunta de cuestionario sin pregunta de motivacion,
motivacion, y 0 en caso contrario y 0 en caso contrario
X ~ Bernoulli(px) Y ~ Bernoulli(py)
MAS: n = 250 MAS: ny — 250

M LA 101 a 75

uestra: px = 555 = 0.404 Muestra: p, = 55 = 0.300




Contrastes para la diferencia entre dos proporciones:
muestras grandes independientes

Ejemplo: 9.9 (Newbold cont.)

. P — By
Po(1 — po) (L + L)
Objetivo: contrastar \/ mooom
Ho : px = py _ 0.404 — 0.300 o3
1 1
frente a \/0-352(1 — 0.352) (55 + 2)
Hi : px > py
(Contraste unilateral) p-valor = P(Z > z) = P(Z > 2.43) = 0.0075
Estadistico del contraste: Como el p-value es muy pequefno, podemos
7 = Px —Py ~Hy, aprox. N(0,1) rgch_a;ar Ia hipdtesis nula a cualquier nivel de
ﬁo(l_ﬁo)(LjLnL) significacién mayor que 0.0075.
ny o om
Valor observado del estadistico:
ny = 250 ny = 250 Los datos muestrales

contienen una fuerte evidencia de

P = .40 Py = 0.300 que al incluir una pregunta de
5 Mmbct mb motivacidon se obtiene una tasa de
T T, respuesta mas elevada que cuando
250(0.404) + (250)(0.300) no se incluye.
- 250 + 250
= 0.352

Contrastes para la diferencia entre dos proporciones:
muestras grandes independientes

Ejemplo: 9.9 (Newbold cont.) Construya un intervalo de confianza al
05% para px — py.

A . R 1 1
1Co.05 (px — py) = <Px — Py + Z0.025\/P0(1 — Po) (n—l + n_2)>

= <0.404 —0.300 F 1.96\/0.352(1 —0.352) (% + %))

— (0.1877,0.0203)

Como el valor 0 no pertenece a este intervalo, podemos rechazar la
hipdtesis nula de igualdad de las proporciones de las dos poblaciones para
un nivel de significacién a = 0.05.




Contrastes para el cociente de varianzas: muestras
normales

» Sea X una poblacién con media pux y varianza cf§<, e Y otra
poblacién con media uy y varianza o%,

» ambas distribuidas normalmente

» Muestras aleatorias de n; observaciones de X y n, observaciones de

Y, independientes.

» Contraste bilateral Hy : 0% = 0% (= 0?) frente a H; : 0% # 0%

» El estadistico del contraste es

SX
F=—= ~Hy Fny—1,m—1

Sy

> La regién de rechazo (para un nivel de significacién ) es:

RRe ={f:f <Fp_1m-11-a20f>Fy _1m 102}

La distribucion F

X1,X2,. . .,Xn Y Yl, Yz, Y3,. coy Ym
son dos conjuntos de variables
aleatorias independientes, con
distribucién N(0,1). La variable
aleatoria (cociente de dos v.a.s
chi-cuadrado normalizadas)

Densidades F

1.2

=T <m v2
m et Vi —— gl1=30 g2=30
sigue una distribucién F, ,, con ny °7 - 9|1f10 9|E=15
m grados de libertad. Para el { - 9:'1':8 9:%:8
resultado de la transparencia ] — gl1=5¢9l2=3
anterior: /
X%l—l 5]
2
) p (m —1)sx o
Sx ng—1 0.2 =
o —H ~ Fp;—1,np—1
sy, 7 1 (m—1)sy o 5
mot __o? ; ; ; g ;
—_——

2
Xn2—1




Contrastes para el cociente de varianzas: muestras
normales

Ejemplo: 9.10 (Newbold) Para una muestra de 17 bonos industriales
emitidos recientemente con calificacién AAA, la cuasi varianza de sus
vencimientos (en afios al cuadrado) fue de 123.35. Para otra muestra
independiente de 11 bonos industriales emitidos con calificacién CCC, la
cuasi varianza de sus vencimientos fue de 8.02. Si se denotan las
correspondientes varianzas poblacionales como o% y 0%, lleve a cabo un
contraste bilateral para compararlas al 5%.

Poblacién 1: Poblacién 2:
X vencimiento de bonos AAA (en afios) Y vencimiento de bonos CCC (en afios)
X ~ N(ux,o%) Y ~ N(uy,o%)
MAS n = 17 MAS ny — 11
Muestra: s2 = 123.35 Muestra: sf = 8.02

Contrastes para el cociente de varianzas: muestras

normales
Ejemplo: 9.10 (Newbold cont.)

Regién de rechazo: 0.402
RRowo = {f:f<F
Objetivo: contrastar o0 = {f:f <Fii01-00s}
Ho : o% = o% U {f:f > Fis1000s}
frente a 2.83
.2 2
fh: ox 7 oy Nota: el cuantil Fi6,10.0.05 = 2.83
(Contraste bilateral) aparece en la tabla de la F, pero no

F16,10;1—0.05- Para calcularlo

podemos emplear la propiedad de
1

Estad|'2stico del contraste:
S
F = é ~Hy Fnl—l,n2—1

esta distribucién | Fp mq =

Valor observado del estadistico: Fm,ni—a
Obtenemos
n = 17 ny = 11 1 1
: = 2 = Fi6,10,1—0.05 = = = 0.402
s, = 123.35 s, = 8.02 16,10;1—0.05 Fro 16005 549
123.35
fo= 302 15.38 Vemos que f = 15.38 € RRy.10.

Existe una fuerte
evidencia de que las dos varianzas
poblacionales son_distintas.




Contraste bilateral para el cociente de varianzas mediante
intervalos de confianza

Ejemplo: 9.10 (Newbold cont.) Construya un intervalo de confianza al
90% para el cociente de las varianzas.

ok
1Co.00 (| 5
Oy

53 1 53 1
(% Fo—1,n—1,0.05 % Fnl—l,n2—1;1—0.05>
123.35 1 12335 1

B ( 8.02 2.83" 8.02 0.402>

—  (5.43,38.26)

Como era de esperar por el resultado anterior, el valor 1 no pertenece a
este intervalo, y podemos rechazar la hipdtesis nula de que las dos
varianzas poblacionales sean iguales, para un nivel de significacion
a=0.1.

Estadisticos pivotales

Parametro Hipdtesis Estadistico del contraste

Diferencias  nor-

0
males so/vn th—1
Muestras pareadas
X—Y—D
\F;ob.ls. normalels 1—(; ~Hy tn+ny—2
arianzas iguales o/ g
px — py = Dy | Pobls. normales X=Y—Dg ~H, N(0,1)
Vars. conocidas % 9%
+
ng__m
Pobls. no normales X~V —Dy

Vars. desconocidas

S, SY
Muestras grandes Ty
Pobls. Bernoulli bx —P
Px — Py = 0 obls ernou X ¥ ~~Hy aprox N(Ov 1)
Muestras grandes " . 1,1
Po(1=Po)( 7 5y
2, 2 s
ox/oy =1 Pobls. normales g ~Hy Frp—1.m—1

Pregunta: ;Como definirias RR, para contrastes unilaterales?




