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Introducción

▶ La Estad́ıstica es una ciencia puramente experimental que aprende
de la experiencia, especialmente de la que aparece de manera
secuencial .

▶ Se puede considerar que comienza alrededor del siglo XVII cuando
Graunt (UK) empezó a usar tablas de mortalidad.
https://en.wikipedia.org/wiki/John_Graunt

▶ Actualmente se aplica en todas las ciencias que requieren
tratamiento de la información, desde ciencias biomédicas, psicoloǵıa,
educación y econoḿıa, hasta el estudio de las part́ıculas en f́ısica
cuántica, o de galaxias extremadamente distantes.
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Introducción

▶ Pero la mayoŕıa de las personas y los dispositivos no son muy
eficientes para encontrar patrones en un mar de datos con ruido.

▶ Es decir, tenemos tendencia a contemplar patrones inexistentes fuera
que suceden para satisfacer nuestros propósitos como se hace en
astroloǵıa...

▶ La teoŕıa estad́ıstica intenta proporcionar métodos óptimos para la
búsqueda de señales reales en ambientes ruidosos y también
proporciona controles estrictos contra la sobre-interpretación de
patrones al azar.
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Introducción

La teoŕıa estad́ıstica trata de responder a tres preguntas básicas:

i. ¿Cómo debo recoger o muestrear mis datos?

ii. ¿Cómo debo analizar y resumir los datos que he recogido?

iii. ¿Cómo son de exactos los resúmenes de mis datos?

El punto 3 constituye parte del proceso conocido como Inferencia
Estad́ıstica.
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Introducción

▶ Las técnicas de remuestreo son técnicas desarrolladas hace pocos
años para calcular estad́ısticos, basándose en técnicas
computacionales intensivas que evitan los cálculos complejos de la
teoŕıa estad́ıstica tradicional.

▶ Aunque el uso de las técnicas de remuestreo implican el uso de
conceptos tradicionales de inferencia estad́ıstica, cambia
radicalmente su implementación.

▶ Mediante el uso de computación intensiva se aplican las técnicas de
manera flexible, fácil y con un ḿınimo de aparato matemático.
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Ejemplo

▶ Los tres conceptos básicos: recogida de datos, resumen de los
mismos e inferencia se ilustran en la noticia aparecida en el New
York Times.

▶ 27 de enero 1987 : Se hizo un estudio sobre si pequeñas dosis de
aspirina podŕıan prevenir los ataques al corazón en personas de
mediana edad.

▶ Los datos del estudios se tomaron de manera eficiente mediante un
estudio controlado, aleatorizado y doble ciego.
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Ejemplo

▶ La mitad de las personas recibió una sustancia placebo y las
personas se asignaron de manera aleatoria a los tratamientos.

▶ Tanto los sujetos como las personas que trabajaban en el estudio no
sab́ıan tanto el tipo de sustancia que recib́ıa o daba a los pacientes.

▶ Los estad́ısticos de resumen del art́ıculo eran muy simples:

Ataques Corazón No Ataque Corazón
Aspirina 104 11037
Placebo 189 11034
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Ejemplo

▶ A simple vista parece que hay menos ataques de corazón en el
grupo de aspirina.

▶ La razón de odds (la razón entre ambos ratios de ataques la
corazón) es

θ̂ = 104/11037
189/11034 = 0,55

Ver

https://es.wikipedia.org/wiki/Odds_ratio

▶ Según este estudio, las personas que toman aspirinas tienen casi la
mitad de riesgo de sufrir un ataque al corazón.
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Ejemplo

▶ Pero θ̂ es solo un estimador del valor poblacional desconocido.

▶ La muestra parece suficientemente grande en el estudio: 22071,
aunque la conclusión de que la aspirina funciona bien se basa solo
en 293 casos observados de ataques al corazón.

▶ ¿Se puede asegurar que se obtendŕıa el mismo resultado si tomamos
otra muestra distinta?

▶ Según la estad́ıstica clásica, mediante la aproximación a la
distribución normal, se tiene que un intervalo al 95 % para el valor
poblacional θ es

0,43 < θ < 0,70

▶ Parece obvio que nunca excede el valor de 1, es decir que la aspirina
en cualquier caso no es significativamente mala para la salud.
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Razón de odds y distribución asintótica

▶ Dada una tabla de contingencia 2 × 2

C D
A n11 n12

B n21 n22

▶ El estimador que se utiliza para la razón de odds es

θ̂ = n11n22
n12n21

▶ La distribución de este estimador es muy asimétrica por lo que para
considerar una aproximación a la normal es mejor tomar la
transformación log(θ̂)
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Razón de odds y distribución asintótica

▶ Aplicando el método delta
https://en.wikipedia.org/wiki/Delta_method

Una estimación del error estándar de log(θ̂) es

σ̂log(θ̂) =
√

1
n11

+ 1
n12

+ 1
n21

+ 1
n22

de modo que el correspondiente intervalo de Wald es

log(θ̂) ± z α
2
σ̂log(θ̂)

▶ Si se toman la función exponencial (antilogaritmo) de los extremos
se obtiene el intervalo correspondiente para θ.

▶ El test es algo conservador (la probabilidad de cubrimiento es algo
mayor que el nivel nominal).
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Ejemplo sobre aspirina

(teta = (104/ 11037) /(189/ 11034))

[1] 0 .550115

SE = sqrt (1/104 + 1/ 11037 + 1/189 + 1/ 11034)
LSup = log(teta) + qnorm (1 -0 .05/2)*SE
LInf = log(teta) - qnorm (1 -0 .05/2)*SE

exp(LInf)
exp(LSup)

[1] 0 .4324113
[1] 0 .699858
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Otro ejemplo relacionado con aspirinas

▶ En otro estudio sobre accidentes cerebrovasculares (ictus) se observó

Ictus No Ictus
Aspirina 119 11037
Placebo 98 11034

θ̂ = 119/11037
98/11034 = 1,21

▶ De modo que un intervalo al 95 % para el verdadero valor es θ es

0,93 < θ < 1,59

▶ Este intervalo incluye al valor neutro 1, deduciéndose que la aspirina
no es significativamente ni mejor ni peor que el placebo.
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Bootstrap

▶ Se podŕıa decir que la aspirina es significativamente beneficiosa para
prevenir ataques al corazón pero no es significativamente perjudicial
para causar accidentes cerebrovasculares. Pero es un tema que sigue
siendo controvertido.

▶ El bootstrap es un método de simulación que se puede usar en casos
como el anterior.

▶ El término bootstrap deriva de la frase to pull oneself up by one’s
bootstrap. Se basa en el libro del siglo XVIII las aventuras del barón
Munchausen de Rudolph E. Raspe.

▶ El barón hab́ıa cáıdo en el fondo de un profundo lago y se le ocurrió
escapar volando al tirar de los cordones de sus propias botas...
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Ideas de bootstrap en el ejemplo de aspirina

▶ Como ejemplo de aplicación simple del bootstrap, se consideran dos
poblaciones:

– la primera con 11037 observaciones contiene 119 unos y 10918 ceros.
– la segunda con 11034 observaciones contiene 98 unos y 10936 ceros.

▶ Se genera una muestra con reemplazamiento de 11037 elementos
de la primera población, y una muestra de 11034 elementos de la
segunda población.

▶ Se calcula la proporción respectiva de unos en ambas muestras:

θ̂∗ = Proporción de unos en la muestra 1
Proporción de unos en la muestra 2
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Bootstrap

▶ Se repite este proceso un número elevado de veces (digamos
B = 1000) obteniéndose una muestra de 1000 valores de θ̂∗.

▶ Este proceso es fácil de implementar con cualquier software
estad́ıstico como R o Python, por ejemplo.

▶ Esta muestra de 1000 valores de θ̂∗ contiene información que se
puede usar para realizar inferencia a partir de los datos reales.

▶ Por ejemplo, Efron y Tibshirani obtienen una desviación estándar
muestral alrededor de 0,17 y un intervalo de confianza basado en los
cuantiles muestrales alrededor de (0,93; 1,60).
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Bootstrap

▶ Basta tomar el elemento de la muestra que ocupa el lugar 25 y el
que ocupa el lugar 975 una vez ordenada la muestra de los 1000
valores de θ̂∗.

▶ Este resultado es similar al obtenido mediante métodos clásicos de
inferencia (basados en la aproximación a la distribución normal).

▶ Pero aqúı NO se ha usado ningún argumento de aproximación a la
distribucfión normal aplicando el Teorema Central del Ĺımite como
en los métodos clásicos.

▶ Histograma de las estimaciones del ratio:
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Ejemplo sobre supervivencia de ratones

▶ Ejemplo:
Ratones bajo tratamiento o no para prolongar su supervivencia
después de ciruǵıa invasiva.

▶ Método: comparación de las medias de tiempos de vida entre el
tratamiento y el control

Tratamiento 94 197 16 38 99 141 23
Control 52 104 146 10 51 30 40 27 46

▶ Las medias de cada grupo son
(i) Tratamiento: 86.86

(ii) Control: 56.22
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Ejemplo ratones

▶ La diferencia entre ambas medias x̄ − ȳ = 30,63
sugiere que hay bastante efecto del tratamiento.

▶ ¿Cómo son de precisos estos estimadores?
Resulta que las muestras son muy pequeñas...

▶ En el caso de la media, el error estándar estimado basado en n
valores de una m.a.s. x1, x2, . . . , xn es√

s2

n
donde

s2 = 1
n − 1

n∑
i=1

(xi − x)2
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Ejemplo ratones

▶ Si el error estándar de las estimas de las medias es pequeño,
entonces la diferencia entre las medias de supervivencia seŕıa
significativa.

▶ Los errores estándar de x e y son SEx = 25,24 y SEy = 14,14

▶ El error estándar para la diferencia x̄ − ȳ es igual a√
25,242 + 14,142 = 28,93

▶ Pero la diferencia observada es 30.63. Si se calcula el estad́ıstico de
contraste: 30,63/28,93 = 1,05, es decir es mucho menor que el
valor 1.96 t́ıpico de la distribución normal.

▶ Esto implica que el tratamiento NO tiene efectos significativos en la
supervivencia de los ratones.
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Distribuciones Empiricas
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Distribuciones Empiricas
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Cálculo de medianas

▶ El cálculo de los errores estándar es un método para estudiar la
precisión de los estimadores. Pero, salvo en el caso de la media, no
hay en general fórmulas concretas para estimarlos.

▶ Por ejemplo, si se calculan las medianas en el ejemplo de los ratones,
se tiene que la mediana para el tratamiento es 94 y para el control
es 46.

▶ La diferencia entre medianas es 48, mucho mayor que la diferencia
entre medias.

▶ Pero, ¿cómo es de precisa esta estimación?
La única manera de responder es usando bootstrap en este caso.
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Esquema del Bootstrap

▶ Supongamos que se observa una muestra x = x1, x2, . . . , xn sobre la
que se calcula un cierto estad́ıstico s(x).

▶ Por ejemplo, x es un grupo de observaciones y s(x) es la media
muestral.

▶ En el caso del bootstrap, se define una muestra bootstrap
x∗ = (x∗

1 , x∗
2 , . . . , x∗

n ) que se obtiene muestreando n veces con
reemplazamiento a partir de los datos originales (x1, x2, . . . xn)

▶ Por ejemplo si n = 7 una posible muestra bootstrap podŕıa ser

x∗ = (x5, x7, x5, x4, x7, x3, x1)
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Algoritmo del Bootstrap
▶ Se genera un número B elevado de muestras bootstrap

x∗1, x∗2, . . . , x∗B cada una de tamaño n. Los tamaños t́ıpicos de B
para errores estándar suelen estar entre 500 y 5000.

▶ Para cada muestra bootstrap b = 1, . . . , B se calcula el estad́ıstico
s

(
x∗b)

. Por ejemplo, la mediana.

▶ El estimador bootstrap del error estándar es la desviación estándar
de las B muestras bootstrap

ŝeBoot =

√√√√ 1
B − 1

B∑
b=1

(s (x∗b) − s(·))2

donde

s(·) = 1
B

B∑
b=1

s
(
x∗b)
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Ejemplo con la mediana

▶ Por ejemplo, Efron y Tibshirani obtienen en el grupo control un error
estándar igual a 11.54 y en el grupo tratamiento, 36.35 basándose
en B = 100 réplicas.

▶ Aśı, usando ese número de réplicas la diferencia de medianas
observada igual a 48 se obtiene un error estándar estimado igual a√

36,352 + 11,542 = 38,14

▶ Aśı el estad́ıstico es 48/38,14 = 1,26 tampoco es significativamente
mayor que 0, aunque es mayor que en el caso de la media.

▶ Para la mayoŕıa de los estad́ısticos no existen fórmulas expĺıcitas
que sirvan para calcular el error estándar, por ello se puede usar un
procedimiento bootstrap.
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Programas para el ejemplo de los ratones

▶ Se puede programar fácilmente en R el ejemplo de los ratones con
las libreŕıas bootstrap y boot.

▶ Como introducción al manejo de la libreŕıa boot, se pueden
consultar las siguientes páginas Web:

www.mayin.org/ajayshah/KB/R/documents/boot.html

cran.r-project.org/doc/Rnews/Rnews_2002-3.pdf

ww2.coastal.edu/kingw/statistics/R-tutorials/resample.html


