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Resumen

Las Mateméticas del razonamiento plausible, introducidas por Polya
en 1954, vienen a ser una diseccién del sentido comin y abren nuevas
posibilidades y horizontes cualitativos a las inferencias que, desde el
hombre de la calle al matemético puro, aplicamos frecuentemente en
nuestra biusqueda de decisiones correctas o de nuevas verdades que
han de someterse a rigurosa demostracién.

Polya considera que lo realmente importante de su teorfa son los
aspectos cualitativos y asf se habla durante un tiempo de la extrafia
conexién con los aspectos cuantitativos. Pero los teoremas de consis-
tencia de Cox permiten demostrar que si los grados de plausibilidad
son representables mediante nimeros reales, se obtiene un conjunto de
reglas cuantitativas para establecer las inferencias, con lo que se rompe
la distincién entre Teorfa de la Probabilidad e Inferencia Estadfstica.
Tal conjunto de principios de légica de la inferencia con informacién
incompleta comprende como casos particulares las situaciones de in-
certidumbre y aleatorias. Describimos cémo tales principios son apli-
cables a la construccién de sistemas inteligentes.

Estrictamente hablando, todo nuestro conocimiento, aparte de las
matemdticas y la ldgica demostrativa, consiste en conjeturas.
(Polya, 1954)

1 Introduccién

En su introduccién a esta serie de lecturas que la Real Academia ha dedicado
al Afio Mundial de las Mateméticas, el Prof. Etayo, al comparar la imagen
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de nuestra disciplina con otras actividades del pensamiento, menciona c6-
mo el gran publico asocia la Matematica con el pensamiento mds hermético.
Nuestro objetivo aquf es desgranar algunas ideas sobre tal pensamiento, mo-

tivadas en parte por la cita introductoria de Polya, intentando relacionar las

Matemaéticas con el pensamiento cotidiano y el sentido comiin.” = ~

Se da el nombre de inferencia al proceso discursivo que partiendo de una
proposicién llega a otra como conclusién, siendo habitual distinguir entre
inferencia deductiva e inductiva. La segunda supone incertidumbre, car-
acterfstica de las conclusiones cientfficas en su aspecto inductivo, permite
el conocimiento plausible y comprende la evidencia inductiva del fisico, la
evidencia circunstancial del abogado, la documental del historiador, la es-
tadfstica del economista o del sociblogo,... La diferencia entre ambos tipos
de razonamiento se centra en que el primero es seguro, pero no permite con
su rigida légica obtener ningin conocimiento nuevo sobre el mundo que nos
rodea. Por contra, el razonamiento plausible, sin alcanzar la fuerza de una
demostracién légica estricta, se hace necesario en las conclusiones cientfficas
y de la vida diaria, al pasar de observaciones y datos experimentales a valores
no observados.

Por tanto, nuestro interés primordial est4 en el paso del razonamiento 16gi-
co, o determinista, al razonamiento incierto, o plausible, puesto que refleja el
estado actual de una clase de conocimientos que va del puro sentido comin
al lenguaje sofisticado con que se construyen actualmente los conocimientos
cientfficos y humanos, en su impresionante variedad de modelos, que van de
la Psicologfa Cognitiva y la Filosofia a la Teorfa de la Decisién y la Inves-
tigacién Operativa y de la Inteligencia Artificial y los Sistemas Expertos a
la préctica diaria de profesiones como las de la medicina o la abogacfa, en
que va siendo urgente un cambio de manera de razonar que incluya el ra-
zonamiento plausible o inductivo, manejado en forma rigurosa. Esto es asf
porque la incertidumbre resulta ser un fenémeno casi ubfcuo en nuestras vi-
das: realmente hay pocas cosas de las que estemos completamente seguros,
siendo habitual en nuestro discurso locuciones del tipo Probablemente, Es casi
sequro que, Puede que,... Aunque tales locuciones son vélidas en el lengua-
je coloquial, en el razonamiento cientffico en condiciones de incertidumbre
deberemos expresarlas de forma cuantitativa.

Es interesante observar desde el principio que ha sido un matemaético,
Polya (1954), quien ha influfdo m4s decisivamente que cualquier otro proba-
bilista o estadfstico en conseguir abrir las puertas de la teorfa y aplicaciones
de la induccién y la inferencia plausible & un campo de posibilidades de for-
malizacién y aplicaciones a las ciencias y humanidades en que no se pueden
olvidar nombres tan importantes como los de Laplace, Jeffreys, Shannon,
Cox, Jaynes,....




Creemos sinceramente que este enfoque del problema de la induccién co-
mo légica del razonamiento plausible, completado en estos iltimos afios del
siglo XX, representa una novedad respecto de la Teorfa de la Probabilidad

basada en los axiomas de Kolmogorov y el axioma de Bayes, que ahora se

sustituyen por los axiomas de Aristételes, complementados con los de la
légica inductiva de Polya y la adicién de Cox-Jaynes de medidas de la plau-
sibilidad. Podemos asf pasar de una légica para el razonamiento deductivo a
una légica extendida para el razonamiento inductivo. Estamos convencidos
de que este nuevo esquema de acceso al razonamiento inductivo, superada la
inercia de los ensefiantes, resultar4 m4s naturalmente asequible al estudioso
tanto del campo de las humanidades, como del de las ciencias, lo que con-
tribuird a la cafda del gran muro que aun separa las dos culturas e impide
colaboraciones que contribuirdn a progresos fundamentales en los mismos, lo
cual debe destacarse en el afio 2000 como una importante contribucién de
las Matemaéticas a la unidad de ambas culturas.

El resto de esta lectura comienza revisando algunos conceptos bésicos del
razonamiento légico. Tras motivar después las diferencias con el razonamien-
to plausible y hacer una introduccién histérica al problema de la induccién,
revisamos algunas reglas del razonamiento plausible para introducir, después,
su modelizacién mediante probabilidades. Finalmente, describimos algunas
cuestiones relativas a la implementacién préactica de estas ideas, con especial
referencia a los sistemas inteligentes.

2 Razonamiento légico

Para entender las matemdticas escritas, debemos entender qué constituye
un razonamiento matemstico correcto. A grandes rasgos, las matemaéticas
se describen en términos de teoremas, demostraciones, axiomas, hipétesis y
reglas de inferencia. Como sabemos, un teorema es una sentencia que puede
demostrarse que es verdadera. Demostramos que un teorema es verdadero
con una sucesién de sentencias que forman un argumento, lo que denom-
inamos demostracién. Para construir demostraciones necesitamos derivar
nuevas sentencias a partir de sentencias anteriores. Las sentencias empleadas
en una demostracién pueden incluir axiomas o postulados, que son hipé6te-
sis subyacentes sobre las estructuras mateméticas pertinentes, las hipétesis
del teorema a probar y teoremas previamente demostrados. Las reglas de
inferencia, los medios para derivar conclusiones de otras sentencias, ligan los
pasos de una demostracién.

Quiz4 el primer tratamiento cientffico explicito del razonamiento légico
aparece en el Organon de Aristételes (IV AC). En esta obra fundamental,



se enuncian dos silogismos fuertes, el modus ponens y el modus tollens, que
se han considerado desde entonces la base de todo razonamiento légico, es
decir, que todo razonamiento deductivo debe aparecer como una reiterada
composicién de los citados silogismos. Recordemos brevemente su expresién.

1 Modus Ponens
Si A es verdadero, entonces B es verdadero
A es verdadero "
Por tanto, B es verdadero

Un ejemplo de aplicacién serfa

o Si leo esta lecci6n, leeré el nombre de Cox
He lefdo esta leccién
Por tanto, he lefdo el nombre de Cox.

2 Modus Tollens
Si A es verdadero, entonces B es verdadero
B es falso
Por tanto, A es falso.

Un ejemplo de aplicacién serfa

e Si leo esta leccidn, leeré el nombre de Cox
No he lefdo el nombre de Cox
Por tanto, no he leido esta leccién.

Existen muchas otras reglas de inferencia, como la de adicidn o el silogis-
mo disyuntivo, ver p.ej. Rosen (1994), pero, como hemos dicho, todas ellas
pueden reducirse, esencialmente, a los dos silogismos anteriores. En tal senti-
do, un légico podrfa decir a un matematico que en su trabajo estd haciendo,
simplemente, 16gica; estrictamente, serfa correcto pues podrfa tomar los ax-
iomas de la l6gica y la aritmética y, eventualmente, reproducir los resultados
mateméticos mediante razonamiento légico. Una visién més vtil serfa la de
que estd empleando razonamiento légico para hacer matemdticas: razona
sobre conceptos y relaciones matematicas, con ayuda de la l6gica como her-
ramienta.

Asf, un argumento basado en reglas de inferencia serd valido. Cuando
todas las proposiciones empleadas en un argumento vélido sean verdaderas,
obtendremos una conclusién correcta. Obsérvese, sin embargo, que un argu-
mento valido puede conducir a una conclusién incorrecta si se emplean una
o més proposiciones falsas.
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se siguen utilizando falacias como la de

También es importante recordar que las reglas de inferencia suelen llevar
asociadas falacias que aparecen cominmente en argumentos invdlidos. Y asf,
y a pesar del importante lapso de tiempo que ha pasado desde Arist6teles,

Afirmacidén de la conclusién
Si A es verdadero, entonces B es verdadero
B es verdadero
Por tanto, A es verdadero.

como €n

o Si leo esta leccién, leeré el nombre de Cox
He lefdo el nombre de Cox
Por tanto, he leido esta leccién.

que es un razonamiento incorrecto. Observemos que puedo haber lefdo sobre
Cox, sin necesidad de haber lefdo esta leccién.

Dado el éxito del razonamiento deductivo, el impresionante desarrollo de
las matem4ticas y el tiempo pasado desde Aristé6teles, no es de extranar la
tendencia natural a querer aplicar los silogismos fuertes anteriores, no sélo
en los edificios matemaéticos, sino en situaciones inciertas corrientes en la
vida, en el descubirmiento de verdades cientfficas, en el lenguaje corriente o
de sentido comiin,... pero éste es, més bien, el terreno de las conjeturas, el
terreno del razonamiento plausible, que estudiamos a continuacién.

3 Razonamiento plausible

Cuando nos recreamos recordando los pasos sucesivos por razonamientos 16gi-
cos que surgen en la demostracién de un teorema matemdtico y los compara-
mos con otros procesos inductivos, llamados plausibles o inciertos, que no son
tan fuertes como un razonamiento légico, pero sf completamente necesarios
para explicar hechos de la vida real, en la que empleamos los razonamientos
de sentido comiin, o del mundo tecnolégico, social,... sentimos la necesidad
de clarificar las diferencias.

Consideremos el siguiente parrafo en que un policfa describe un suceso
que ha observado.

Paseaba por la calle de Valverde la noche del 80 de octubre, a
las 2, solitaria y oscura. De pronto, of una senial de alarma y,
poco después, observé una tienda de instrumentos musicales, con
un escaparate forzado. Después vf salir por el escaparate a un
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individuo con una careta de Drécula, con un saco pesado. Decidf
que era un ladrén y le persegut.

Claramente, la conclusién del policfa no es una deduccién légica a partir
de la evidencia. Podria ser, por ejemplo, que el sefior de la careta fuese el
duefio de la tienda de instrumentos, que venfa de una fiesta de Halloween y
pasase cerca de la tienda momentos antes de que unos gamberros hubiesen
apedreado el escaparate y un gato hubiese entrado en la tienda. Por no
estar trabajando, no llevarfa la llave de la tienda y, en un momento, intento
recoger los objetos m4s valiosos antes de que potenciales ladrones pudiesen
darse cuenta de la situacién.

Igualmente, podrfan darse otras descripciones compatibles con los hechos
parcialmente contemplados. Sin embargo, a pesar de no tratarse de una
deduccién légica, basada en las reglas antes mencionadas, le daremos, sin
duda, cierto grado de validez: la evidencia no confirma que el hombre de
la careta sea un ladrén, pero lo hace muy plausible. De hecho, podrfamos
formalizar el tipo de razonamiento empleado con un silogismo débil del tipo

3 Si A es verdadero, entonces B es més plausible
B es verdadero
Por tanto, A resulta més plausible

donde A es 'La persona es un ladrén’ y B es "La persona sale corriendo de la
tienda con una bolsa’.

Con mucha frecuencia, se nos plantean situaciones como la del policfa en
las que, basados en informacién insuficiente para realizar un razonamiento
deductivo, debemos tomar una decisién. En estos casos resulta conveniente
emplear razonamientos plausibles, que tienen cierto grado de validez, sin
legar a la fuerza probatoria de un razonamiento légico. Y esto afecta no
s6lo a la vida cotidiana, sino también a la actividad cientffica (no légico-
matemaética), soliéndose hablar de inferencias de la muestra a la poblacién,
de los datos a las hipétesis, de los efectos observados a las causas inciertas,
del pasado al futuro, aspectos de la induccién con que continuamente nos
enfrentamos en nuestras actividades de conocer y decidir.

3.1 Nota histérica sobre el problema de la induccién

De una forma u otra, la humanidad ha estado siempre preocupada por el
problema de cémo tratar la ignorancia. Los filésofos y estadfsticos han adop-
tado puntos de vista diferentes para abordar estos problemas. Los primeros
proporcionan intentos de identificacién de las caracteristicas universales de
las inferencias inductivas para llegar a una Teorfa Magna como justificacién
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de los métodos inductivos. Los estadfsticos se restringen a problemas induc-
tivos més concretos, logrando con ayuda de modelos matemaéticos apropiados,
establecer reglas de inferencia en condiciones bien especificadas.

Refiriéndonos al enfoque filoséfico, con precursores como Avicena (980-
1037), Roger Bacon (1214-1294) y otros posteriores, llegamos a Francis Bacon
(1561-1626) que, con su Novum Organum, inicia la ruptura con los métodos
aristotélicos deductivos, y a John Stuart Mill (1806-1873), que introduce una
metodologfa cuyo propésito es establecer relaciones de causa a efecto en un
proceso dialéctico en que, a partir de un conjunto potencialmente infinito
de observaciones, se obtendrian unas primeras afirmaciones inductivas que
se someterfan a comprobacién. De confirmarse por las nuevas experiencias,
permitirfan llegar a teorfas cientificas sucesivamente perfeccionadas. Con
él, aparecen ya las ideas iniciales de los métodos eliminativos de Popper,
m4és tarde tan en boga, y muy relacionados con los métodos de contraste de
hipétesis.

Es obligado mencionar antes a Hume que, en su Treatise of Human Nature
(1739), define por primera vez claramente el problema de la induccién en la
siguiente forma:

Cuando se pasa de lo observado O a lo inobservado I, O e I son
légicamente distintos, al menos en el sentido de que se puede
concebir O como evidente, mientras I no. En consecuencia, no
eriste necesidad ldgica de que I se siga de O. Cudles podrian ser
entonces los fundamentos para afirmar I dado O.

Plantea, en definitiva, el problema de dar una justificacién racional a las
inferencias inductivas. Su postura empiricista le lleva a negar que tal proble-
ma pudiera tener solucién. Pero, como dice muchos afios después, Bertrand
Russell,

E's necesario elegir entre la induccién con su irracionalidad rela-
tiva y la irracionalidad absoluta

Las respuestas filoséficas al problema han sido de dos tipos. Las primeras
sugieren que las inferencias inductivas son injustificables y no deben figurar
en ningin libro cientffico. Otros filésofos como Popper, Kuhn, Feyerabend,...
tratan de auxiliar al cientffico con sus métodos de falsacién o refutacién,
que se relacionan con los métodos estadisticos de contraste de hip6tesis (ver,
e.g., French y Rios Insua, 2000) como término de una lfnea de trabajos,
ya mencionados, que se inicia en Bacon y Mill. Se ocupan los filésofos del
segundo grupo de justificar racionalmente las inferencias inductivas, bien
tratsndolas como argumentos deductivos incompletos, bien afiadiendo algiin
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principio de carédcter general, como el de uniformidad de la Naturaleza. Sin
embargo, en esta lfnea no se avanza mucho en tiempos posteriores, a pesar del
enfoque pragmético de Reichenbach (1949) y de las aportaciones de Keynes
que, en su A Treatise on Probability (1921), introduce la probabilidad 16gica

o necesaria. Hoy se considera fallido este ambicioso intento de reconstruccién -

y formalizacién racional de la realidad cientffica, a pesar de los importantes
trabajos de Carnap (1950), cuyo complicado sistema de axiomas fue pronto
abandonado. Junto con Keynes y Jeffreys, contribuyé en parte a resucitar
la antigua linea bayesiana de trabajos que pueden considerarse hoy como el
primer tratamiento formal exitoso de la inferencia inductiva.

El teorema de Bayes, que Laplace redescubrié y aplicé muchos afios de-
spués, constituye la base de la inferencia bayesiana, que se desarroll6 y utilizé
hasta la Primera Guerra Mundial, junto con otras metodologias, que se sue-
len denominar de estimacidn y contraste de hipétesis. Después, surgieron los
importantes trabajos de Fisher que con su variada gama de técnicas, més
faciles de elaborar, arrinconaron las ideas bayesianas, a lo que contribuyen
también los trabajos més formalizados de Neyman-Pearson y Wald, que dom-
inaron a partir de los afios treinta entre los estadfsticos tedricos y aplicados,
hasta el reciente auge de los métodos bayesianos, ver, por ejemplo, French y
Rios Insua (2000).

Esto lleva a la construccién axiomética de un modelo probabilfstico sub-
jetivo mediante axiomas que han ido perfecciondndose con los trabajos de
De Finetti, Savage, Anscombe y Aumann,... Con ellos se llega finalmente a
las mismas reglas de Kolmogorov, que permiten el célculo de la probabilidad
subjetiva de cada sentencia S, bien construida mediante las reglas de Boole,
a partir de un conjunto de proposiciones atémicas A4, B,C,... en un cierto
contexto provisto de una cierta informacién H. Sobre esta construccién ax-
iomética se edifica el formalismo bayesiano para razonar en condiciones de
incertidumbre.

Aqui, siguiendo la linea de trabajos de Polya, Cox y Jaynes, mostraremos
cémo la légica deductiva aristotélica puede extenderse de manera consis-
tente con algunas reglas de razonamiento plausible de modo que los gra-
dos de creencia se representan mediante mimeros reales que satisfacen las
propiedades de las probabilidades, con lo que puede hablarse de probabili-
dades como ldgica extendida.

3.2 Reglas de razonamiento plausible

En la seccién anterior, introdujimos un silogismo débil que recordaba en parte
al modus ponens. Otro silogismo débil, que debe compararse con la falacia de
afirmacién de la conclusién, y habitualmente empleamos en el razonamiento
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plausible es

4 Si A es verdadero, entonces B es verdadero
B es verdadero :
Por tanto, A resulta més plausible.

Por ejemplo, supongamos que A es Comenz6 a llover a las 9 de la matianay
B es El cielo estaba nublado a las 8.55 de la maniana. Si tratamos de aplicar
el silogismo modus ponens, nos encontramos que la presencia de nubes a las
8.55 no nos da una certidumbre légica de que lloverd a las 9. Esto nos lleva
a introducir para el razonamiento plausible el silogismo débil anterior, que
en nuestro contexto se expresarfa Si el cielo estaba nublado a las 8.55 de la
maniana (B) resulta mds plausible que llueva a las 9 (A).

La contribucién esencial de Polya fue fijarse en los aspectos cualitativos
de extensién de los esquemas clésicos de la l6gica aristotélica al planteamien-
to de nuevos esquemas, que sirven de soporte a los razonamientos inductivos
que llamaremos plausibles y juegan un papel fundamental en los procesos
intuitivos, como el ejemplo que hemos visto del policfa. Polya busca for-
mas debilitadas de los esquemas bésicos de Aristételes para efectuar estas
construcciones, siendo otro ejemplo

5 Si A es verdadero, entonces B es verdadero
A es falso
Por tanto, B resulta menos plausible.

como oturre en el ejemplo anterior de lluvia a las 9 (A) y cielo nublado a las
8.55 (B).

En conjunto, Polya proporciona una tabla de patrones de inferencia plau-
sible que todos usamos en nuestro razonamiento comin, y que los cientfficos
y los mateméticos!, en particular, empleamos en el descubrimiento de nuevas
verdades, que después deben convertirse en teorfas que habrdn de desarro-
llarse mediante silogismos. Por ejemplo, los silogismos débiles 4 y 5 permiten
a los cientfficos rechazar o aceptar teorias. Incluso, se emplean para realizar
demostraciones en computacién aleatorizada.

Evidentemente, el razonamiento deductivo anteriormente descrito tiene la
propiedad de que podemos realizar largas cadenas de deducciones modus po-
nens y modus tollens, preservando las conclusiones la misma certeza que las
premisas. Sin embargo, con razonamientos basados en silogismos débiles co-
mo los aquf expuestos, la fiabilidad de las conclusiones se debilita si pasamos
por varias fases.

1E] propio Polya emple6 los patrones que descubrié en sus investigaciones en teorfa de
mirmeros



3.3 Modelizacién del razonamiento plausible

Hemos indicado que Polya puso el énfasis en los aspectos cualitativos del
razonamiento plausible. De hecho, basandonos en los axiomas de Cox (1946),
es posible modelizar el razonamiento plausible en términos probabilisticos,
con lo que se consigue ver c6mo el razonamiento plausible puede considerarse
como una extensién del razonamiento 16gico.

Partimos de un conjunto de proposiciones elementales, o sentencias que
pueden ser verdaderas o falsas, que denotamos por A, B,... Suponemos la
estructura bésica del 4lgebra de Boole, con el producto ldgico o conjuncién
que designamos por AB y representa A y B son ambas verdaderas; la suma
légica o disjuncién A + B que representa la proposicién al menos una de las
proposiciones A, B es verdadera; y la negacién de una proposicion, A. Con
ellas creamos el conjunto S de sentencias bien formadas, que obedecen las
reglas de combinacién del dlgebra de Boole, como la de doble negacién, la de
idempotencia, la conmutativa, la asociativa, la de dualidad, la distributiva y
la simplificativa. Légicamente, en un entorno cambiante, iremos descubrien-
do que la informacién disponible se va modificando, por lo que es necesario
hablar de la proposicién A sabiendo que la proposicién B es verdad, que
designaremos mediante A|B.

Podemos ya enunciar las hip6tesis bésicas de Cox que permiten repre-
sentar los grados de creencia mediante mimeros que satisfacen las reglas de
combinacién de las probabilidades y que, como veremos, permiten modelizar
cuantitdtivamente el razonamiento plausible. Esencialmente, a cada proposi-
ci6n sobre la que razonemos le asignaremos un grado de plausibilidad y cuan-
do recibamos nueva evidencia deberemos modificar tal asignacién para tener
en cuenta tal informacién. Las hip6tesis de Cox son

1. Los grados de plausibilidad se representan mediante mimeros reales.
Simbélicamente, a cada proposicién A|B se le asocia un mimero p(A|B),
que medir4 su grado de plausibilidad.

2. El grado de plausibilidad de una inferencia, dada cierta evidencia, de-
termina el grado de plausibilidad de la inferencia contraria, basada en
la misma evidencia. Simbélicamente,

p(A|B) = g(p(A|B)).

3. El grado de plausibilidad de dos inferencias dada cierta evidencia se
determina a partir del grado de plausibilidad de una inferencia, dada
la evidencia, y del grado de plausibilidad de la otra inferencia dada la
evidencia y que la primera inferencia sea verdadera. Simbélicamente,

p(AB|C) = f(p(A|C), p(B|AC)).
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A partir de ellas se prueba que se pueden asignar mimeros no negativos a las
sentencias A|B, que satisfacen las reglas bdsicas del célculo de probabilidades

-~ - -p(ABIC) = p(AIC)p(BIAC) = p(BIC}P(A|BC) -~~~ ——-

p(AlB)+p(AlB)=1.

La primera se denomina regla del producto. La segunda, regla de la suma.

Horvitz et al (1986) proporcionaron una versién del resultado anterior
mas cercana al lenguaje de la Inteligencia Artificial. Jaynes (1990), de forma
algo més imprecisa, relaciona el resultado de Cox con las reglas (algo més
cualitativas)

1. Representacién de grados de plausibilidad mediante mimeros reales.
2. Correspondencia cualitativa con el sentido comiin.

3. Consistencia.

3.4 Probabilidades como légica extendida

Analicemos a continuacién cémo, una vez obtenida la representacién de los
grados de plausibilidad mediante probabilidades condicionadas, somos ca-
paces de implementar el razonamiento légico (deductivo) y las reglas de ra-
zonamiento plausible (inductivo) debidas a Polya.

Si designamos por C la proposicién "Si A entonces B", vemos que modus
ponens y modus tollens se adaptan, respectivamente, a las reglas de producto

_ p(AB|C)
=~ _ P(AB|C)
PAIBC) = TB10)

A partir de modus ponens 'y modus tollens tenemos que p(AB|C) = p(A|C)
y p(AB|C) = 0 por lo que

p(B|AC) =1

p(A|BC) = 0.
Podemos, por tanto, modelizar modus ponens y modus tollens con ayuda de

las probabilidades, como casos extremos en los que estamos seguros de las
conclusiones.
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Mi4s aiin, podemos dar versiones cuantitativas de las reglas débiles. Asf,
por ejemplo, el silogismo débil 4 corresponde a la regla del producto en la

forma

p(BlAC) . -
_ p(B|C) _
Ahora bien, de modus ponens, p(B|AC) = 1y, como p(B|C) < 1, tenemos

p(A|BC) > p(A|C),

P(A|BC) = p(A|C)——="

como se indica en el silogismo débil 4. El silogismo 5 corresponde a la regla
producto en la forma

p(4]BC)

p(BIAC) = p(BIO)E T

De la conclusién anterior se sigue
p(A|BC) < p(4|C),

con lo cual _
p(BIAC) < p(BI|C)

como se indica en el silogismo. Respecto a 3, si C designa la informacién
disponible, la primera premisa es p(B|AC) > p(B|C); aplicada a la regla de
producto S(BIAC)
B|AC
A|BC) = p(A|C) =

p(41BC) = pAIC)E ST

tenemos directamente
p(A|BC) > p(A|C).
Vemos, pues, c6émo somos capaces de modelizar en términos probabilisti-

cos el razonamiento légico y los patrones de razonamiento plausible, con lo
que, efectivamente, podemos hablar de probabilidades como l6gica extendida.

4 Implementacién

Los axiomas antes mencionados de Cox sugieren introducir la probabilidad
como una medida de los grados de plausibilidad o creencia que una persona
tiene en la verdad de una proposicién basada en su informacién en un mo-
mento dado. En presencia de informacién adicional, las probabilidades se
actualizan mediante la férmula de Bayes,

p(B|A)p(A)
p(B)

12
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que es una consecuencia inmediata de la regla del producto. No hemos des-
crito atin cémo implementar tal programa, para lo cual debemos propor-
cionar, primero, métodos de asignacién de probabilidades.

4.1 Asignacién de probabilidades

La ventaja de la concepcién adoptada de la probabilidad es que corresponde
a un concepto més general que el tradicionalmente considerado y que, por
tanto, puede aplicarse a fenémenos en los que no haya simetrias aparentes,
ni sean de de caricter repetitivo, como ocurre en numerosos campos como
la medicina o la abogacfa. Nuestro objetivo es, por tanto, proporcionar
un modelo probabilfstico, que no es otra cosa que una codificacién de la
informacién disponible sobre la verdad de las sentencias bien formadas a
partir de las proposiciones elementales en términos de una distribucién de
probabilidad. Para ello describimos tres métodos, siendo el méas general y
genérico el tercero.

En ocasiones, por razones de simetrfa fisica o l6gica, encontramos todos
los resultados de un experimento igualmente verosfmiles y apelamos al con-
cepto cldsico de probabilidad que se define mediante el cociente del nimero
de casos favorables, i.e. casos en los que es verdadera la proposicién, por el
de casos posibles.

Ejemplo 1 .

Consideramos una urna con ocho bolas numeradas del 1 al 8
(T2[3 4[5 617 18]

Dada la simetria fisica, encontramos igual de verosfmil sacar cualquiera de las

bolas en una extraccién. Asi, por ejemplo, si preguntamos por la probabilidad
de sacar una bola con nimero par tenemos

Pr(Par)=4/8=.5

A

Un concepto més general es el frecuentista. Se aplica a experimentos
que se pueden repetir bajo condiciones similares, adoptédndose la hipétesis
intuitiva de que la frecuencia relativa con la que una proposicién es verdad
se estabiliza al repetirse un experimento.

Ejemplo 2 .

La figura muestra la traza de la frecuencia relativa de aparicién de cara en
tiradas de una moneda equilibrada

13
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Figura 1: Evolucién de la frecuencia relativa de cara al tirar una moneda
equilibrada

JAY

Se interpreta entonces la probabilidad de la proposicién cémo el limite
de la frecuencia relativa de aparicién de la proposicién, cuando el mimero de
ensayos tiende a infinito. Observemos, sin embargo, que no es fisicamente
posible hablar de una sucesién infinita de repeticiones por lo que, en la préc-
tica, hablamos de la fraccién de veces que una proposicién es verdad en una
sucesién larga de ensayos.

Ejemplo 3 .

En un gran hospital que atiende a cierto sector de una ciudad, se han regis-
trado 7227 ingresos de nifios entre 1y 5 afios, de los cuales 536 presentaban
amigdalitis aguda. Tenemos entonces que

Pr(nifio entre 1 y 5 afios de esa poblacién con amigdalitis) = 536/7227 = 0.07
JAY

Obsérvese el problema con esta definicién, al no ser preciso lo que se
entiende por un mimero grande de ensayos. Asf, por ejemplo, si al tirar un
dado de seis caras cinco veces, €l 4 no aparece ninguna vez, no tiene sentido
estimar mediante 0 la probabilidad de que salga 4.
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El concepto més general utiliza un experimento de calibracién para medir
probabilidades. Un experimento es de calibracién para un individuo si en-
cuentra todos los resultados igualmente verosimiles, utilizéndose tal experi-

mento para comparar la verosimilitud de las proposiciones de interés con la

verosimilitud de las proposiciones de calibracién.
Ejemplo 4 .

En el Ejemplo 1, los autores de este trabajo encuentran igual de preferibles
todas las apuestas del tipo Ganar 10000 ptas si sale la bola con el nimero
i, 0 pta en otro caso para i = 1,...,8. Nos sirve, por tanto, de instrumento
para medir probabilidades con valores en 0, 1/8, 2/8,...., 7/8, 1. Asf, por
ejemplo, si deseamos encontrar la probabilidad de uno de nosotros (DRI) de
que Espaiia gane la Copa Davis del afio 2000%, encontramos tan verosfmil
que saquemos una bola con nimero menor que 6, como que gane Espaiia,
por lo que para DRI la probabilidad de que Espafia gane es 3/4. A

Adems3s, debe mencionarse que existe la posibilidad de emplear distribu-
ciones ’por deefcto’ o 'no informativas’, que exigen poco esfuerzo por parte
del experto. Un ejemplo de tales distribuciones es el de las basadas en el
principio de méxima entropfa, ver Jaynes (1996).

4.2 Subjetivismo, Consenso e Imprecisién

Una cuestién llamativa es que hemos introducido las probabilidades como
grados de plausibilidad o creencia asociados, por tanto, a una persona. Las
probabilidades son propiedades del observador, no del sistema observado. La
primera cuestién que surge es si las creencias tienen cabida en la Ciencias y en
la Ingenierfa. En nuestra opinién, la respuesta es afirmativa: en numerosas
fases de la Historia de la Ciencia, y en distintas ramas, ha habido teorfas
contradictorias que defendfan distintas concepciones de un fenémeno. En
muchas ocasiones, con la recepcién de nueva informacién, algunas teorfas
han quedado refutadas, mientras que otras han evolucionado y convergido a
una teorfa mejor.

De hecho, las creencias dependerdn de cada persona y de la informacién
que tenga en cada momento, de manera que dos personas podrfan discu-
tir e intercambiar informacién hasta que sus creencias eventualmente con-
vergiesen, con lo que tendrfamos una forma de modelizar consenso implicita-
mente.

2Escrito unas semanas antes de] evento
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Ejemplo 5 .

Como ilustracién, supongamos que dos ingenieros se enfrentan a un proble-
ma. de control de calidad de una linea de produccién. Para ello se fijan en
la proporcién de piezas defectuosas de la linea. El primero es muy inexperto
sobre el proceso de produccién y modelizamos sus creencias sobre la propor-
cién con una distribucién Be(1,1), esto. es, una distribucién uniforme en el
intervalo (0,1). El segundo cree saber ‘mucho sobre el proceso y modeliza
sus creencias sobre la proporcién con una £e(10,70). Ambos observan tres
piezas, siendo una de ellas defectuosa. Las creencias del primer ingeniero
pasan a modelizarse mediante una fBe(2, 3), cambiando radicalmente; las del
segundo pasan a ser fGe(11,72), no cambiando practicamente. Después de
observar 380 piezas, con 160 defectuosas, las creencias del primero pasan
a ser Be(161,221) y las del segundo pasan a ser Be(170,290), pareciéndose
bastante las creencias de ambos ingenieros.

Botags 1)

o8 q¢e oS

Owieg2 %)

e

Bute(10,70)

o2 e 0 0w

Buta(t1 I

82 480100

D199 22¢)

W s
Sota(t 70,209
¢ 8 10

Figura 2: Evolucién de las creencias de los ingenieros

Un problema implicito en el procedimiento de asignacién, y en los axiomas
de Cox, en concreto en el primer axioma, es que somos capaces de asignar a
cada proposicién un grado de plausibilidad. Exigimos por tanto un grado de
precisién muy grande en la mente del observador, lo cual es aceptable desde
un punto de vista normativo, pero quizd no tanto desde un punto de vista
descriptivo. Debemos mencionar que, desde una perspectiva normativa, se
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han desarrollado axioma4ticas que no exigen tanta precisién, ver p.ej. Girén y
Rios (1980) o Rfos Insua (1990). Desde un punto de vista prescriptivo se han
desarrollado enormemente los métodos del anélisis robusto, ver p.ej. Rfos
Insua y Ruggeri (2000). ‘ - - '

4.3 Razonamiento plausible en sistemas inteligentes

En cierta medida, el resurgir del interés por las cuestiones relativas al razon-
amiento plausible se debe a la necesidad que los sistemas inteligentes tienen
de procesar informacién incierta y tomar decisiones bajo condiciones de in-
certidumbre. El objetivo de la Inteligencia Artificial (IA) es proporcionar un
modelo computacional del comportamiento inteligente, Pearl (1988). Cierta-
mente, dos tareas asociadas al mismo son el aprendizaje y la toma de deci-
siones bajo condiciones de incertidumbre. Por consiguiente, cabrfa esperar la
importancia de los conceptos probabilistas en la Inteligencia Artificial. Sin
embargo, hasta muy avanzada la historia de esta disciplina, la IA mostré
poco interés por estas teorfas. Este desinterés inicial tiene fécil explicacién:
tales teorfas implican utilizar probabilidades y utilidades, que son mimeros,
y la IA, en principio, no se interesaba por la manipulacién de mimeros, sino
por programas con entradas y salidas simbélicas. Este prejuicio contra los
nimeros en general, y, en particular, los que utiliza la Teorfa de la Prob-
abilidad, no ha desaparecido de la IA, lo que explicarfa la introduccién de
métodos no numéricos para el tratamiento de la incertidumbre, como las
légicas . no monétonas o la teorfa de la confirmacién, dando lugar a la linea
logicista de tratamiento de la incertidumbre.

Sin embargo, los factores causantes de este prejuicio han cambiado sus-
tancialmente. La idea de definir la Inteligencia Artificial por contraposicién
al procesamiento numeérico, ha sido sustitufda por la idea de que la inteligen-
- cla se produce mediante la complejidad y por acceso a grandes cantidades
de conocimiento. Asi, se han abierto dos vias para el posible empleo de las
probabilidades en IA:

e El interés en 1A por los sistemas expertos, que en ocasiones se disefian
para interaccionar con personas que proporcionan entradas numéricas.
Por tanto, ha desaparecido en algunos casos la prohibicidn sobre la
manipulacién de ndmeros.

e Los investigadores en IA aceptaron las propuestas de Marr (1982) so-
bre niveles de explicacién: la comprensién de un sistema inteligente
requiere explicaciones segin diversos niveles. Asf, incluso si las en-
tradas y salidas fuesen no numeéricas, puede ser muy valioso para una
inteligencia artificial poder disefiar el tipo de argumentos empleados en
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el Célculo de Probabilidades y generar los juicios numéricos que ésta
requiere.

A pesar de ello, las probabilidades se consideraron durante bastante tiempo
computacionalmente infactibles y epistemoldgicamente inadecuadas, lo que

“'motivarfa la adopcién de métodos neocalculistas para el tratamiento de la

incertidumbre, como la l6gica difusa o el método de Dempster-Shafer.

Ciertamente, los primeros intentos de emplear probabilidades debieron
limitarse a modelos extremadamente sencillos, denominados Bayes naive, ver,
por ejemplo, Warner et al (1961), mucha veces inadecuados. El enorme po-
tencial de los métodos probabilisticos se debe, en gran medida, al estudio
en detalle de la propiedad de independencia condicionada, su relacién con
las denominadas redes bayesianas y algoritmos para el razonamiento proba-
bilistico y estadfstico en tales estructuras de conocimiento, bien descritas en
Cowell et al (1999).

Decimos que los sucesos A y B son independientes dado C si p(A|B,C) =
p(A|C), o, cualitativamente, si, una vez conocido C, B no aporta informacién
sobre A (y recfprocamente). Graficamente, se tiene la representacién

Figura 3: Representacién de la independencia condicional de A y B dado C

El interés de este concepto estd en que permite la representacién modu-
lar del conocimiento complejo mediante las denominadas redes bayesianas o
causales. Una red bayesiana es un grafo acfclico dirigido G = (N, A), donde
N es el conjunto de nodos y A es el conjunto de aristas, que lleva asocia-
do a cada nodo n una variable aleatoria, con una distribucién condicionada
p(nlpa(n)) donde pa(n) es el conjunto de nodos padre de n, de manera que
la distribucién conjunta asociada a la red es [] ..y p(r|pa(n)).

Ejemplo 6 .
Un ejemplo, ya clésico, es el debido a Lauritzen y Spiegelhalter (1988).

La disnea puede deberse a tuberculosis, cdncer de pulmén o bron-
quitis, a ninguna de ellas, 0 a mds de una de ellas. Una visita
reciente a Asia aumenta las probabilidades de tener tuberculosis.
Sabemos, ademds, que fumar es un factor de riesgo tanto para
el cdncer de pulmén como para la bronguitis. Los resultados de
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una unica radiografia tordcica no discriminan entre el cdncer de
pulmon y la tuberculosis, como tampoco lo hace la presencia o
ausencia de la disnea.

- La estructura cualitativa del problema viene ilustrada en el grafo mientras

Figura 4: Red bayesiana del problema de enfermedades pulmonares

que la distribucién asociada al problema es

p(f,0,b,¢,,0,d,7) = p(1p(a)p(tl p(cl Np(tla)p(ole, ip(dlb, o)p(rlo).

Tal sistema se emplearfa en situaciones como la siguiente. Se presenta un
paciente con disnea que ha visitado Asia; el médico desearfa saber las proba-
bilidades de presencia de alguna de las enfermedades. Ademds, podrfa estar
interesado en saber c6mo afectarfa a tales probabilidades el conocer los resul-
tados de la radiografia o de determinar el historial como fumador del paciente,
de cara a planificar la exploracién. Una vez realizada ésta y absorbida la evi-
dencia, puede preguntarse cuél es la informacién m4s importante al formarse
tales probabilidades. A

La ventaja obvia de esta estructura modular del conocimiento es que
reduce enormemente el mimero de probabilidades a asignar. Asf, en el ejem-
plo anterior, supuesto que cada nodo puede tener dos estados (por ejemplo,
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en Asia podemos haber visitado o no Asia) en lugar de tener que realizar
255(= 28 — 1) asignaciones, basta con realizar 18 asignaciones.

Msés atin, se han construido diversos algoritmos, ver Cowell et al (1999)
para una introduccién, que posibilitan, de forma eficiente, el razonamiento
probabilfstico y estadistico en redes bayesianas. T S

4.4 Percepcién como inferencia

Hemos indicado cémo la adopcién de las hipétesis de Marr permitieron la
introduccién de conceptos probabilfsticos en la Inteligencia Artificial. Es
quiz4 interesante revisar las aportaciones de estos métodos en el campo de
la percepcién. Muy esqueméticamente, intervienen esencialmente cuatro el-
ementos:

e La representacién de las propiedades de la escena s.

e Un modelo de la estructura de las escenas p(s).

o Un modelo de formacién de la imagen 7 (s).

e Un modelo de ruido n, de manera que la imagen es i = 7(s) + n.

Entonces, el objetivo en el problema de percepcién serfa calcular la distribu-
cién sobre las escenas, dada la imagen formada, que se obtiene a través de la
férmula de Bayes, mediante

) _ 2lls)p(s)
sli) = ———.
p(si) 20)
Usualmente, se emplea la moda de esta distribucién, la moda a posterior,
para resumirla. La aplicabilidad de estas ideas se extiende enormemente con
la Teorfa de Patrones, Grenander (1995). Pastor et al (1998) proporcionan
una descripcién detallada del problema de reconocimiento de objetos.

5 Discusién

Durante m4s de dos milenios, la l6gica aristotélica ha dominado el pensamien-
to occidental, conformandose las teorfas y modelos cientfficos a sus princip-
ios. Hemos visto aquf c6mo, de forma natural, las probabilidades extienden
la 16gica permitiéndonos tratar situaciones en las que existe incertidumbre,
ayudéndonos a modelizar figuras del sentido comiin empleadas en la vida
diaria y en el trabajo habitual del cientffico.
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Hemos puesto énfasis en la axiomética de Cox (1946), pero existen otras
que, esencialmente, llevan a las mismas conclusiones, lo cual reasegura su
sélida fundamentacién. Debemos quiz4 destacar las axiom4ticas relacionadas

-con la Teorfa de la Decisién, como las de Savage o de Anscombe y Aumann,
ver French y Rios Insua (2000). :

Hemos indicado algunas aplicaciones importantes, especialmente, en el
campo de la Inteligencia Artificial. Adema4s, las aplicaciones de estos métodos
y teorfas en numerosos campos como la Medicina, la Biologfa, la Tecnologfa
o la Abogacfa, hacen que empiece a hablarse del nacimiento de una era
bayesiana en este nuevo siglo.
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