Capitulo 2

Medidas Estadisticas Basicas

2.1. Medidas estadisticas poblacionales
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad p(z)
si es discreta, o funciéon de densidad f(x) si es continua.

Esperanza: La esperanza de una variable aleatoria X es

_ _ Yo.xp(r) st X es discreta;
px = B(X) = { ffooo x f(x)dx si X es continua.

Propiedades: Sean X e Y dos variables aleatorias, y a, b, ¢ con-
stantes. Se verifica:

(i) E(c) = ...

(ii) E(aX +b) = ...
(iii) E(X +Y) = ...
(iv) E(aX +bY) = ...
Varianza:

oy =V(X)=E[(X - EX))].

ox — \/0'%(.
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Desviacion tipica:



Covarianza:
oxy =Cov(X,)Y)=FE[(X - EX))(Y - EY)).

Propiedades: Sean X, Y, U, V variables aleatorias y a, b, ¢, d
constantes. Se verifica:

(i) V(e) = ...
(ii)) V(e X +b) =
VIX+Y)=
V(aX +bY) =
Cov(aX +b,cY +d) =
Coo(X+Y,U+V)=
Cov(aX +bY,cU +dV) =

)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

)

(vii

Ejemplo 2.1 Sean X7 y X, variables aleatorias incorreladas con

media cero y varianzas ag(l =1y 03(2 = 2.

(i) Definimos la nueva variable Z; = 0,2 X7 + 0,7 X5. Calcula
E(Zl) y V(Zl)

(ii) Definimos la nueva variable Z, = —0,5 X7 + 0,1 X,. Calcula
E(ZQ), V(ZQ> y COU(Zl, ZQ)I



Coeficiente de correlacion lineal:
Cou(X,Y)
VVX)V(Y)

oxy = Corr(X,Y) =

Propiedades:
(i) =1 <oxy <1

(ii) La correlacion lineal px y mide la fuerza de la asociacién lineal
entre X e Y. Si no existe dependencia lineal, pxy = 0; si la
dependencia es lineal directa, pxy > 0, y si la dependencia es
lineal inversa, oxy < 0.

io: = 1y e Vi -
Vector aleatorio: X Xi,...,X,) es un vector cuyas com
ponentes Xy, ..., X, son variables aleatorias.

Esperanza de un vector aleatorio: La esperanza de un vec-
tor aleatorio X = (X7i,...,X,) es el vector compuesto por las
esperanzas,

ny = E(X) = (E(XY),..., B(X,)).

Matriz de varianzas-covarianzas: La matriz de varianzas-
covarianzas de un vector aleatorio X es la matriz definida por:

Sy = V(X) = E[(X - B(X))(X - E(X))].

Esta matriz contiene las varianzas en la diagonal, y las covarianzas
entre los pares de variables fuera de la diagonal:
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01 012 "+ O1p
2
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donde
0i;=Cov(X;, X;) v of =V(X).

]

Matriz de correlaciones: La matriz de correlaciones de un
vector aleatorio X = (Xy,..., X)) es

L o2 -+ o1
e
Op1 Op2 - 1
donde el elemento (4, j) es
Oij = UZ >
0i0;

Combinaciones lineales de variables aleatorias:

Sea X = (Xi,...,X,)" un vector aleatorio, y a = (ay,...,a,),
b = (by,...,b,) dos vectores de constantes. Definimos dos nuevas
variables Z1 y Zs que son combinacion lineal de X:

Zi=aX=aX + - +a,X,
Zy =b'X = bX) + -+ b,X,

Se verifica:
(i) E(Z,) =a' E(X);
(ii) V(Z1) = a'V(X)a;
(iii) Cov(Zy, Zy) = a'V(X)b.



2.2. Medidas estadisticas muestrales

Media muestral: Sean {x1,zo,...,x,} los valores observados
de cierta variable X en n individuos. La media muestral de X es

T = ..

Varianza muestral: La varianza muestral de X es
2=

Este valor mide la dispersion de las observaciones alrededor de la
media muestral.

Covarianza muestral: Sean {x11, o1, ..., Ty}, {712, T20, .. ., Tpo}
los valores observados de las variables X; y X5 en n individuos. Se
define la covartanza muestral entre X; y X9 como

SX1,X9 = -

La covarianza indica la asociacion lineal que existe entre las vari-
ables X7 y Xs. Si la relacion entre las variables es lineal directa, la
covarianza es positiva. Si la asociacion es lineal inversa, entonces
la covarianza es negativa.

: _ 2
Si Xy = X, entonces sx, x, = S, -

Ejemplo 2.2 Se dispone de los ingresos (X7) y los gastos (X3)
anuales de 5 individuos. En la tabla de la izquierda estan medidos
en euros, mientras que en la de la derecha estan medidos en miles
de euros.



Ind. Ingresos Gastos Ind. Ingresos Gastos
1 10000 9000 1 10 9
2 7000 8000 2 7 8
3 15000 13000 3 15 13
4 21000 20000 4 21 20
5 14000 13500 5 14 13.5
Media 13,400 12,700 Media 134 12.7

Calcular la covarianza entre los ingresos y los gastos con ambas
tablas y comparar el resultado: ...

La covarianza muestral tiene dificil interpretacion, ya que su magni-
tud depende de las unidades en las que estén medidas las variables.
El coeficiente de correlacion lineal evita este problema.

Coeficiente de correlacion lineal muestral: Se define el co-
eficiente de correlacion lineal entre las variables X7 y Xy como

TXl,XQ = ...

Ejemplo 2.3 Calcular el coeficiente de correlacion lineal para las
dos tablas de datos del Ejemplo 2.2. ...



Medidas estadisticas multivariantes

Supongamos ahora que se han observado los valores de p variables
X1, X, ..., X, en n individuos, de manera que las observaciones
se presentan en forma de una matriz n X p,

rip T2 0 Tip
Top T2 - X2

X=|"7 "= "7, (2.1)
Inl Tnp2 - Tpp

Se define el vector de medias muestrales como
1 n
_ _ _ — N/ _ .
X = (Z1,%2,...,%p), donde ;= - g Tij, J=1,...,D.
i=1

La matriz de covarianzas muestral de X1, Xo,..., X, es la matriz
simétrica formada por las covarianzas entre cada par de variables,

2
81 512 . e Slp
2
S91 82 . e S2p
SX - . ) . . 5
S S e o o 82
pl °p2 P

donde s;; se usa para denotar la covarianza sy, x, y s? para denotar

la varianza s%(,.
1

La matriz de correlaciones muestral de X, Xy, ..., X, es
1 2 - T
91 1 “ e 7"2p
RX — . . )
Tpl Tpg |

donde 7;; denota el coeficiente de correlacion lineal 7y, X;-
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Ejemplo 2.4 Escribir el vector de medias, la matriz de covarian-
zas y la matriz de correlaciones muestral para los datos del Ejemplo

2.2, tabla derecha.

Ejemplo 2.5 Sean X; y X5 el nimero de unidades vendidas de
dos productos en 25 establecimientos.

X1 Xo | X1 Xo | Xy Xy
191 155|179 158 | 192 154
195 149 | 183 147 | 174 143
181 148 | 174 150 | 176 139
183 153 | 190 159|197 167
176 144 | 188 151 | 190 163
208 157|163 137
189 150 | 195 155
197 159 | 186 153
188 152 | 181 145
192 150 | 175 140




El vector de medias y la matriz de covarianzas son
< — < 185,7 ) Sy = ( 95,29 52,87 )
151,1 ) 52,87 54,36
Sean dos nuevas variables Z7 y Zs que se obtienen a partir de X;
y Xs de la forma
Z1=02X; +0,7X5,
Zy=—0,0X1+0,1X5.

; Como podemos obtener las medias muestrales de Z7 y Z5 a partir
de las de X7 y X57 jy las varianzas muestrales?, ;y la covarianza
muestral entre 27 y Z57. ...

Momentos muestrales de CLs de variables:
Sean los vectores
a=(aa...,a), X=(X,Xs...,X,).
Definimos una variable Z que es combinacion lineal de X:
Z=aX=aqX +aX+ - +a,X,

Se verifica:
9

z=a'x, s, =a'Sya.
Ademas, si tenemos dos combinaciones lineales de X
1= a/1X =an Xy +anXo+ ...+ CLplXp,
Ly = a'2X = a19X1 + apXo+ ...+ CLpQXp.

entonces la covarianza entre ellas es

/
S71,29 = alSXag.
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Ejemplo 2.6 A partir de la matrix de covarianzas muestral Sy
del Ejemplo 2.5:

(i) Comprueba que los valores y vectores propios son:

Valores | 131.52 | 18.13
Vectores | -0.825 | 0.565
-0.565 | -0.825

(ii) Sea la variable Z; = —0,825 X7 — 0,565 X5. Calcula la media
muestral y la varianza muestral de Z;.

(iii) Sea la variable Zy = 0,565 X; — 0,825 X5. Calcula la media
muestral y la varianza muestral de Z5. Calcula también la
covarianza muestral entre Z; y Zs.



