Capitulo 1

Algebra lineal y matricial

1.1. Vectores y algebra lineal
Un conjunto de n numeros reales (ay, . . . , a,) se puede representar:
v' como un punto en el espacio n-dimensional;

v/ como un vector con punto inicial el origen de coordenadas
(0,...,0), y punto final (ay,...,a,).

Punto de R":

Los a; se denominan componentes del vector.

Suma de vectores:

aj b1

Qn, bn



Producto de un vector por un escalar:

ai
kEl =
Qn,
Vector traspuesto:
ai
. !/
a — , a —
Qn,
Combinacién lineal (CL) de vectores: Sean ay,...,a,, €
IR" vectores y ki, ..., k, € IR escalares. El vector siguiente es una
combinacion lineal de ayq, . .., a,,:

a=ka +---+kpa,

Vectores linealmente dependientes e independientes:
Sea m € IN. Se dice que un conjunto de vectores {ay, ..., a,} de
IR" es linealmente dependiente, si existen escalares ky,...,k,, €
IR no todos nulos, tales que

kia; + -+ kpa, = o, (1.1)

Un conjunto de vectores se dice que es linealmente independiente
si no es linealmente dependiente, es decir, si la tnica solucion del
sistema de ecuaciones (1.1) es

ki=-=ky,=0.

Ejemplo 1.1 Razonar si los siguientes grupos de vectores son
linealmente dependientes o independientes.

- (2) ()






€ = : ; € = y oo € =

Producto escalar de dos vectores: El producto escalar de
a=(ay,...,a,) por b= (by,...,b,) es el numero real

a’b = zn: CL@'bZ' .
1=1

Ejemplo 1.2 Contesta a las siguientes cuestiones:

(a) Para un vector a # o, jpuede ser a’a = 07

(b) /Crees que el producto escalar verifica la propiedad conmuta-
tiva?

(c) Sea k € IR. ;Crees que se cumple (ka)'b = ka'b?

(d) Sean a = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,) yc=(c1,...,¢,)
;Crees que se verifica (a+ b)'c = a'c+ b'c?



9

Modbdulo o norma de un vector: El mdédulo de un vector
a=(ay,...,a,) es el nimero real

la|] = va'a =

El médulo de un vector mide su longitud.

Teorema 1.1 Sean a,b € IR" vy k € IR. Entonces
(a) [a|] =0 a=0,

(b) |a| > 0 < a #0,

(c) |ka] = [K]lal,

(d) la+b| < |a| + |b] .

Vectores unitarios: Un vector a € IR" con médulo |a| = 1 se
llama vector unitario.

Normalizacién de una vector: Si un vector a # o no es
unitario, se puede construir el vector

aO:ia
lal

. Es a° unitario? ...

Angulo entre dos vectores: Sean a, b € IR"—{o}. El dngulo
entre a y b es el nimero real contenido entre 0 y 7 definido por
a’b

laf[b|’

Sia =0 06 b = o, entonces el angulo no esta definido .

ang(a, b) = arc cos

Ejemplo 1.3 Secan los vectores de IR?,

()5 (1)



Calculamos el angulo entre ellos:
aa=.. |, bb=.. ,
laj=... , |b|=.. :
a'b= .. :
ang(a,b) = ...
Vectores ortogonales: Dos vectores a y b son ortogonales si
ab=0.

Segtin esta definicion, ja qué vectores es ortogonal el vector nulo?...

Vector proyeccion: Sean a y ¢ dos vectores, donde ¢ # o. El
vector proyeccion de a sobre c es
c, = (a'c”)c’.
El médulo del vector proyeccién es
[ca| = |a’c®[[c®] = [a’c?] .
Ejemplo 1.4 Calculamos la proyeccion de los vectores a y b so-
bre ¢, siendo

o
I
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Calcular asimismo la proyeccion de a + b sobre c. jEs igual a la
suma de las proyecciones anteriores?

Vector que une dos puntos: Sean A, B dos puntos de IR". El
vector con punto inicial A y punto final B es

v=B—-A.

Existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de IR" y los
vectores con punto inicial O = (0,...,0): A cualquier punto A le
corresponde un vector situado en el origen, a = A— O, y viceversa.

Eje de coordenadas: Sea A un punto y ¢ un vector. El eje de
coordenadas con punto origen Ay vector director c es la recta
que pasa por A, con vector director c.

Fijado un punto origen; por ejemplo, O = (0, ..., 0), cada vector
c determina un eje de coordenadas. Vamos a considerar ejes de
coordenadas con origen en O = (0,...,0) y determinados por
vectores unitarios; es decir, con |c| = 1.

Coordenada de un punto en un eje de coordenadas:
Sea A un punto de IR" y a = A — O su vector asociado. Sea ¢ un
vector de IR"™ cuyo vector normalizado es c°. La coordenada del
punto A en el eje de coordenadas determinado por ¢ es el producto
escalar

F(A,c)=a'c’.
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Ejemplo 1.5 El eje X tiene punto origen O = (0, ..., 0) y vector
director e; = (1,0), y el eje Y tiene el mismo punto origen, pero
el vector director es eo = (0,1)". Sean los puntos A = (2,3) y
B = (—2,1). Calcular:

v Coordenada de A sobre el eje X ...
v' Coordenada de A sobre el eje Y ...

Considera ahora el eje de coordenadas con origen O = (0,...,0)
y vector director u = (1,1)". Calcular:

v' Coordenada de A sobre este eje: ...
v' Coordenada de B sobre este eje: ...

1.2. Algebra matricial

Matriz: Sean n,p € IN. Una matriz de orden n X p sobre IR es
un conjunto rectangular de np elementos de IR, representados en
n filas y p columnas

a1p a2 - Ay
a21 Q22 -+ Q2
A= (aij) = . ) )
Apl Ap2 - App

El conjunto de todas las matrices reales de orden n X p se designa
por IR(P).

Vectores fila: Las filas de A se pueden considerar como matrices
de orden 1 X p o como vectores de tamano p:

a@':(ail,aig,...,aip), 2:17...771.
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Vectores columna: Las columnas de A se pueden considerar
como matrices de orden n X 1 o como vectores de tamano n;:

,1=1,...,p.

Operaciones con matrices:

Operacion Restricciones Definicion

Suma A, B del mismo orden A+ B = (a;; + b;j)
Producto escalar ¢ € IR, A € IR"™P) cA = (caij)
Multiplicacion A € R™P), B € RP»™ AB = (a'b/)
Traspuesta A" = (aj;)

Traza n=np tr(A) =" | ai
Determinante ~ n =p | A

Inversa n=np,|Al #0 AA'=ATA=1

Ejemplo 1.6

v' iSe cumple la propiedad conmutativa para el producto de ma-
trices? ...

v’ 1Y la propiedad asociativa? ...
v' [ Y la propiedad distributiva? ...



Propiedades de la traspuesta:

(A =.. |

(A+ B) = .. :
(AB) = ...

A simétrica & A’ = ...

Propiedades de la traza:

Sca o € K, y sean las matrices A,,, B, Cpxp ¥ Dpxp. La funcion
traza cumple

Determinantes: Formula de calculo

(a) Matriz 2 x 2:

a1l a2
A = = ’A‘ = a11a92 — A21419.
21 A2

(b) Matriz p x p:

\%1 ...... Gy - )
El menor de a;; es el determinante de la matriz resultante al
eliminar la fila -ésima y la columna j-ésima. El adjunto de
a;j es (—1)""7 veces el menor de a;;, y se denota por A;;.



Tomamos una fila cualquiera, a; = (a1, . .., a;). El determi-
nante de A es

’A‘ = a1 Ajg + -+ a@-pAZ-p.

[gualmente, tomamos una columna cualquiera, a; = (ay;, - - ., ap; ).
El determinante de A es

(Al = ay Ay + -+ ay Ay
Ejemplo 1.7 Para la matriz A siguiente

aj;p a2 ais
A= 21 a2 G23
azr as2 ass
escribir los adjuntos de los elementos a1 v a19:

An = ', A12:_‘ ‘
Propiedades:
(i) [A] = | A"
(ii) Si A es triangular o diagonal, |A| =[] @i -

)
(iii) |cA| = ¢?|A|, parace K.
(iv) [AB| = |A[|B].

Ejemplo 1.8 Calcular el determinante de la matriz

1/4 3/4 —1/4
A= 3/4 1 -1
—1/4 -1 1/4

Ejemplo 1.9 Comprobar (iv) para las matrices

(1) (2)

Al=.. ,|Bl=.. ,|AB|=..



Matrices singulares o no singulares: Una matriz cuadrada
es singular cuando |A| = 0; y es no singularsi |A| # 0.

En una matriz singular, tanto las filas como las columnas son lin-
ealmente dependientes.

Ejemplo 1.10 Razonar si las siguientes matrices son singulares

34 1 121 3288

A= 237 11,B=\|24T71],C= ,a,b,c,d#0.
69 2 36 2 U0 el
000d

Matriz inversa: La matriz inversa de una matrix cuadrada A
es la tnica matriz que verifica

AAT T =ATTA=T,

A~ existe si, y s6lo si A es no singular.

Propiedades:

(i) A= (Az'j)’/ |Al,



Ejemplo 1.11 Calcular la inversa de las matrices del Ejemplo
1.10.

ATl =

B no tiene inversa, ya que es singular.

Cl =

Matrices ortogonales: Una matriz cuadrada A es ortogonal si
cumple AA” = 1. Las propiedades mas importantes son las sigu-

lentes:
(i) A=t = A
(i) A/A =T

(iii) Tanto las filas como las columnas de A son vectores ortogonales
dos a dos.

(iv) Si Ay B son ortogonales, entonces C' = AB es ortogonal.

Ejemplo 1.12 ;Es A ortogonal?...

A V22 V22
S\ V22 V2/2
Multiplicala por el vector (1,1)" y dibuja el resultado. ; Qué trans-
formacion produce esta matriz?

V32 —VE2Y (1) _

V2/2  V2/2 1) ‘
Rango de una matriz: El rango de una matriz A, ., es cl
numero maximo de filas (o columnas) linealmente independientes.



Ejemplo 1.13 Calcular el rango de las matrices del Ejemplo 1.10.
rang(A) = ... |
rang(B) = ...
rang(C') = ...

Valores propios: Se denominan valores propios de una matriz
cuadrada A, a las soluciones de la ecuacién (con incégnita \):

A~ AI| = 0.

El término |A — M| es un polinomio de grado p. Todo polinomio
de grado p tiene p raices, contando sus multiplicidades. Pero es-
tas raices pueden ser reales o complejas. Por tanto, hay p valores
propios Ai, ..., A, donde algunos pueden ser iguales, y también
pueden ser complejos.

v El rango de una matrix es igual al nimero de valores propios no
nulos.

Vectores propios: Sea A\; un valor propio de A. Un vector pro-
pio de A asociado a \; es un vector v; = (vj1, . . ., U;p) que satisface

(A — )\ZI)VZ = O,

o equivalentemente,

AVZ' = )\ivz’ .

Ejemplo 1.14 Sea la matriz

(57

(a) Calcular su determinante y su traza.
(b) Calcular sus valores y vectores propios.

(¢) Multiplica los valores propios. ;{Con qué coincide el resultado?



(d) Suma los valores propios. jcon qué coincide el resultado?

(e) Haz el producto escalar de dos de los vectores propios asociados
a los dos valores propios. ;Qué ocurre?

Solucion:...



Ejemplo 1.15 Sea u un vector propio de A asociado al valor
propio A.

(a) Sea ¢ un escalar. ;| Es el vector cu vector propio de A? j Asoci-
ado a qué valor propio?

(b) Sea v otro vector propio de A asociado al mismo valor propio
A. (Es u + v otro vector propio de A? jAsociado a qué valor
propio?

(¢) ;Es u un vector propio de A%? ; Asociado a qué valor propio?

(d) Sea ¢ un escalar. jEs u un vector propio de la matriz cA?
. Asociado a qué valor propio?

Proposicién 1.1 Si A es simétrica, entonces:

v’ todos sus valores propios son reales;

v’ los vectores propios asociados a distintos valores propios son
ortogonales. Es decir, si v; y v; son dos vectores propios aso-
. . / .
ciados a los valores propios \; # A;, entonces v;v; = 0.

Descomposicion espectral:
Sea A una matriz simétrica, con valores propios Ay, ..., A, y vec-
tores propios asociados (normalizados) vy, ..., v,, es decir,

Avi = v, 1=1,....p.
Escribimos estas igualdades en forma matricial. Para ello, definimos
P=(vy,...,vy) vy A=diag{\i,..., A\ }.
La matriz P es ortogonal, y se verifica

AP = PN & A= PAP'.
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Teorema 1.2 (Teorema de descomposicion espectral)
Cualquier matriz simétrica A puede expresarse como

A=PAP = \vivi+--+ Vv,

donde

v A =diag{A,..., A\, },donde Ay, ..., A, son los valores propios
de A;

v P = (vy,...,vp), donde vy,...,v, son los vectores propios
normalizados asociados a los valores propios de A, y P es
ortogonal.

Ademas,

rang(A) = numero de valores propios no nulos.

Ejemplo 1.16 Hacer la descomposiciéon espectral de la matriz

(v 1)



