Capitulo 7

Prediccion con modelos ARIMA

7.1. INTRODUCCION

Informacién disponible: Observamos una realizaciéon y,, = (y1, . . ., ¥,)’ de tamano
n de un proceso ARIMA(p, d, q).

Objetivo: Prediccién de valores futuros y,,.5,, h > 0 instantes en adelante.
n origen de la prediccion
h horizonte de la prediccion.

Prediccion: Suponemos que los parametros son conocidos. Entonces

» los operadores no estacionarios (las diferencias y la constante) determinan la
prediccion a largo plazo.

= los operadores estacionarios (AR y MA) influyen en la prediccién a corto plazo.

7.2. CALCULO DE PREDICCIONES

Predictor éptimo de vy, : Es la funcién f(y,) de los datos observados que min-
imiza el error cuadratico medio de prediccion (ECMP),

min E ([Yy4n — f(Yn)]2|yn)

donde la esperanza se toma respecto a Y., condicionada a y,,.

Solucién: Llamamos /i, ), = £(Y,41]yn). Restando y sumando esto dentro de la

esperanza, obtenemos

L ([YTH-h - f(YH)Pb’n) = ...
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El primer término de esta expresion no depende de f(y,). Por tanto, la funcién
f(y») que minimiza el error cuadrético medio de prediccién es la esperanza de Y15
condicionada a y,,,

In(h) = f(yn) = ..
y el ECMP de g, (h) es entonces

ECMPj,(h)] = ...

Ejemplo 43 Considérese el proceso AR(1) dado por Y; = ¢+ ¢Yi 1 + ay. Calciilese
la prediccion de y,.p dado 'y, y el error de prediccion.

Sustituimos t = n + 1 en la ecuacion del modelo:

Tomamos esperanza condictonada a y,:

Error cuadrdtico medio de prediccion:

Sustituimos t = n + 2 en la ecuacion del modelo:

Tomamos esperanza condicionada a y,:

Error cuadrdtico medio de prediccion:

Sustituimos t = n + h en la ecuacion del modelo:
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Prediccion de y,.p, dado y,, h > 1:

Error cuadrdtico medio de prediccion:

Ejemplo 44 ARMA(1,1): Yi=c+ oY1 + ar — Oaz4
Como y1,...,y, son conocidas, entonces a,...,a, también son conocidas, ya que

se pueden obtener a partir de v, . ..

Modelo parat =n + 1:

Prediccion de y,.1 dado y,:

, Un Suponiendo a; = 0 con la formula

ya que Ela,1]y,] = 0 porque a,41 es independiente de y, y a, es conocido.

Modelo para t =n + 2:

Prediccion de vy, o dado y,:
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Modelo parat =n + h:

Prediccion de y,.p, dado y, para h > 1:

Caso general: ARIMA(p, d, q)

Si g > 0, necesitaremos evaluar E(a,+;|y,). Vamos a denotar a,(j) = E(an+;|yn)-
Obsérvese que en un ARMA(p, q), si disponemos de ¢ valores iniciales para las in-
novaciones ar, . . . , a, ademés de los datos yi, ..., y,, entonces a,41, . .., a, se pueden
obtener a partir de la férmula

=Y —C— Q1Yp—1 — - — QpY—p + hay_1 + -+ 00—y, t=q+1,q+2,...,n

Por tanto, suponemos que tanto las observaciones como las innovaciones hasta el
instante n son conocidas.
Para un ARIMA (p, d, ¢), multiplicamos los operadores diferencia y AR y obtenemos
un operador de orden p* = p + d:

0p-(B) = ¢p(B)V? =1 — 1B — poB* — ... — - B

Entonces el modelo para t =n + h es:

Yorh=ct+o1Yop 1+ + Op* Yt h—p* + Qpyh — hanin1 — - — eqan—i—h—q- (71)

Dado un origen n, podemos calcular predicciones para h = 1,2, ... tomando esper-
anzas condicionadas a y,,:

(7.2)
donde

o apyj, J <0
an(]) = E(an—kj‘Yn) - 0 . 0
y ) >

Tomando h =1 en (7.1) y (7.2) y restando, obtenemos el error de prediccién
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v' La innovacion es el error de prediccion a un periodo (suponiendo los parametros
del modelo conocidos).

Ecuacién de prediccion final: Para h > ¢ los términos MA desaparecen, y en-
tonces la prediccion queda determinada exclusivamente por la parte AR:

Ejemplo 45 ARMA(1,1) (continuacion)
Para h > 1 la prediccion es:

Jn(h) = c(L+ ¢+ + ")+ ¢" " (dyn — ban).
Tomando limite cuando h — oo y suponiendo |¢| < 1, obtenemos
Gulh) = ..
V' La informacion actual deja de ser util para la prediccion a largo plazo.

Ejemplo 46 Paseo aleatorio: Y; =c+ Y, 1 + a4
Modelo parat =n + 1:

Prediccion de y,.1 dado y,
ECMP:
Modelo para t =n + 2:

Prediccion de y,.o dado y,

ECMP:

= Var(aps2 + Yoi1)

Modelo parat =n + h:
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Prediccion de y,.p, dado y,

v’ Las predicciones siguen una recta con pendiente ¢ y origen y,.

ECMP:

Ejemplo 47 ARIMA(0,1,1)15 estacional:

VY= (1-0B%a; & Y =Y 15+ a; — Oay_1».
Modelo parat =n + h:
Prediccion de y,.p, dado y,, h=1,...,12:

Prediccion de y,.p, dado y,, h =13,...,24:

Prediccion de vy, dado y, para h > 24:

v’ La prediccion estd formada por 12 coeficientes 4, (1), ..., 9,(12) que se van repi-
tiendo.
Nivel predicho:
1 12 1 12 1 12
gn(12) - E yn(]) EzlynJrle ‘912 Zlan+j12.
— iz iz

Coeficientes estacionales predichos para el mes j:

Su(7) = 9n(J) = ¥n(12)  (suman cero)

Prediccion para el mes j del ano k:

On(12k + 7) =75,(12) + S, (j), j=1,...,12, k=12, ...
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7.3. INTERPRETACION DE LAS PREDICCIONES
7.3.1. PROCESOS ESTACIONALES

Ecuacion de prediccién final:
dp(B)V G (h) = ¢ <= 0y (B)gn(h) = ¢, h>q. (7.3)
Caso homogéneo (c = 0): Las raices de ¢,-(B) son las de los operadores ¢,(B) y

V4 = (1 — B)“. Las raices del operador ¢,(B) son Gi',..., G, con |G)| < 1,j =

1,...,p, y el operador diferencia solo tiene la raiz 1 con multiplicidad d. Por tanto,
la solucién a la ecuacién en diferencias (7.3) es

Jn(h) = pa(h) + ta(h),
donde

~
S
—
=
~—
I

Obsérvese que al hacer predicciones a horizontes lejanos, es decir, cuando h — o0,

pn(h)

— (componente permanente);
tn(h) — 0 (componente transitorio).

Nota 15 Se verifica:

v’ Las predicciones a horizontes lejanos estan dominadas por la componente per-

manente.
v’ En la componente permanente, los coeficientes B(()n), . ,ﬁc(ﬁ)l dependen de los
datos observados vyq,...,y, y de ai,...,a,,; es decir, dependen del origen de

prediccion n.

v Para d = 1, p,(h) = 5én) es una constante. Podemos calcular esta constante
haciendo predicciones hasta un horizonte h en el que la componente transitoria
desaparezca 3y las predicciones sean constantes; esa constante serd ﬁ(()n).

v Parad =2, p,(h) = ﬁén) +5£n)h. Podemos predecir hasta que la diferencia entre
dos predicciones consecutivas sea constante, y entonces

ﬁl - gn(h) - yn(h - 1)
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Caso no homogéneo (c # 0): ¢,(B)V?4,(h) =¢, h > q.
Solucién particular de la ecuacién completa: Byh?

Sustituyendo en la ecuacién determinamos la constante (3;:

Se verifica
Viht =p? — (h— 1) =d!,

y como ¢,(B) aplicado a una constante es igual a ¢,(1), sustituyendo y despejando
(4, obtenemos (3;:

va que j = c/¢,(1) =c/(1—¢1 — -+ — ¢,) es la media de la serie estacionaria V?Y;.

Solucion final: Suma de una solucion particular de la ecuaciéon completa y de la
solucion de la ecuacién homogénea,

n(h) = ..

Componente permanente:

pi(h) = ...

v/ Para horizontes alejados, esta componente esta dominada por la constante [,
que s6lo depende de la media de la serie estacionaria y del orden de integracion d,
y no depende del origen de prediccion n.

Ejemplo 48 Paseo aleatorio: VY; = ¢+ a; (d =1, no homogéneo)
Prediccion de vy, dado y,:
gn(h) - Ch + ym

recta con ordenada en el origen ﬁén) = vy, y pendiente constante 31 = ¢, que es la
media de la serie estacionaria VY;. Estimador de c:

R T
A:— v: .
¢ n—ljz:; Yi n—1

Ejemplo 49 ARIMA(0,2,1): V?Y; = (1 — 0B)a; (d = 2, homogéneo)
El paseo aleatorio es el caso limite para 6 — 1.

Prediccion de y,.1 dado y,:
Un(1) = 2y, — Yp—1 — Ba, =y, + Vu(1), donde Vy,(1) = Vy, — ba,.
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Prediccion de y,.o dado y,:
In(2) = 20n(1) = yn = yn + 2V (1)
Prediccion de 4,1 dado y,, h > 1:
In(h) = 2gn(h = 1) = Gu(h = 2) = yu + WV (1),

que es una recta con ordenada en el origen ﬁ(()n) = vy, y pendiente 31 = V,(1).
No obtenemos un polinomio de grado 2 poque no hay constante, con lo cual, no hay
solucion particular.

Sustituyendo a,, = (1 — 0B)"1V?y, en V§,(1) = Vy, — Oa,, obtenemos

n—2
Vin(1) = (1=6) ) _ 6'Vy, ;.
j=0

La pendiente es una media ponderada de los crecimientos Vy; observados;

Para 0 = 1, Vy,(1) = ¢. Sin embargo, para 0 =0, V,(1) = Vy,.

7.3.2. PROCESOS ESTACIONALES

Un proceso estacional de periodo ¢ sigue el modelo general:
®p(B")p,(B)VEVY, = ¢+ 0,(B)Og(B")a;.

Consideramos el caso D = 1 por simplicidad. Obsérvese que los operadores diferecia
V¢ vy V tienen raices comunes. Para obtener la solucion de la ecuacion homogénea,
necesitamos separar las soluciones. Cada diferencia estacional se puede descomponer
de la forma:

Vi=(1-BY=1+B+---+B""(1-B)=5S(B)(1 - B).

Tenemos una diferencia regular y un operador estacional puro que simplemente suma,
los instantes de un periodo. Estos dos operadores no tienen raices comunes.

Entonces el modelo para D =1 es:
O p(B"¢,(B)S(B)VTY, = ¢+ 0,(B)0¢g(B")ay
FEcuacion de prediccion final:
Op(BYg,(B)SH(B)V™ g, (h) = ¢, h>q+(Q.
Caso homogéneo (¢ = 0): La solucién de la ecuaciéon de prediccién viene dada por
Gn(h) = pn(h) + tn(h) 4 Su(h)
donde:
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= p,(h) componente de tendencia, cuyos coeficientes se van adaptando al origen
de la prediccion:
pa(h) = By + BV R4 B

= t,(h) componente transitoria, que incluye las raices de ®p(B’) y ¢,(B):

p+Pl

ta(h) = Y A;Gl:
j=1

» S, (h) componente estacional que verifica:
Si(B)Sy(h) = (14 B+B*+---+B"")S,(h) = Su(h)+- -+ S, (h—((—1)) = 0.
Para h = ¢ se tiene

4
an(ﬁ = 0.

Es una funciéon periddica de periodo ¢ con coeficientes que suman cero.

Caso no homogéneo (¢ # 0): Una solucién particular es 3,179, Reemplazandola
en la ecuacion de prediccion, obtenemos

CcC =

Despejando 3.1 resulta

La solucion general de la ecuaciéon completa tiene tres componentes:

s 95 (h) = pu(h) + Bai1h®! componente permanente, donde los coeficientes de
pn(h) dependen del origen de la prediccién;

= t,(h) componente transitorio de prediccién a corto plazo, que viene determinado
por los operadores regulares y estacionales;

» S, (h) componente estacional.
Ejemplo 50 Modelo de pasajeros en avion: ARIMA(0,1,1)12 x (0,1, 1)

V12VYt == (1 — 6312)(1 — QB)CLt.
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Multiplicando los operadores y aplicandolos a Yy, el modelo es

FEcuacion recurrente de prediccion:

Solucion de la ecuacion recurrente:

Para determinar los 13 pardmetros ﬁén), 6@, Sp(1),...,S,(11) resolvemos el sis-

tema de ecuaciones para h =1,...,12,13:

ga(1) = 8"+ 67"+ S.(1)
3n(2) = 8"+ 28" + S.(2)

in(12) = B +128" + 5,(12)
gn(13) = 8" + 138" + 5,(1),

donde los coeficientes estacionales verifican

Restando la primera ecuacion de la ultima, resulta

Es decir, la pendiente se estima con el incremento entre los Eneros de dos anos
consecutivos. Sumando las 12 primeras ecuaciones, obtenemos

= g\ = .

Finalmente, los coeficientes estacionales se estiman despejandolos de las ecuaciones
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7.4. VARIANZA DE LAS PREDICCIONES

Consideramos primero un MA(q): Y; = 0,(B)a; = a; — rap—1 — - - - — 0,0,
Para t = n + h el modelo es

Sabemos que

, J<0;
E[an—i—j‘YH] =
J > 0.
Ecuacion de predicion:
, h<g;
Jn(h) =

El error de prediccion para h < ¢ es
en(h) =Yoin — gn(h) = ...
Por tanto, el ECMP es

, h<gq;
Eles(h)]yn] = Var(en(h)lyn) =

ARIMA(p, d, q) = Utilizamos la representacién MA (co):

o0
Y = Z Vja—; = ap +Prag—1 + Poaz_o + - -
j=0

Modelo para t = n + h:

Prediccion:

Error de prediccion y ECMP:

en(h) = ...
Eley(h)]ya] = -
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Conclusion:

= Modelos estacionarios:
U =X 0= Ele2(h)lya) == Var(Y).
= Modelos no estacionarios:

S0 ¥ 00 = BleX(h)]ya] = oo
J

Ejemplo 51 Consideremos el modelo ARIMA(1,1,1) definido por

(1-04B)VY, = (1 — 0,8B)a,,

con 0> = 4, yog = 45, yigo = 50 y a0 = —1. Predecimos yigosn, h = 1,2,3,4, y

construimos intervalos de confianza.

Modelo: ...

Predicciones:
J100(1) = ..
J100(2) = ..
J100(3) =
U100(4) = ...

Intervalos de confianza: Para calcular la varianza de las predicciones utilizamos la
representacion MA(co)

Yi=(1-B)"'(1-04B) (1 -08B)a; = ¢(B)ay,

donde los coeficientes del operador ¥(B) =1+ 1B + 19 B* + - - se obtienen de la
wgualdad

(1— B)(1—04B)(B) =1—0.3B

De esta igualdad, obtenemos:

vr=.. 5 = ;Y3 = . ;o= 3

Varianzas de las predicciones:
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Intervalos de confianza al 95 %, asumiendo normalidad:

7.5. ACTUALIZACION DE PREDICCIONES

Supongamos que hemos hecho predicciones a horizonte h = 1,2,3,..., con infor-
macion hasta n, pero en el periodo siguiente observamos el dato ¥, y queremos
actualizar las predicciones:

Yi te Yn Yn+1 Yn+2 T Yn+h
Yy o Yn | Yntl

La prediccion con origen en n a horizonte A es

ﬁn(h) - TPhCLn + wh—l-lan—l + Zph—l—2an—2 + -

La prediccién con origen en n + 1 a horizonte h — 1 es
Uni1(h — 1) = Yp_1any1 + Ynan + Ypioan 1+ -
A estas ultimas predicciones les restamos las anteriores:
Unt1(h — 1) — gy (h) = ...

Por tanto, si tenemos el dato y,+1 y su prediccion ¢, (1), con ellos calculamos el
error de predicciéon que coincide con la innovacion a,+1 = yn+1 — Un(1), y entonces
la ecuacion de actualizacion es:

O (h—1) = G () + ... ., h=234,...

Ejemplo 52 Continuacion del Ejemplo 51: Observamos y191 = 54 y actualizamos
las predicciones con la formula anterior

aio1
J01(1) =
Ji1(2) =
G01(3) =

Intervalos de confianza:

127



7.6. FUENTES DE INCERTIDUMBRE EN LA PREDICCION

En la practica, a la hora de predecir valores futuros de una serie, en primer lugar se
identifica un modelo y se ajusta dicho modelo. En este proceso hay diversas fuentes

de incertidumbre:

1. Desconocimiento de las innovaciones futuras: Esta fuente de incertidumbre es
inevitable; existe incluso cuando el modelo y los pardmetros son conocidos.

2. Desconocimiento de la distribucion de probabilidad de las innovaciones.
3. Desconocimiento de los verdaderos valores de los parametros.

4. Desconocimiento del tipo de modelo que genera los datos.

Nota 16 Si disponemos de una muestra grande,
= podemos verificar si las innovaciones tienen distribucion normal;
= [as estimaciones de los pardametros tendran varianzas pequenas;
= se puede contrastar si el modelo identificado es fiable;
= podemos utilizar el modelo y los parametros estimados como si fueran conocidos.

Con muestras pequenas (n < 50), las fuentes de incertidumbre 2-4 pueden causar
intervalos de confianza enganosos, pues seran mds estrechos de lo que debieran ser

en realidad.
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