Capitulo 1

Analisis descriptivo de una serie

M¢étodos clasicos para describir y analizar una serie temporal:

1. Andlisis de tendencias deterministas: se basa en métodos de regresion;
es poco flexible y no incluye correlaciones entre observaciones consec-
utivas. Los errores de prediccion de valores futuros suelen ser grandes.

2. Métodos de alisado: dan mayor peso a las observaciones mas recientes.
Esto es til para la prediccion.

3. Métodos de descomposicion: modelizan la tendencia y la estacionali-
dad por separado.

4. Métodos armonicos: representan una serie como una suma de funciones
periddicas; el periodograma permite detectar periodos deterministas.

Estos son los métodos mas simples para el Analisis de Series Temporales.
Aunque no sean 6ptimos, ayudan a describir el comportamiento de la serie
y son la base de procedimientos mas avanzados.

13



1.1. Analisis de tendencias deterministas

v/ Para series con tendencia determinista;

v Estos métodos consisten en ajustar una funcion de regresion a la serie
que explique la tendencia.

Modelo: Suponemos que la serie se puede descomponer de la forma:
Y= +a, t=1,...,n.
v 1y nivel determinista de la serie en el instante t.

v’ a; error aleatorio (o innovacién) en el instante ¢: recoge los efectos
de todos los factores desconocidos o no tenidos en cuenta que afectan
a la serie.

Hipoétesis basicas: En esta seccion asumimos:

v iy = g(t,3): El nivel u; es una funcién conocida del tiempo y de un
vector de parametros desconocidos 3;

v a; ~ iid N(0,0?%): La distribucién de los errores a; no varia con el
tiempo.

Estimacion: Habitualmente 3 se obtiene utilizando el método de minimos
cuadrados (MMCC); es decir, resolviendo el problema:

min} [y — g(t,8))"
t=0

Derivando la funcién f(8) = >0 [y — g(t, B)]? respecto de los elemen-
tos de @ e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones normales. El
estimador minimo cuadratico 3 es la solucién a dichas ecuaciones.

La tendencia estimada es iy = g(t, B), donde B es un estimador de (3.
Prediccién:

v Notacion: ¢, (h) prediccion de la serie en el instante n + h, y,.p, a
partir de los datos hasta n, (y1,...,yn).
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v' Prediccion: Habitualmente se hace extrapolando el nivel estimado de
la serie,

In(h) = finsn = g(n+h,B), h=1,2 ...

v Supongamos que los pardmetros 3 y o2 son conocidos, es decir, p; =
g(t, B) es conocido. Entonces, como los errores aq, . .., a, son indepen-
dientes y el nivel u; no depende de los instantes anteriores, los valores
futuros y,11, Yni2, ... no dependen de los valores histéricos de la serie

Yty Yn-

1.1.1. Modelo con nivel constante (o sin tendencia)
Modelo: Suponemos que la serie varia alrededor de un nivel constante:
Ht=p =

Esto es equivalente a asumir

y~iUd N(... ... ), t=1,...,n.
Estimacién:
fi = , 6t =
Prediccién:
Gn(k) = fipip = ... , Vk=1,2,....
Ejemplo 1 Modelo de nivel constante para la serie 1) del crecimiento del
alquiler:

Nivel estimado:

Prediccion del crecimiento en el proximo mes:

Varianza estimada:
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1.1.2. Modelo de tendencia lineal

Modelo: Se supone que la serie varia a lo largo del tiempo con tendencia
constante, bien creciente o bien decreciente:

pe = Bo + b1t =
v' [ nivel inicial (en t = 0) de la serie.
v' (1 pendiente de la recta que describe el nivel de la serie
Serie de incrementos: Al calcular incrementos desaparece la tendencia
Ayy =y — Y1 = ...
Llamamos 2z; = Ay, a la serie de incrementos y a; = Aa; a sus errores:

v' La serie de incrementos z; no presenta tendencia:
— *.,
Zt = Bl + Ay

v' La serie de incrementos z; tiene errores con el doble de varianza,
aj ~id N(.o. ,.o )

v Incremento esperado de la serie entre dos instantes consecutivos:
E[Ayt] = 61.

Estimacion: Por MMCC se obtiene

Residuos:
&t:yt—ﬂt:yt—ﬁo—ﬁlt, tzl,...,n.

Estimacién insesgada de o

n n

1 1 .
A2 A2 A 2
U—H_QE at—n_QE(yt Bo—Bit)

Prediccion:
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vivienda

Ejemplo 2 Correlacion entre tiempo y el indice del precio del alquiler:
0,997.
Recta ajustada:

y; = 130,34+ 0,451¢, t=—53,5,...,53.,5, 62 = 1,046.
El indice del alquiler se ha incrementado en promedio en 0,451 cada mes.

El grdfico de residuos revela defectos del modelo, ya que tienen cierta es-
tructura. Aunque la tendencia parece aproximadamente lineal, las predic-
ciones de este modelo pueden ser malas por la curvatura de la serie. En-
contrar una tendencia pardmetrica mds apropiada parece dificil.

Figura 1.1: Precio del alquiler con tendencia lineal ajustada (izq.) y residuos (der.)

140 150
1 1
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1.1.3. Modelo de tendencia polinémica
Modelo: El nivel de la serie evoluciona segin un polinomio de orden r:
Y = Bo+ Bit + -+ Bt + ay,

Estimacion: Método de MMCC. Llamamos

r1 1 --- 1 Y1
12 4 ... 2

x=|. 70 T y=| "
1 nn? - n Un
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Estimador de 3:

Estimador insesgado de o?:

Prediccion:

1.1.4.

v

Limitaciones de los modelos con tendencia deterministica

Las series con nivel constante son frecuentes, pero con tendencia lin-
eal o polindmica exacta son raras, ya que la mayoria de series reales
evolucionan como resultado de un conjunto complejo de causas. Estos
modelos se deben utilizar solamente para predecir muy a corto plazo.

Se puede mejorar el ajuste utilizando tendencias lineales por tramos:
cortar la serie en tramos que tengan aproximadamente tendencia o
nivel constante y ajustar en cada tramo un modelo lineal o constante.

La prediccion del crecimiento ;.1 — 1 en el modelo de tendencia lineal
es la pendiente estimada Bl. Dicha estimacion es una media ponderada
de los crecimientos en el periodo muestral con los pesos mayores en
el centro y los pesos menores en los extremos, cosa que parece poco
razonable.

Ejemplo 3 n = 5 observaciones en los instantes t = —2,—1,0,1,2. En

este

Calc

caso t = 0 y entonces el estimador de la pendiente es:

ulamos el numerador y el denominador de dicho estimador:
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Reemplazando y_1 = 3y_1 — 2y_1 e y1 = 3y1 — 2y1, obtenemos

2

D oty =2(y-1—y-2) + 3o — y-1) + 3y — vo) + 22 — 1)
t=—2

Llamando Ay, = y; — yi—1 al crecimiento en el instante t, obtenemos

2
Bl = = Z wi Ay,

t=—1

donde los pesos en el centro son mayores que en los extremos. Para una
serie de cien anos, el resultado seria andlogo: el crecimiento mas reciente
recibiria el mismo peso que el crecimiento hace cien anos.

En general, 3; es una media ponderada de los incrementos de la serie, es
decir,

Bl = Zthyt; wy > 0V, Zwt =1,
=2

t=2
donde los pesos w; toman los valores maximos en el centro y van dismin-
uyendo simétricamente a ambos lados hasta alcanzar el valor minimo en
los extremos.
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1.2. Prediccion por métodos de alisado

Los métodos de alisado son mas flexibles que los métodos de ajuste de
tendencias deterministicas pues:

v’ los parametros pueden variar en el tiempo;

v’ las observaciones mas recientes tienen mayor peso en la prediccion.

1.2.1. Meétodo de alisado simple (o alisado exponencial)
Ess un método recursivo de prediccion muy popular por su simplicidad.

Supongamos que estamos en el instante t. La prediccion g;(1) de la serie en
t + 1 con la informacion hasta ¢ es una combinacién lineal de la prediccién
del instante ¢ desde t — 1, 7;—1(1), y de la observacion actual y;:

9i(1) = 0ge_1(1) + (1 — O)y, (1.1)
donde 0 < # < 1 determina el peso de cada componente.
Fijamos un valor para la prediccién del valor inicial y; con 0 datos; por

ejemplo, 7o(1) = y1 o Po(1) = 7. Veremos que este valor inicial casi no
influye.

Prediccién de y9 con yq:
Prediccién de y3 con yq, yo:
Prediccion de y4 con vy, yo, y3:

Predicciéon de 91 con yq, ..., 4

Sustituyendo 7;1(1) = 09p(1) + (1 — 0)y; en la prediccién siguiente go(1)
obtenemos:

(1) =

Reemplazando esto en 3(1), obtenemos:

§3(1)
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Y repitiendo este proceso para t = 4,5,...,n, obtenemos

Gul(1) = ..

Si n es grande, entonces 6" = 0, con lo cual

(1) 22 . , (1.2)

que es una media ponderada de las observaciones previas con pesos que
decrecen al alejarse en el pasado. En efecto, 3,(1) se puede expresar como

n
Un(1) = Zwtyt, con w; =...
=1

Ademas, la suma de los pesos es:
n

E we — ...

t=1

Modelo: Las predicciones por el alisado simple coinciden con las obtenidas
al asumir el modelo

Yt = [ T+ Qg tzl?"')”ﬂ
donde el nivel y; puede evolucionar con el tiempo.

Prediccion: 4,(1) = fi,41, donde fi,,41 es el valor més cercano a todos
los datos con menor peso para los datos méas antiguos; es decir, (.1 es la
soluciéon del problema

n
min Z wt(yt - Mn+1)2

Hrn+1 —1

donde wy, . .., w, decrecen al alejarse en el pasado, para darle mayor impor-
tancia a los datos mds recientes. Derivando f(un1) = Y orq We(yt — fins1)?
respecto de u,1 e igualando a cero, se obtiene

8f(,un+1) _

= /l 1= ...
a,un—&—l "

Tomando w; = (1 — 6) 0", se tiene Y ;" wy = 1y entonces la estimacién
de fi,41 coincide con la prediccion g, (1) dada en (1.2).
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Nota 1 La ecuacion de prediccion recursiva (1.1) Se puede reescribir como

g(1) = 09:—1(1) + (1 — O)y:
= G—1(1) = Ge—1(1) + 091 (1) + (1 — 0)y
= §—1(1) = (1 = 0)ge1 (1) + (1 — )y
= Ge1(1) + (1= 0) [yr — G—1(1)].

La prediccion g:(1) es igual a la prediccion anterior y;—1(1) modificada por
una fraccion 1 — 0 del dltimo error de prediccion.

Nota 2 ;qué ocurre si se toma 0 = 17...

¢ Y si se toma 0 =07...

Estimacion de 6: Se minimiza la suma de los errores cuadraticos de
prediccion, es decir, 6 es la soluciéon del problema

/ /\2 A
= — y—1(1
34t = 3 o di-s(V)

Calcular la suma para una rejilla de valores de 6: 0,1;0,2;...;0,9, y tomar
el valor 6y que minimize dicha suma. La estimacién adaptativa consiste
en probar después con otra rejilla mas fina alrededor del 6ptimo anterior,
0y — 0,05;...;600—0,01;6y; 09+ 0,01;: 6y + 0,02; . ..;0y+ 0,05. Normalmente
esta precision es suficiente en la practica. Muchos programas como SPSS
tienen la opcion de la determinacion adaptativa.

Ejemplo 4 Serie 1) del crecimiento del alquiler.
Determinamos de forma adaptativa el mejor valor de 6 calculando las
sumas de errores cuadrdticos de prediccion a3 :

g 1.0 09 08 07 06 0.5 0.4 083 02 0.1
Saz|5.987 5.978 5.947 5.877 5.800 5.766 5.805 5.934 6.156 6.474

0| 0.55 0.54 0.53 0.52 0.51 0.50 0.49 048 0.47 0.46
SNoaz| 5775 5.772 5.769 5.767 5.766 5.7655 5.7657 5.767 5.769 5.771
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crecimiento

Segun la tabla, dar el mismo peso a la prediccion anterior y a la ultima
observacion § =1 —0 = 0,5 minimiza el error de prediccion. Obsérvese en
la Figura 1.2 (izqda.) que el alisado simple consigue reproducir una parte
de la estructura no lineal en los datos. Esto es dificil de consequir con una
tendencia parametrica.

Figura 1.2: Métodos de alisado

Alquiler (discont.) y alisado simple (sélida) Energia (0) y alisado doble (sélida)
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1.2.2. Método de alisado doble de Holt

Es una adaptacion de las ideas anteriores a series con tendencia lineal.

Modelo: Se supone que el nivel evoluciona de forma lineal, pero la pendi-
ente no es constante, sino que varia a lo largo del tiempo.

Ye = e +ay, =1+ G, t=1,....n,

donde ;1 = uy — p¢—1 es la pendiente en el instante t — 1.

Nota 3 Elmodelo con tendencia lineal constante corresponde al caso ;1 =
(. Este modelo es mas flexible ya que permite que la pendiente sea variable.
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Prediccidon recursiva:

v’ Observamos y; :
Prediccion del nivel p; con y: ,[fl(()) se fija a un valor inicial.
Prediccién de la pendiente 5 con y;: [1(0) se fija a un valor inAicial.
Prediccién de yp con yi: v1(1) = f1(1) = 11(0) + 51(0)
v’ Observamos 1ys:

Prediccion de pip con yi, 20 fi2(0) = f1x(1) + (1 = 0)(y2 — fur(1)) A

(como alisado simple) = 1(0) + 51(0) + (1 = O)[y2 — 1 (0) — A1(0)].
Prediccién de ﬁg con Yy, Yo ﬁQ(O) = 51(0 + (1 — ’y) [/:LAQ(O) — ﬂl (0) — 61(0)]
(

Prediccion de y3 con y1,y2:  92(1) = fia(1

v’ Observamos y;:

Prediccion de p: - f1(0) = fu—1(1) + (1 = 0)(yr — fu-1(1)) A

= 1=1(0) + B1(0) + (1 = O) [y — f1e-1(0) — Br—1(0)].
Prediccién de B: 5i(0) = 51-1(0) + (1 — 7)[u(0) — f1r-1(0) = B;-1(0)]
Prediccion de g1z 9e(1) = fir(1) = f1:(0) + 5¢(0)

Estimacion de los parametros: El alisado doble utiliza dos parametros,
6 € [0, 1] para el nivel y v € [0, 1] para la pendiente. Ambos se determinan
minimizando la suma de errores cuadraticos de prediccion

n

min > [y — G_1(1)]7 .
Oy t=1

Nota 4 Si tomamos v = 1, entonces las pendientes son constantes. Si
ademds tomamos como valor inicial 31(0) = 0, obtenemos el alisado simple.

Ejemplo 5 Serie 6) del alquiler.
Seleccionamos (0,v) que minimicen la suma de los residuos cuadrados.

Cuadro 1.1: Alisado doble de Holt, serie de alquiler.
0 1.0 0.9 0.8 07 06 05 04 03 02 01 0.0

¥ 0.0 082 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 021 043 1.0 1.0
SSR | 113.0 128.6 74.3 50.99 34.3 26.2 229 21.4 20.2 18.7 17.6
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indice

Se obtiene (0,4) =

(0,1). En la Figura 1.3 vemos que las predicciones

parecen buenas y los residuos parecen aleatorios. Se mejora bastante el

andlisis con el modelo de tendencia lineal. ;Qué significa que 0 =

y=17?
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Figura 1.3: Alquiler: prediccion (izq.) y residuos (der.)
Tendencia lineal (o) y alisado de Holt (x)
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Ejemplo 6 Para la serie 15) del indice de la produccion de energia, los
mejores valores son 0 = 0,25 y vy = 1. Estos reducen la desviacion tipica
de los residuos de 125.2 (modelo de tendencia lineal) a 103.9.

Cuadro 1.2: Alisado doble de Holt, indice de energia.

Y
SSR (x10%)

1.0 09 08 07 06 05 04 03 02 01 0.0 0.25
060 10 10 10 1.0 10 10 10 10 1.0 1.0 1.0
15.1 12.4 12.3 12.0 11.7 11.3 11.0 10.8 10.8 11.0 11.4 10.7
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1.3. Meétodos de descomposicién

Modelo: Se considera un modelo con componentes aditivos
vy =+ s +a, t=1,...,n, (1.3)
v’ tendencia determinista (no aleatoria);

v’ s; componente estacional determinista: Es una funcién periddica, es
decir, que se repite cada cierto nimero de observaciones (el periodo).
Si el periodo es /,

St = St—¢

Para series mensuales (observadas cada mes) con estacionalidad anual,
¢ =12.

Para series diarias (observadas cada dia) con estacionalidad semanal,
(=T.

Para series observadas cada hora con estacionalidad diaria, ¢ = 24.

v' a; componente aleatorio: sucesion de variables incorreladas con media
cero y varianza constante.

Figura 1.4: Modelo con componentes aditivos

14 Idealized economic growth

"X() =

135+
13+
1251
12+
1151
11

1.05 -

1
1ééz‘1éé%z‘%_él‘ol‘ll‘zl‘sﬁl‘s

1.3.1. Meétodo de descomposicion basico

1. Estimacion de la tendencia ji; y extraccion de serie sin tendencia: La
tendencia se puede estimar mediante un modelo de tendencias deter-
ministas. Después se elimina la tendencia de la forma:

iy = e} =1y — [y serie sin tendencia.
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2. Estimacion de la estacionalidad de la serie sin tendencia: Una forma
sencilla de estimar el efecto de las ¢ distintas estaciones es:

v Calcular la media de la serie sin tendencia: e =n~' 37 €.

v' Calcular las medias de cada estacién: Suponemos que hemos ob-
servado m periodos completos. Entonces el ntimero de datos es
n =m/ y los datos de la serie sin tendencia son

e(k—1)€+j7 kzl,...,m, ]:1,,€

Por ejemplo, con datos mensuales de periodicidad anual, si obser-

vamos m anos, n = 12m y los datos son €115, k = 1,...,m,
g =1,...,12. Si se empieza a observar la serie en Enero, los datos
con 7 = 1 corresponden a Enero, 7 = 2 a Febrero, j = 3 a Marzo,
etc.

La media de la estacion j es
m
_ -1 .
€ =m E e(k,l)gﬂ', ] = 1,...,6.
k=1
v" Los componentes estacionales se estiman mediante:
sp=e;—e, J=1,...,¢
. ! A
y verifican » ., 8; = 0.

3. Prediccion de la serie: Suma de la tendencia y la estacionalidad esti-
mada,

Uitk—1)t+j = Ph—1ye4s + 85, k=1,....m, j=1,...,L

4. Residuos: Se obtienen restando el componente estacional a la serie sin
tendencia,

CAl(kfl)ﬁ»j = €(k—1)t+j _§j7 k= 17"'7m7 j — 17"'76'

Nota 5 Si la variabilidad de los datos parece crecer con su nivel, como
ocurre por ejemplo en la serie 19 (viajeros), podemos suponer un modelo
multiplicativo:

Y= Spag, t=1,...,n.
Tomando logaritmos y renombrando las componentes se obtiene un modelo
aditivo.
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Ejemplo 7 Ajustamos una tendencia lineal a la serie 9) del indice de pre-
ctos del vestido,

ye = 10297+ 021t +¢;, t=1,...,n.

Restamos esta recta a la serie — Serie sin tendencia
Calculamos las medias de cada mes del calendario — Factores estacionales
Restamos a la serie la tendencia y la estacionalidad estimadas — Residuos.

1.3.2. Estimacion por medias moviles

Muchas series no tienen tendencia constante. En ese caso, es necesario
estimar una tendencia que vaya variando en el tiempo.

Media mévil de orden m: Habitualmente se toma m impar; es decir,
m = 2k-+1 para un cierto k. Consiste en estimar la tendencia en el instante ¢

utilizando la media de los m datos observados en los instantes (t—k, ..., t—

Lt t+1,...,t+ k),

. 1

,Ut:E(yt—k‘F"'+yt—1‘|‘yt+yt+1+"'+yt+k)7 t=k+1,....,n—Fk
(1.4)

Obsérvese que se toman 1, los k datos anteriores y los k datos posteriores
a Y.

v" No se puede estimar la tendencia para los primeros k£ y los ultimos k&
datos.

Media mévil para series con estacionalidad aditiva:

1. Estimacion de la tendencia fi;: Se estima la tendencia de forma local
con una media movil de orden igual al periodo de la serie.

v’ Si el periodo ¢ es impar (¢ = 2k + 1), se estima la tendencia en ¢
con una media mévil de orden ¢ como en (1.4).

v Sil es par (¢ = 2k), hacemos una media de 2k + 1 datos dando
peso 0.5 a los datos de los extremos, es decir,

. 1
fr = 505yt Ye—r1t- FYrak-110.5Ye4k),  t=k+1,... ,n—Fk.

Se completa la media mévilent =1,....kyt=n—k+1,...,n. Dos
formas:
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Figura 1.5: Modelo de componentes aditivos: Indice del precio de vestido 1 /1993-12/2001.
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v/ Anadir la primera observacion y; k veces al principio de la serie

para obtener jiq, ..., ji;, y anadir y, al final k£ veces para completar
fiu-kits i

v' Ajustar una recta a los k primeros y a los k& tltimos valores de la
serie.

Serie sin tendencia: e; = y; — fis.

2. Estimacion de los componentes estacionales: Se estiman promediando
los datos de la misma estaciéon y centrando estas medias para que
sumen cero

~

m
1 1 ,
:E;—lek 1)l+5> j—S] 31'7 jzl,...,f.

~ |

Ejemplo 8 Serie de la produccion de energia 11). Aplicamos el método de
media movil para la serie con £ = 12 observaciones (k=6) y estimamos la
estacionalidad de la serie sin tendencia.
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Figura 1.6: Método de medias méviles: Produccién de energia 1/1975-12/2003.
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1.4. Estacionalidad y ajuste de ciclos

En este apartado se supone que se ha estimado y eliminado anteriormente

la tendencia, y observamos estacionalidad de periodo ¢,

Yy = St+a't7

t=1,...,n,

donde s; se repite cada ¢ instantes, es decir, s;.p = s;.
Una alternativa a la estimaciéon de ¢ factores estacionales consiste en mod-
elizar s; mediante una funcién armonica como el seno o el coseno.

Figura 1.7: Funciones armoénicas seno y coseno:
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1.4.1. Modelizacion con ciclo tinico

Para simplificar, suponemos que se han observado m periodos completos
de la serie. Entonces n es un multiple entero de ¢, es decir, n = m{. La
estacionalidad se puede modelizar con una funciéon seno o coseno, de la

forma:
sy = Asen((2n/0)t + 0)

v’ L es el periodo: nimero de observaciones hasta que la serie se repite.
En general, cualquier funcion de la forma 3 sen(27t /) + B2 cos(27t /0)
tiene periodo /.

v A es la amplitud de la oscilacion;
v’ 0 es el angulo de desfase con relaciéon al comienzo del ciclo.

v [ = 1/ se denomina frecuencia de la serie. Es la fraccion de ciclo
completado entre dos observaciones de la serie. Si £ < 1, entonces f > 1
es el nimero de ciclos que pasan entre dos observaciones. Para una
serie diaria con periodo anual (¢ = 365), la frecuencia es f = 1/365 =
0,00274. Si la periodicidad es mensual (¢ = 30), f = 1/30 = 0,0333, y
si el periodo es semanal, (¢ =7), f = 0,143.

vV w =2/l = 2nf es la frecuencia angular, o dngulo (en radianes)
recorrido entre dos observaciones de la serie. Para ¢ = 365, £ = 30 y
(=17, se tiene w = 0,0172, w = 0,2094 y w = 0,8976 respectivamente.

Ejemplo 9 La estacionalidad de la serie 21) con periodo ¢ = 24 se puede
representar por s; = sen(2mwt/24). Esta serie tiene n = 100 observaciones,
¢ Cudntos ciclos observamos?.

Modelo:
v =p+ Asen(wt +0) +a;, t=1,...,n, (1.5)

donde p es el nivel promedio de la serie y a; son las innovaciones iid
N(0,0?%).
Parametros desconocidos: u, A y 6.

Obsérvese que la serie no es lineal en 6. Desarrollando el seno de una suma,
sen(wt +0) = ... ,
y definiendo los nuevos pardmetros 3y v
B = Acos(d), ~= Asen(6),
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encontramos una parametrizaciéon del modelo mas conveniente para el
ajuste:

Yt = - (1.6)

Los parametros originales se pueden obtener a partir de los nuevos de la

forma
A=+/+~% 0 =arctan(y/5).

Llamando x1; = sen(wt) y xo; = cos(wt), el modelo resultante
Y= p+ Bry+yru+a, t=1,....n,

es un modelo de regresion lineal multiple con parametros u, 3 v 7.

Ajuste del modelo:

Ajustamos el modelo lineal por minimos cuadrados. Es decir, encontramos
las los estimadores de pu, 3, resolviendo el problema

n

r . 2
Min, 5 Z (yt — 1 — Bsen(wt) — ’ycos(wt)) = Z a;.

Derivando e igualando a cero, obtenemos las ecuaciones normales

t=1
n 2 n
Zat sen(wt) =0 0=—) y;
t=1 i
n 2 n
Z apcos(wt) =0 4 = - Z Yy cos(wt)
t=1 t=1
Solucién:
=250 322 s, 5= 23 weosten
S = — sin(w = — cos(w
2 t:1 Yts n p Yt ) Y n p Yt )

Estimador de o2:
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Descomposicién de la variabilidad:
La variabilidad total se puede descomponer de la forma

VI=> (y—Y)=n <A7+62>, (1.7)

t=1

Pruebas:...

Proporcién de variabilidad explicada:
i A
S 2VT 2s)

RQ
Ejemplo 10 Ajustamos el modelo (1.6) a las primeras n = 13 x 12 obser-
vaciones de la serie de la temperatura en Disseldorf y obtenemos
g = 10,824 — 4,251 sin(wt) — 6,782 cos(wt).

La amplitud estimada es A= 8,0 y el angulo de desfase 0 = —0,562 radi-
anes. Dos veces la amplitud estima la diferencia mdxima promedio entre el
mes mds frio (enero) y el mds caliente (julio). La proporcion de variabilidad
explicada es R?* = 0,902.

Ejemplo 11 Idem para la serie de la lluvia en Disseldorf:
g = 65,49 — 6,967 sin(wt) — 0,4949 cos(wt).

La amplitud es A= 6,985 y el desfase H = —1,499. La proporcion de
variabilidad explicada es ahora muy baja, R* = 0,023.
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degree

Figura 1.8: Ajuste de un ciclo: Tiempo en Diisseldorf.
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1.4.2. Modelizacion de ciclos multiples: el periodograma

El modelo (1.6) sélo es ttil si s; es exactamente una funcién senoidal. Sin
embargo, segin la representacion de Fourier, cualquier funciéon de periodo
¢ es suma de ¢ funciones senoidales con distintas amplitudes y frecuencias.

Periodos basicos o de Fourier: periodos que son fracciones exactas de
n. Sin es par, los periodos basicos son

(=2 j=1,23,...,n/2.

Méximo periodo bésico: n (para j = 1), observamos solo un ciclo.
Minimo periodo bésico: 2 (para j = n/2), no podemos observar periodos
que duran menos de dos observaciones. Por ejemplo, en datos diarios no
podemos detectar ciclos de periodo menor que 48 horas.

Frecuencias basicas o de Fourier: inversos de los periodos basicos,
szﬁa ]:1,2,3,...,71,/2,

con lo que 1/n < f; <1/2. No podemos observar frecuencias més altas.
La frecuencia maxima, f,» = 0,5, se llama frecuencia de Nyquist.
Frecuencias angulares bdsicas: w; = 2nf;, j =1,2,...,n/2.
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Representacion de Fourier: Cualquier serie se puede representar como
suma de n ondas con frecuencias bésicas:

n/2 n/2
y=p+ ZBJ sin(w;t) + Z% cos(w;t) + a; (1.8)

J=1 J=1
Como wyy = 27/2 = 7 y sen(nt) = 0, t = 0,1,..., podemos elimi-
nar (3,/;sen(nt), con lo cual tenemos n parametros: p, Bi,...,08,2-1 ¥

ST Ay

Ajuste del modelo: Se verifica que todas las variables explicativas sen(w;t)
y cos(w;t) de (1.8) son ortogonales. Por tanto, podemos ajustar las regre-
siones para cada frecuencia bésica y obtener los coeficientes estimados de
cada regresion [3; y ;.

El periodograma es una herramienta que permitira decidir qué frecuencias
béasicas debemos incluir. Se basa en la descomposicion de la variabilidad
de la serie en la variabilidad debida a cada frecuencia bésica.

Descomposiciéon de la variabilidad total de la serie:

n n/2

VT:Z Z +n0

t=1

Obsérvese que la contribucién de la onda con frecuencia f; a la varianza
de la serie es la amplitud al cuadrado dividido por 2, 1213 /2. Asi, ondas
de alta amplitud son importantes para explicar la serie mientras que las
ondas de baja amplitud explican poco. La contribucion fl? /2 de cada onda
se puede calcular a partir de los coeficientes estimados (3; y v;, mediante

Aj =\/67+ 47

Periodograma: Representacion grafica de la contribucién de cada fre-
cuencia bésica en funcién de f;, es decir,

2
nAj

BN (1.9)

I(f;) =
Notas:

v’ Se puede ajustar un modelo para cualquier frecuencia 0 < f < 0,5
aunque no sea una fraccion exacta, pero los senos y cosenos corre-
spondientes pierden la simetria y ortogonalidad.
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spectrum

v' Puede ser que nuestros datos sean, por ejemplo, mensuales (f = 1/12),
pero que no exista ninguna frecuencia basica igual a 1/2. Sin embargo,
para cualquier frecuencia no basica 0 < f < 0,5 existe una frecuencia
bésica f; que es muy proxima a f, ya que [ estara entre comprendida
entre dos frecuencias basicas que se diferencian en f; — f;_1 = 1/n,
que es muy pequeno para n grande. Asi, podemos obtener una idea de
la amplitud de la onda con frecuencia f utilizando la frecuencia basica
més cercada f;.

Periodograma suavizado: En lugar de lineas, construimos rectangulos
con altura I(f;), centro de la base en f; y longitud de la base 1/n. El pe-
riodograma se puede suavizar al igual que se hace con el histograma para
aproximar una funcién de densidad. Area total del periodograma suaviza-
do: s7.

Ejemplos: Ajustamos el modelo para muiltiples ciclos y obtenemos el pe-
riodograma para la serie formada por las primeras 156 observaciones de las
series de la temperatura y la lluvia en Dusseldorf.

Figura 1.9: Deteccién de ciclos multiples: Periodograma.
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