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4.1. METODO DE LOS MOMENTOS

Consideremos una poblacién con distribucion dependiente de K parametros desconocidos
01, ...,0k. Los momentos poblacionales (si existen) son en general funcién de 64, ..., 0.

Momentos poblacionales:

a. = E(X")=a.(01,...,0k), 7=1,2,3,...

Momentos muestrales:

1
r:_E XT, =1,2,3,...
a ni:1 i r

Método de los momentos: Igualar los K primeros momentos poblacionales no nulos a
sus correspondientes K momentos muestrales, y resolver el sistema de ecuaciones para

(917'“70[{):
a-(01,...,0g)=a,, r=1,..., K.
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Ejemplo 1 Sea X una v.a. N(u,0?) y sea (X1,...,X,,) una m.a.s. de X. Obtener
estimadores de ;1 y 02 por el método de los momentos.
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Ejemplo 2 Sea (Xi,...,X,) unam.a.s. deunav.a. X ~ U(0,0). Obtener el estimador
de 6 por el método de los momentos.

Nota 1 Si los parametros desconocidos se pueden escribir de la forma 6; =
gi(ai,...,ak), donde g; es continua, ¢ = 1,..., K, entonces los estimadores de los

momentos son 6; = g;(a1,...,ax), i =1,..., K.
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Proposicion 1 (Consistencia de los estimadores de momentos)
Sea (X1,...,X,) una m.a.s. de una v.a. X dependiente de los parametros desconoci-
dos 61, ...,0k, tal que

E[(XF-—ap)? <00, k=1,...,K.

Supongamos que 0; = g;(a1,...,ak), donde g; es continua, i = 1,..., K. Entonces,
éi:gi(al,...,aK) 2%, i=1,...,K.

Prueba:
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4.2 METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Ejemplo 3 Lanzamiento de una moneda dos veces de forma independiente.
X: Numero de caras obtenidas en los dos lanzamientos.

X ~ Bin(n =2,0), § = P(cara) € {0,2,0,8}.

p(z:0) = ( . ) 6°(1— )2~ 2—=0,1,2.

X

0 | 2=0 xz=1 x=2
0.2 | 0.64 0.32 0.04
0.8 | 0.04 0.32 0.64

Estimacién de 0O: A ) )
r=0—-560=02, xz=2—-0=08  z=1—-0=0266=0,8.

Idea: Estimar 6 con el valor para el cual la probabilidad de que ocurra lo que se ha
observado sea maxima, es decir, seleccionar el valor de 6 mas creible (mas verosimil) si

se ha observado la muestra (z1,...,x,), .
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Estimador maximo-verosimil: Sea (X; = x1,..., X,, = x,,) la realizacién de una m.a.s.
de una poblacién con f.d. F'(-;0), § € ©, donde § € IR*. El estimador maximo-verosimil

A

(EMV) de 6 es la cantidad 8 que verifica

L(O;xq,...,x,) = r@neaécl)(@; T1yeeeyTp).

Nota 2 A menudo los EMV se obtienen a partir de la logverosimilitud
1(0;21,...,2,) =log L(O; 21, ...,2,).

Nota 3 Posibilidades

(a) © finito — evaluar la verosimilitud L(0;x1,...,x,) en cada elemento de © y se-
leccionar el maximo.
(b) © infinito: Dos posibilidades
(b.1) L(6;z1,...,x,) derivable respecto de 8§— Resolver las ecuaciones de maxima
verosimilitud 5

00;
Comparar las soluciones obtenidas entre si y con los valores de la frontera de ©
para encontrar el maximo global.

L(@;Qﬁl,...,ﬂjn):O, ]:1,,]€
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(b.2) L(6;x1,...,x,) no derivable respecto de — Buscar los méximos estudiando el
crecimiento y decrecimiento de la verosimilitud.

Ejemplo 4 Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. de una v.a. X ~ N(u,oc?). Obténganse los
EMV de py o?.

v’ Los EMV no tienen por qué ser insesgados.

Ejemplo 5 Considera el experimento del Ejemplo 3 pero con el espacio paramétrico
continuo © = [0, 1]. Calcula el EMV de 6 segtin el método descrito en la Nota 3.
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Verosimilitud no continua en ©:

Ejemplo 6 Sea (X1,...,X,) una m.a.s. de X ~ U][0,#]. Calcular el EMV de 6.
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v' EI EMV no tiene por qué ser Unico.

Proposiciéon 2 Si existe un estimador centrado y eficiente para 6, entonces ése es el
unico EMV de 6.

Ejemplo 7 Sea (X1,...,X,) una m.a.s. de X ~ Ul[6 — 1,60 + 1]. Obténgase el EMV
de 6.

v EI EMV es funcién de cualquier estadistico suficiente; sin embargo, esta funcién
no tiene por qué ser biyectiva. Por tanto, el EMV no tiene por que ser suficiente.
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Ejemplo 8 Sea Xi,...,X,, una m.a.s. de una U|#,260]. Obtener un estadistico sufi-
ciente para 6 y el EMV de 6. ;Es el EMV suficiente?
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Proposicion 3 El EMV es invariante respecto de transformaciones biunivocas del
parametro. Es decir, si w = h(f), donde h es biyectiva y 8 es el EMV de 6, entonces
w = h(0) es el EMV de w.

Prueba:
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Ejemplo 9 La duracién de cierto tipo de lamparas es exponencial de media descono-
cida 6. Después de observar la vida de n de ellas, estimar la probabilidad de que la
duracién de una de tales lAmparas sea superior a 500 horas.
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Teorema 1 Sea f(x;0) la funcién de densidad (o de cuantia) de una v.a. X, donde
0 € O, siendo © un intervalo abierto de IR. Bajo ciertas condiciones de regularidad,
cualquier solucién 6,, de la ecuacion de verosimilitud que sea consistente para 6 verifica
que

V(B —0) = N(0,1(0)7). (1)
Nota 4 La relacion (1) se puede escribir como

A

0, = N(0,[nI(0)]"1), para n grande;

y también como
0, = N(0,Z.%(0)), para n grande.
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Ejemplo 10 Sea (X1,...,X,) una m.a.s. de una v.a. X ~ ~v(k,1/6), de densidad

Hk
f(x;0) = %xk_le_em, x>0, k>0, 60>0,

donde k es conocido y 6 es desconocido. Calcilese el EMV de 6 y obténgase su dis-
tribucion asintoética.
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