ACTIVIDAD 3: INTRODUCCION A LA INFERENCIA
INFERENCIA ESTADISTICA

Problema 1 La Agencia para la Proteccion Ambiental esta interesada en el problema de
establecer normas para la cantidad permisible de ciertos productos quimicos toxicos en
lagos y rios de agua dulce. Una medida comin de la toxicidad de cualquier contaminante
es la concentracion del contaminante que matara la mitad de especimenes de prueba en un
intervalo de tiempo dado (normalmente 96 horas para peces). Esta medida de toxicidad
se denomina CL50 del contaminante en cuestion. En muchos estudios se ha observado
que el logaritmo neperiano del CL50 de un contaminante tiene una distribucién normal.
Estudios sobre la toxicidad del cobre para una especie de peces A revelan una varianza
de In(C'L50) de alrededor de 0.4 mg/l. Si se efectian n = 10 mediciones de la toxicidad
del cobre, encuentre la probabilidad de que la media de la muestra de In(C'L50) difiera
de la verdadera media de {n(C'L50) en no mas de 0.5.

Problema 2 (Continuacién del Problema 1). Se efectian mediciones de toxicidad del
cobre sobre otra especie de peces B, para la que otros estudios indican que la varianza de
In(C'L50) es de 0.8. Si se asume que las medias poblacionales de in(C'L50) son iguales para
ambas especies, encuentre la probabilidad de que con muestras aleatorias de 10 mediciones
para cada especie, la media muestral para la especie A exceda a la media muestral de la

especie B por lo menos en una unidad.

Problema 3 Sea (X;,...,X,) una m.a.s. de una N(u,0?), con py o2 desconocidas. A

la hora de estimar o2, se toman la varianza muestral S? y la cuasivarianza muestral S’2.
(a) Calcula la esperanza de los dos estimadores. {Cudl es mds cercana a o?
(b) Calcula la varianza de ambos estimadores. ;{Cudl es menor?

Nota. Utiliza el Teorema de Fisher.

Problema 4 Sea (X1,Y7),...,(X,,Y,) una m.a.s. de un vector aleatorio bidimensional

(X,Y) con distribucién normal bivariante, con vector de medias cero y matriz de covari-
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Calcular la esperanza de la covarianza muestral

anzas
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Sxy = - (X, = X)(Y;-Y).
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Problema 5 Los amperimetros producidos por una compania en particular se venden en

el mercado con la especificacion de que la varianza de las lecturas no es mayor que 0.04



amp. Se utilizé uno de estos amperimetros para efectuar 10 lecturas independientes en un
circuito de prueba con corriente constante. Si la varianza de estas mediciones es de 0.08, y
es razonable suponer que las lecturas tienen distribucion normal, ;jindican los resultados
que el amperimetro que se utilizé no cumple la especificacion, o han sido simplemente
mediciones desafortunadas? Para contestar, calcule la probabilidad de que la varianza

muestral exceda 0.08, si la varianza real es de 0.04.

Problema 6 Sea X una v.a. U(0,6), y sea (Xi,...,X,,) una m.a.s. de X. Para estimar

0, se considera el estimador =X (n)-
(a) Calcula la funcién de distribucién de 6.
(b) Calcula la funcién de densidad de 6.

(¢) Calcula la media y la varianza de 6.

Problema 7 Un antropélogo desea estimar la estatura promedio de los hombres de cierta
raza. Si se supone que la desviacion estandar de la poblacién es de 2.5 pulgadas y se

selecciona al azar a 100 hombres de la raza en cuestion:

(a) Encuentre la probabilidad de que la diferencia entre la estatura media de la muestra

y la estatura media verdadera de la poblaciéon no exceda de 0.5 pulgadas.

(b) Si el antropélogo desea que la diferencia entre la media muestral y la media pobla-
cional sea menor de 0.4 pulgadas con probabilidad 0.95, ;cudntos hombres tendria

que seleccionar?

Problema 8 Se colocan 25 tubos de luz infrarroja en un invernadero, de tal menera que
si falla un foco, automaticamente se enciende otro. Los focos tienen una vida media de 50
horas y una desviacion estandar de 4 horas, siendo la vida de distintos focos independiente.
Si no se inspecciona el invernadero durante 1300 horas después de encender el sistema
de focos, jcudl es la probabilidad de que haya luz al final del periodo de tiempo de 1300

horas?

Problema 9 Sean (X,...,X,,) e (Y1,...,Y,,) dos m.a.s. independientes de dos pobla-

ciones con medias ju; y 2 y con varianzas o? y o3 respectivamente. Si ny y ny son grandes,
(a) ;Qué distribucién aproximada tendra X — Y7

(b) Sio? =2, 02 =257y n; = ny, determinar el tamafo de ambas muestras para que

X —Y se aleje como maximo en 0.5 unidades de p; — pp con probabilidad 0.95.



Problema 10 Se procede a detener el funcionamiento de una maquina para repararla
si en una muestra aleatoria de 100 articulos de la produccion diaria de la maquina se
encuentran por lo menos 15 articulos defectuosos. Si realmente la maquina produce sélo

un 10 % de defectuosos, encuentre la probabilidad de que se pare la maquina un dia dado.

Problema 11 (a) Sea (Xi,...,X,,) una m.a.s. de una v.a. con media p; y varianza o},

y sea (Y1,...,Y,) otram.a.s., independiente de la anterior, de una v.a. con media jio
y varianza o3. Calcular la distribucién asintética (n — o), justificando el resultado,
de la v.a. _
b X =T) = — )
(0f +03)/n

(b) El flujo de agua a través de los suelos depende, entre otras cosas, de la porosidad
(proporcién del volumen de huecos) del suelo. Para la comparacién de dos tipos de
suelos arenosos, A y B, se obtienen 50 mediciones de la porosidad de cada tipo de
suelo. Por estudios anteriores, se sabe que las varianzas de la porosidades en los
tipos de suelo son 0% = 0,01 y 0% = 0,02 respectivamente. Calcular la probabilidad
de que el valor de la diferencia entre las porosidades medias de las muestras diste

como maximo 0.05 unidades de la diferencia entre las porosidades medias reales,

KA — KB-

Problema 12 En un control sobre la abundancia relativa de una especie de pez en dos
lagos distintos A y B, se ponen 50 trampas en cada lago, y en cada trampa se apunta si se
recogen o no peces de la especie en cuestion. La experiencia previa ha mostrado que esta
especie aparecerd en las trampas del lago A aproximadamente en un 10 % de la veces y
en las del lago B en un 20 % de las veces. Aproximar la probabilidad de que la diferencia
de proporciones de aparicion de la especie en cada lago difiera como maximo en 0.1 de la

diferencia de proporciones reales.

Problema 13 Sean X; ~ N(i0,1), ¢ = 1,...,n, variables aleatorias independientes.

Obtener la distribucién del estimador de 6,

Problema 14 Ciertos componentes electrénicos tienen tiempos de vida que se pueden
modelizar mediante una distribucién Weibull de parametro § desconocido. La funcién de

distribucién de esta variable aleatoria es
F(x;8) =1 —exp(—2*?/B), > 0.

Si se toma una m.a.s. (Xy,..., X,) de tiempos de vida de n de estas componentes, calcula

la distribucién asintética (para n grande) de B =>r, Xf /2 /n.



Problema 15 (Exdamen Junio 2006) (5 ptos.) A la hora de estimar los ingresos medios
de los hogares, se toma una muestra aleatoria de n hogares. Se sabe que los ingresos totales
de un hogar i, Y;, estan relacionados con el nimero de personas activas en dicho hogar,
z;. Concretamente, se sabe que Y; ~ N(Bz;,0%), 7 = 1,...,n, donde x; son constantes
conocidas (no aleatorias), y 3y o son parametros desconocidos. Si se toman los siguientes
estimadores . .
B= T gt LSy,

21 T Nz
calcular su esperanza y su varianza, suponiendo que los ingresos de hogares distintos son
independientes.

Nota. Se verifica ng?/o? ~ X2_,.



