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Prodlogo

Cuando disponemos de dos distribuciones de probabilidad multivariante o
dos conjuntos de datos con el mismo nuimero de variables, la comparacién
de ambas probabilidades, o ambos conjuntos de datos segin su variabilidad
puede sernos muy util. Asi, si resumimos la riqueza de un conjunto de indi-
viduos en una serie de variables, podremos comparar diferentes poblaciones
para estudiar en cudl de ellas existen mayores desigualdades sociales. Si los
datos que almacenamos en dichas variables son relativos al comportamiento
de una cierta maquina o los resultados en bolsa de un conjunto de empresas,
podremos estudiar el comportamiento de qué maquina o de qué conjunto de

empresas es mas inestable.

Es también 1til para un anélisis descriptivo de datos la obtencién de con-
juntos de puntos representativos de la poblacién y, con mayor generalidad, la
obtencion de conjuntos de puntos que son representativos de la poblacién en
cierto grado. Para el caso unidimensional la mediana y los intervalos inter-
cuantilicos suelen ser los estadisticos elegidos para desempenar tal funcion,
sin embargo en el caso multivariante existen diferentes candidatos y la elec-
cién de un estadistico u otro depende de la situacion particular que estemos

considerando.

En esta memoria estudiamos la variabilidad de distribuciones de pro-
babilidad multidimensionales utilizando ordenaciones estocasticas convexas
e indices de desigualdad y relacionamos el problema de las comparaciones
estocasticas con el de la obtencién de conjuntos de puntos centrales. Cons-

truimos un nuevo marco para obtener regiones centrales con respecto a una
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xii Prologo

distribucion de probabilidad y demostramos que dicho marco generaliza va-
rios casos particulares de regiones centrales ya cldsicas. Ademéds, proponemos
varias definiciones para estudiar el grado de centralidad de un punto con res-
pecto a una distribucion de probabilidad.

La memoria esté dividida en cinco capitulos, ademas del Capitulo 0. En el
Capitulo 0 se enuncian conceptos previos que resultan ttiles a lo largo de toda
la memoria. En concreto, se presentan resultados sobre la convergencia débil
de probabilidades, los conjuntos aleatorios, zonoides y zonotopos, funciones
de profundidad y regiones centrales y finalmente 6rdenes estocésticos.

Los Capitulos 1 y 2 tratan la variabilidad de los elementos aleatorios. A
lo largo del Capitulo 1 se estudia un nuevo orden estocastico convexo para
vectores aleatorios, el orden simétrico y se extiende, conjuntamente con otros
ordenes convexos clasicos, al caso de los conjuntos aleatorios. Finalmente, se
propone una nueva métrica de probabilidad. La variabilidad de los conjun-
tos aleatorios se estudia en el Capitulo 2 mediante una nueva familia de
indices de desigualdad cuyas propiedades mas importantes y su relacién con
los érdenes estocdasticos convexos son analizadas. Para finalizar, examinamos
el comportamiento de dichos indices de desigualdad mediante un ejemplo
practico.

La centralidad de un punto con respecto a una distribucion de probabi-
lidad se trata en los Capitulos 3, 4 y 5. En los Capitulos 3 y 4 se propone un
nuevo marco que engloba un gran nimero de regiones centrales, y por tanto
funciones de profundidad, cldsicas y también incluye las regiones centrales
inspiradas en el orden estocéstico simétrico del Capitulo 1. La idea basica
consiste en hacer que la profundidad de un punto con respecto a una dis-
tribucion de probabilidad venga determinada por otra probabilidad que se
obtiene a partir de la original redistribuyendo la masa a lo largo de su so-
porte. Asi se definen las regiones centrales recortadas y las regiones centrales
integrales. De estas tltimas es importante destacar su relacion con la familia
de los 6rdenes estocasticos integrales. Por tltimo, en el Capitulo 5 se definen
tres nuevas funciones de profundidad, todas ellas con la particularidad de

que vienen determinadas por un numero de observaciones independientes de



xiii

un vector aleatorio. Ademas, debido a su relacién con las nuevas funciones
de profundidad, se resuelve el problema del recubrimiento de la circunferen-
cia con semicircunferencias y se define un nuevo orden estocéastico segin la

variabilidad para vectores aleatorios.
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Capitulo 0

Preliminares

En este capitulo se recogen las nociones y resultados fundamentales que son
necesarios para el desarrollo de la memoria. Se estructura en cinco seccio-
nes; en la primera se introduce la convergencia débil de probabilidades, y a
continuacion se estudian sucesivamente los conjuntos aleatorios, los zonoides
y zonotopos y las funciones de profundidad y regiones centrales. La ultima
seccién estd dedicada a los érdenes estocasticos.

0.1. Convergencia débil de probabilidades

A lo largo de esta memoria trabajaremos con distribuciones de probabilidad
definidas sobre By, la o-algebra de Borel asociada a la topologia inducida por
la métrica euclidea en R?. Al conjunto de tales distribuciones de probabilidad
lo denotaremos por P.

A continuacién damos varias definiciones y resultados sobre probabili-
dades, en concreto sobre la convergencia débil de probabilidades, particula-
rizados a P y extraidos en su mayoria de Billingsley (1999).

Definicion 0.1.1. Decimos que una sucesién de probabilidades {P, },eny C P
converge débilmente hacia P € P si para toda funciéon real continua y acotada
f, se cumple [,, fdP, — [p. fdP. A la convergencia débil la denotamos
por P, = P.
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Del mismo modo, dos probabilidades son iguales si la integral de toda
funcién real continua y acotada respecto de ellas coincide.

Existen varias condiciones equivalentes a la convergencia débil, las mas
importantes se enuncian en el Teorema de Portmanteau (Teorema 2.1 en
Billingsley, 1999). A continuacién se establece dicho resultado en el caso
particular de P.

Teorema 0.1.1. Sean P, P, € P para todo n € N, las siguientes cinco con-

diciones son equivalentes:
1. P,= P;

. lim, [ fdP, = [ fdP para cualquier funcion real f uniformemente
continua y acotada;

i limsup,, P,(F) < P(F) para cualquier conjunto cerrado F C RY;
w. liminf, P,(G) > P(G) para cualquier conjunto abierto G C RY;

v. lim,, P,(A) = P(A) para cualquier conjunto de P-continuidad A C R,
un conjunto A € By se dice que es un conjunto de P-continuidad si
P(0A) =0, donde DA denota a la frontera de A.

Una probabilidad P definida sobre la o-algebra de Borel asociada a una
topologia se dice regular si para cualquier conjunto A de dicha o-algebra y
cualquier € > 0, existen un conjunto cerrado F' y otro abierto G tales que
FCACGyP(G\F)<e. La condicién de regularidad nos resultard muy
util para probar la pertenencia de diversas probabilidades a ciertas clases.

Teorema 0.1.2 (Teorema 1.1 en Billingsley, 1999). Toda probabilidad
en un espacio métrico es reqular.

En consecuencia, toda probabilidad P € IP es regular.
El concepto de familias tight aparecera con cierta frecuencia a lo largo

de esta memoria.



0.1. Convergencia débil de probabilidades 3

Definicion 0.1.2. Una familia IT C P se dice tight si para todo € > 0 existe un
conjunto compacto K C R? tal que P(K) > 1 —¢ para todo P € II. Decimos
que una probabilidad P es tight si la familia formada exclusivamente por P
es tight.

El Teorema 1.4 en Billingsley (1999) establece que toda probabilidad en
un espacio métrico completo y separable es tight. Como R? con la métrica
euclidea es completo y separable, se cumple el siguiente resultado.

Teorema 0.1.3. Toda probabilidad de P es tight.

Una vez que sabemos que toda probabilidad de P es tight, el primer
ejemplo de un conjunto de probabilidades que satisface la propiedad de ser
tight es el formado por los todos los elementos de una sucesion débilmente
convergente. El Teorema 8 en el Apéndice III de Billingsley (1999) establece
que dada una sucesién de probabilidades tight en un espacio métrico que
converge débilmente a otra probabilidad tight, el conjunto formado por todas
las probabilidades de la sucesion y la probabilidad limite es tight. Como segin
el Teorema 0.1.3 tenemos que toda probabilidad de P es tight, podemos
especializar dicho resultado para las probabilidades de P.

Teorema 0.1.4. Si P, P, € P para todo n € N y P, = P, entonces el
conjunto {P, Py, Py, ...} es tight.

La topologia de la convergencia débil

Se puede construir una topologia en P de tal modo que la convergencia con
respecto a ella sea la convergencia débil. Los conjuntos de la forma

{(QeP: QF) < P(F)+e i=1,...,k}

(donde P € P, los conjuntos F; C R? son cerrados, ¢ > 0 y k € N), constitu-
yen una base de la topologia llamada topologia de la convergencia débil en P
que es aquella para la que la convergencia débil coincide con la convergencia

con respecto a ella misma.
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Un conjunto se dice relativamente compacto si toda sucesion suya con-
tiene alguna subsucesién convergente. El Teorema de Prohorov (Teorema 6.1
en Billingsley, 1999) establece que todo conjunto de probabilidades definidas
en un espacio métrico que satisface la condicién de ser tight es relativamente
compacto. Tal condicién ha de interpretarse con respecto a la topologia de
la convergencia débil.

Teorema 0.1.5. Si Il C P es tight, entonces es relativamente compacto.

El Teorema de Prohorov tiene numerosas consecuencias en el contexto
de la topologia de la convergencia débil. Asi el Teorema 6 en el Apéndice III
de Billingsley (1999) establece una serie de resultados de los que nos interesa

la siguiente particularizacion.

Teorema 0.1.6. Si Il C P es tight, entonces su clausura con respecto a
la topologia de la convergencia débil es compacta también con respecto a la

topologia de la convergencia débil.

0.2. Conjuntos aleatorios

Un conjunto aleatorio cerrado en R es una aplicacién de cierto espacio de
probabilidad (£2, A, Pr) en la familia de conjuntos cerrados en R? medible res-
pecto de la o-algebra de Borel asociada a la topologia “hit-or-miss” definida
en la familia de los conjuntos cerrados. Esta o-algebra, a la que denotamos
por oy, estd engendrada por las familias de conjuntos cerrados que dado un

conjunto compacto fijo, no tienen ningin elemento comin con él, es decir,
N d . _ . d
Op = a({{F CR%cerrado: FNK =0}: K CR Compacto}).

Como referencias basicas en la Teoria de los Conjuntos Aleatorios cabe des-
tacar las monografias de Matheron (1975), Molchanov (1993), Stoyan et al.
(1995) y las breves recopilaciones de Stoyan (1998) y Molchanov (1999).
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La suma de Minkowski de dos conjuntos A, B C R? se denota por A +
B y es el conjunto formado por la suma de cada par de elementos de A
y B, es decir, A+ B := {a+b: a € Ab € B}. Dados dos conjuntos
aleatorios cerrados, su union, interseccién y suma de Minkowski conservan la
medibilidad y son, por tanto, conjuntos aleatorios cerrados, véase la Seccion
1.5 en Molchanov (1993). Otro ejemplo de un conjunto aleatorio cerrado es
el conjunto {£}, siempre que £ sea un vector aleatorio.

Denotamos por K a la familia de subconjuntos compactos no vacios de
R?. Sobre dicha clase se define la distancia de Hausdorff, que se denota por
dy, v para dos elementos A, B € K, viene dada por cualquiera de la dos

siguientes expresiones equivalentes,

dy(A, B) : = max { sup ;gg la — bl iug ir€1£ lla — bH}
c a

acA

=inf{r>0: ACB"y BCA"},

donde || -|| es la norma euclidea 'y A" es el r-entorno del conjunto A, es decir,
la suma de Minkowski de A y la bola cerrada centrada en el origen y de radio
r,estoes, A" := A+ B,.

El conjunto K dotado de la métrica de Hausdorff forma un espacio métri-
co completo y separable, véase Debreu (1967).

Un conjunto aleatorio compacto en R? es un conjunto aleatorio cerrado
que toma casi seguro conjuntos compactos como imagen. Una aplicacién
X : Q — K es un conjunto aleatorio compacto si y sélo si es medible
respecto de la o-algebra de Borel asociada a la topologia generada por la
distancia de Hausdorff, véase, por ejemplo, Debreu (1967) y Stoyan (1998).

Un conjunto A C R? se dice convezo si para cualesquiera a,b € Ay
A € (0,1), se tiene que Aa+ (1 — )b € A. Si un conjunto aleatorio cerrado es
casi seguro convexo, decimos que se trata de un conjunto aleatorio cerrado y
convezo, si un conjunto aleatorio cerrado es casi seguro compacto y convexo,
decimos que se trata de un conjunto aleatorio compacto y convexo. Denota-
mos por K, a la familia de subconjuntos no vacios compactos y convexos de

R?, es decir a la familia de cuerpos convezos de RY.
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Un vector aleatorio £ es una seleccton de un conjunto aleatorio X si
¢ € X c.s. donde c.s. denota casi seguro. Si estamos trabajando con varias
probabilidades y puede surgir alguna ambigiiedad, tras c.s. escribiremos entre
corchetes la probabilidad con respecto a la que se da el casi seguro. Todo

conjunto aleatorio cerrado X no vacio c.s. tiene, al menos, una seleccién.

0.2.1. Esperanza de Aumann

Si al menos una seleccién de X es integrable, podemos definir la esperanza de
Aumann de X, a la que denotamos por EX, como el conjunto de esperanzas
de todas sus selecciones integrables, es decir

EX = {E¢ : £ seleccion integrable de X'},

donde E¢ denota a la esperanza del vector aleatorio . Aumann (1965) rea-
liz6 esta misma construccién para definir la integral de una funciéon multi-
valuada y Molchanov (1998) recopila y compara diferentes definiciones de
esperanzas para conjuntos aleatorios.

La esperanza de Aumann de un conjunto aleatorio convexo es convexa y
dado cualquier conjunto aleatorio definido sobre un espacio de probabilidad
no atémico, su esperanza de Aumann también serd convexa, en tal caso
EX = Eco(X) donde co(X) denota a la envolvente convexa de X, es decir
al menor conjunto convexo que contiene a X.

La esperanza de Aumann es equivariante afin, es decir, dado un conjunto
aleatorio X en RY, una matriz A € R¥9 y un vector b € R%, se cumple
E[AX +b] = AEX +b.

Dado X : 2 — K un conjunto aleatorio compacto no vacio, X se dice
integrablemente acotado si E|| X|| es finito, donde ||X|| := sup{||z|| : = € X}
es la variable aleatoria magnitud del conjunto aleatorio X. La medibilidad
de la variable aleatoria || X|| y la de dg(X,Y) donde X,Y : Q@ — K son

conjuntos aleatorios compactos no vacios ha sido demostrada por Hiai y
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Umegaki (1977). Si X : Q@ — K es un conjunto aleatorio compacto inte-
grablemente acotado, entonces su esperanza de Aumann EX es un conjunto
compacto.

Otra forma alternativa para el cdlculo de la esperanza de Aumann de
un conjunto aleatorio esta basada en la funcién soporte. La funcion soporte
de un conjunto K C R? se define para cualquier u € R? como h(K,u) 1=
sup{(z,u) : « € K}, donde (-,-) denota al producto escalar. La funcién
soporte de la esperanza de Aumann de un conjunto aleatorio en cualquier
direccién es la esperanza de la funcion soporte del conjunto aleatorio en la
misma direccién, véase pag. 15 en Molchanov (1993). Es decir, si al menos
una seleccién de X es integrable, existe su esperanza de Aumann y para

cualquier u € R? se cumple

Eh(X,u) = h(EX, u). (1)

Obsérvese que esta relacién es valida para cualquier conjunto aleatorio ce-
rrado con tal de que sea no vacio y alguna de sus selecciones sea integrable.
Ademas, como la funcién soporte caracteriza los conjuntos cerrados convexos,
la relacién (1) determina la esperanza de Aumann de un conjunto aleatorio
siempre que ésta sea convexa, por consiguiente en casos como cuando el es-

pacio de probabilidad es no atémico o el conjunto aleatorio es convexo.

El siguiente resultado es una particularizaciéon del Teorema 4.1 en Hiai
y Umegaki (1977) y ofrece una cota de la distancia de Hausdorff entre las
esperanzas de Aumann de dos conjuntos aleatorios integrablemente acotados
definidos sobre un mismo espacio de probabilidad.

Teorema 0.2.1. 57 X,Y : QQ — K son dos conjuntos aleatorios integrable-

mente acotados, entonces se cumple

dy(EX,EY) < Edy(X,Y).
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0.3. Zonoides y zonotopos

Los zonoides son una clase de cuerpos convexos, en concreto forman la me-
nor clase cerrada para la suma de Minkowski y la distancia de Hausdorff
que contiene a todos los segmentos. La Matematica y mas especificamente el
Anélisis Convexo les ha prestado gran atencién. Entre otros, Bolker (1969)
y (1971) y Goodey y Weil (1993) han estudiado profundamente los zonoides,
mientras que Rockafellar (1970) y Schneider (1993) han escrito sendas mono-
grafias sobre Andlisis Convexo, la segunda de las cuales dedica una seccion

al estudio de los zonoides.

Estos nuevos cuerpos convexos son centralmente simétricos. Un conjunto
K C R? se dice centralmente simétrico si existe un punto § € K tal que para
cualquier x € K, el punto simétrico a x respecto de 0 pertenece a K, es decir,
20 —x € K.

A la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos se le conoce
como politopo. Los zonotopos son una familia especial de politopos y los
zonoides limites de sucesiones de zonotopos.

Definicion 0.3.1. Un zonotopo es una suma de Minkowski de un ntimero finito

de segmentos.

Definicion 0.3.2. Los zonoides son cuerpos convexos centralmente simétricos
que pueden escribirse como el limite en el sentido de Hausdorff de una suce-

sion de zonotopos o equivalentemente como el rango de una medida vectorial.

Es claro, a partir de estas definiciones, que todo zonotopo es un zonoide.

En R? todo cuerpo convexo centralmente simétrico es un zonoide, siendo

éstos, en cambio, escasisimos en R? y dimensiones superiores.

Koshevoy y Mosler (1998) definen el zonoide de un vector aleatorio, o
mas especificamente el zonoide de momentos de un vector aleatorio y su
zonoide elevado y los caracterizan como la esperanza de Aumann de ciertos
segmentos aleatorios.
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Definicién 0.3.3. Dado un vector aleatorio ¢ en R? que induce una distribu-
cién de probabilidad P, definimos su zonoide de momentos, denotado Z(P),

Z(FPe) = {/]Rd zg(x)dPe(z) : g: R —[0,1] medible} = E[0,¢],

donde [0, &] denota al segmento que une el origen con £ y es, por tanto, un
conjunto aleatorio compacto y convexo, mientras que E[0, ] es su esperanza
de Aumann. Fijado un vector aleatorio £, nos referiremos a Z( ) simplemente

como su zonoide.

El zonoide elevado de £ es el zonoide de momentos del vector aleatorio
en R que tiene la primera componente igual a 1 y luego el vector aleatorio
€, es decir (1,€), lo denotamos por Z(Pg) y satisface,

2P : = {( /R g()Py(a), /R d xg(x)dl%(m)) L g R — [0, 1] medible}
= E[0, (1,9)].

Tanto el zonoide como el zonoide elevado de un vector aleatorio son
convexos y contienen al origen de coordenadas. Si ademas el vector aleato-
rio tiene primer momento finito, entonces son zonoides de acuerdo con la
Definicién 0.3.2, por tanto son conjuntos compactos y ademés centralmente
simétricos. El zonoide Z(F:) es centralmente simétrico respecto del punto
E¢/2 y el zonoide elevado Z(Pg) respecto del punto 1/2(1, E). Por tltimo, el
zonoide elevado de un vector aleatorio con primer momento finito caracteriza

su distribucién de probabilidad.

Los zonoides a los que da lugar una distribucién de probabilidad discreta
son simples zonotopos y pueden ayudarnos a entender la estructura de estos
nuevos cuerpos convexos. Si P es una distribucién de probabilidad discreta
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en R? tal que para z1, ..., x, € R? cumple P({z;}) =p; > 0con >\, p; = 1,
entonces da lugar al siguiente zonoide y zonoide elevado,

Z(P):{Zaz‘ffipii 0<a; <1, ‘v’ie{l,...,n}},

i=1
7(P) = {(Z%me%%M) 0<o; <1, Vi e {1,...,n}}.
i=1 i=1

Los zonoides elevados de las distribuciones de las proyecciones unidi-
mensionales de un vector aleatorio son las proyecciones unidimensionales del
zonoide elevado de la distribucién original. A partir del zonoide elevado de
una distribucién P es ficil obtener los zonoides elevados de las distribuciones
Pi¢ .y para cualquier u € R

Teorema 0.3.1 (Proposicién 2.24 en Mosler, 2002). Dado u € R? y
P e P, si P, es una probabilidad en R tal que P,(A) = P({z : (x,u) € A})
para todo A € By, entonces

2P = 2(P) (é f) .

0.4. Funciones de profundidad y regiones cen-

trales

Dado un punto z € R%, las funciones de profundidad le asignan su grado de
centralidad con respecto a una nube de puntos o una probabilidad P € P. En
los tltimos anos, las funciones de profundidad y las regiones centrales han
recibido gran atencion por parte de la comunidad estadistica. Zuo y Serfling
(2000a) proponen condiciones que deberfan satisfacer todas las funciones de
profundidad y comparan algunas profundidades clasicas. Los mismos autores
Zuo y Serfling (2000c) estudian algunas propiedades de los contornos de
las regiones centrales. En este punto hay que resenar que fue Liu (1990) la

primera en introducir sistematicamente las propiedades que entendia que una
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funcién de profundidad deberia satisfacer, con el fin de estudiarlas para el
caso concreto de la profundidad simplicial.

Segiin la Definicién 2.1 en Zuo y Serfling (2000a), una funcién de pro-
fundidad estadistica se define como sigue.

Definicion 0.4.1. Una funcion de profundidad estadistica es una aplicacion

acotada no negativa D(+;-) : R x P — R que satisface:

i. Invarianza afin. D(Azx + b; Pag+y) = D(x; Pe) se cumple para cualquier
vector aleatorio ¢ en RY, cualquier matriz no singular A € R%9 y
cualquier b € R?;

ii. Mazimalidad en el centro. D(6; P) = sup D(z; P) se cumple para cual-
z€R4
quier P € P con centro en 0,

iii. Monotonia con respecto al punto mds profundo. Para cualquier P € P
con punto més profundo @ y para todo a € [0, 1], se cumple D(z; P) <
D0+ a(x — 6); P);

iv. Se anula en el infinito. D(z; P) — 0 cuando ||z|| — 400, para cual-
quier P € P.

El centro de una distribucién de probabilidad serd un punto que satisface

alguna definicién de estimador de localizacién o simetria multivariante.

Toda funcion de profundidad tiene una familia de regiones centrales aso-
ciada. La region central de profundidad o asociada con la funcion de profun-
didad D(+; P) se denota por D*(P) y se define como,

D*(P) :={z € R": D(z; P) > a}.

Las propiedades que una familia de regiones centrales debe satisfacer segin
el Teorema 3.1 en Zuo y Serfling (2000c) son:
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i. Equivarianza afin. D*(Py;) = AD*(P)+0b, donde P4 es una probabi-
lidad en R? tal que Pq,(C) = P({z: Az +b € C}) para todo C € By,
se deduce de la invarianza afin de la profundidad;

ii. Anidamiento. Si a > 3, se tiene D*(P) C DP(P);

iii. Conexion. D¥(P) es conexa, se deduce de la monotonia con respecto al
punto mas profundo de la profundidad;

iv. Compacidad. D*(P) es compacta.

Ademas de estas propiedades, a efectos practicos, es interesante imponer
algunas condiciones mas fuertes, por ejemplo que las regiones centrales sean
convezas, condicion mas fuerte que la conerion. Recordamos que un conjunto
A C R? es conexo si no existe ningtin par de conjuntos abiertos disjuntos
Vi, Vo C RY que satisfagan ANV, £ 0, ANVo A0y AC ViU V.

0.4.1. Profundidad semiespacial o de Tukey

La profundidad semiespacial o de Tukey mide el grado de centralidad de
un punto con respecto a una distribucién de probabilidad considerando el
conjunto de semiespacios cerrados que contienen al punto. Fue introducida
por Tukey (1975) para medir el grado de centralidad de un punto con respecto

a un conjunto finito de puntos.

Definicién 0.4.2. Dado x € R?, la profundidad semiespacial de x con respecto
a P € P, ala que denotamos por HD(z; P), se define como,

HD(x; P) := inf{P(H) : H semiespacio cerrado, x € H}.

Las regiones centrales asociadas con la profundidad semiespacial se de-
finen para cualquier « € (0, 1] como el conjunto de puntos cuya profundidad

semiespacial es al menos «, es decir

HD*(P) := {z € R?: HD(z; P) > a}, a € (0,1].
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0.4.2. Regiones centrales del zonoide

Las regiones centrales del zonoide fueron introducidas por Koshevoy y Mos-
ler (1997b) y estan intimamente relacionadas con el concepto del zonoide
elevado.

Definicion 0.4.3. Para cualquier « € (0, 1], las regiones centrales del zonoide
se definen como

ZD°(P) = { /R rg()dP(e)

g:R* —[0,a7"], medible y /

R4

g(x)dP(z) = 1},

La funcién de profundidad inducida por una familia de regiones centrales
es aquella que asigna a cada x € R? el supremo de los indices o para los
que = pertenece a la region central de grado a. Las regiones centrales del
zonoide de la Definicion 0.4.3 inducen la funciéon de profundidad que aparece
a continuacion,

ZD(z; P) :=sup{a € (0,1] : = € ZD“(P)}.

Las regiones centrales del zonoide se pueden obtener de un modo muy
sencillo a partir del zonoide elevado.

Teorema 0.4.1 (Proposicién 2.2 en Koshevoy y Mosler, 1997b). Da-
da una probabilidad P € P, si para cualquier C C R proj, (C) es la
proyeccion sobre las d ultimas coordenadas de la interseccion de C' con el
hiperplano {x € R . 1 = a}, se cumple la siguiente relacién entre el
zonoide elevado y las regiones centrales del zonoide,

ZD*(P) = a"'proj, (Z(P)).
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0.5. Ordenes estocasticos

Antes de introducir la Teoria de los Ordenes Estocasticos, debemos establecer
lo que es una relacion de orden (parcial). Una relacién binaria ‘<’ definida
en un conjunto arbitrario § se dice que es un orden si satisface las tres

condiciones siguientes:
i. Reflexividad: v < x para todo x € S,
ii. Transitividad: si x <y ey < z, entonces x < z;
iii. Antisimetria: si v < y e y < x, entonces x = .

Una relacion reflexiva y transitiva se dice que es un preorden.

Los odrdenes estocasticos son relaciones de orden parcial entre distribu-
ciones de probabilidad de variables aleatorias, vectores aleatorios o, en gene-
ral, cualquier tipo de elementos aleatorios. Se aplican en numerosos campos
de investigacion cientifica, como puedan ser Economia, Ciencias Actuariales,
Teoria de Colas, Teoria de la Decision, Teoria de la Fiabilidad, Epidemiologia,
etce.

A pesar de que los 6rdenes estocasticos ordenan distribuciones de proba-
bilidad, lo normal en la literatura al respecto es hablar de desigualdad entre
elementos aleatorios, y no entre distribuciones de probabilidad. Asi, dados
§,n dos vectores aleatorios con distribuciones de probabilidad P, P, si estas
probabilidades estan ordenadas respecto de algin orden ‘<’, diremos que £ es
menor que 1 respecto del orden ‘<’ y escribiremos ¢ < 7. Es importante re-
senar que la extensién de cualquier relaciéon de orden entre distribuciones de
probabilidad a vectores aleatorios es, en general, s6lo un preorden entre dichos
vectores, es decir una relacion reflexiva y transitiva, pero no antisimétrica.

Como referencias basicas en el campo de los érdenes estocasticos cabe
destacar las monografias de Shaked y Shanthikumar (1994) y Miiller y Stoyan
(2002).
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0.5.1. Ordenes estocdsticos integrales

Muchos ordenes estocéasticos se definen a partir de relaciones de desigualdad
de esperanzas de transformaciones de variables o vectores aleatorios a través
de las funciones de cierta familia. Concretamente, llamamos orden estocdstico
integral a aquel para el que existe una familia de funciones F tal que dos
elementos aleatorios &,n estan ordenados respecto del orden ‘<z’ relacion
que denotamos por £ <z 7, si y sélo si Ef(¢) < Ef(n) para toda funcién
f € F para la que existan dichas esperanzas. A la familia F se le denomina
familia de generadores del orden ‘<z’

Si la familia F estd compuesta por funciones convexas, decimos que el
orden estocastico integral inducido por F pertenece a la familia de los drdenes
estocasticos convexos.

A continuacién citamos cinco de los érdenes estocédsticos de uso mas
comun entre vectores aleatorios en R, y los describiremos como 6rdenes

integrales:

» El orden estocdstico habitual: £ <4 n siy sélo si Ef(§) < Ef(n) pa-
ra toda funcién f creciente en cada una de sus componentes. Si &, 7
son variables aleatorias, esto equivale a la ordenacién puntual de sus
funciones de distribucién Fe(-) > F,(+);

» El orden convezo: £ <. nsiysélosi Ef(¢) <Ef(n) para toda funcién

f convexa;

» El orden creciente convero: £ <ix 1 si y sélo si Ef(§) < Ef(n) para
toda funcion f creciente en cada una de sus componentes y convexa;

» El orden lineal convero: & <j.x 1 si y s6lo si (§,u) <. (n,u) para todo
v € R La familia de generadores serd Fix = {col :1: R —
R lineal, ¢ : R — R convexa};

» El orden creciente positivo lineal convexo: & <ipex n si y sélo si
(€,u) <iex (n,u) para todo u € R%. La familia de generadores serd
Fiplex = {col 1 R¢Y — R lineal creciente, ¢ : R — R creciente

convexa}.
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Recordamos que una funcién f : R? — R es convera si su epigrafo es
convexo o equivalentemente se tiene que para cualesquiera z,y € R? y X €
(0,1) se cumple f(Ax+ (1 —N)y) < Af(z)+ (1 —=A)f(y). Una funcién se dice
estrictamente conveza si la desigualdad anterior es estricta.

Obsérvese que una funcién [ : R — R es lineal creciente si es de la
forma I(z) = (u,z) con u € R% para todo z € R? donde R? es el primer
cuadrante cerrado.

Miiller (1997b) estudia en profundidad las propiedades de los érdenes
integrales deduciéndolas de las de los conjuntos de funciones que los generan.
En dicho trabajo se resuelve el problema de la caracterizacién de conjuntos
generadores maximales y se razona que no tiene sentido la bisqueda de con-
juntos generadores minimales. En este punto nosotros sélo senalaremos que
cuanto mayor sea la familia de los generadores, mas restricciones se imponen
y, por lo tanto, el orden convexo es mas fuerte que el lineal convexo y el orden
estocastico habitual que el orden creciente convexo y que el orden creciente

positivo lineal convexo.

Nota 0.5.1. Para variables aleatorias el orden lineal convexo y el orden con-
vexo coinciden, y lo mismo sucede con el orden creciente convexo y el orden

creciente positivo lineal convexo.

Nota 0.5.2. La comparaciéon de dos variables aleatorias segiin un orden es-
tocéstico suele ser muy sencilla. Tal comparacion es bastante més dificultosa
en el caso de los vectores aleatorios. A ello y al hecho de que en muchos casos
son las mezclas lineales las tnicas que nos interesan, se debe el exhaustivo
estudio de los drdenes lineales. Un orden estocastico entre vectores aleatorios
es lineal cuando se verifica si y sélo si se verifica la correspondiente relacion de
orden entre cada par de variables aleatorias obtenidas tras aplicar la misma

transformacion lineal de R% en R sobre ambos vectores.

Nota 0.5.3. Obsérvese que la definiciéon de un orden generado por la familia
de composiciones de funciones lineales con funciones crecientes convexas no
tiene sentido ya que, como razoné Scarsini (1998), darfa lugar al orden lineal

convexo. Para generalizar el orden creciente convexo a través de transfor-
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maciones lineales tenemos que considerar sélo las transformaciones lineales

crecientes, también llamadas positivas.

Nota 0.5.4. La definicién de 6rdenes convexos o segun la variabilidad para
variables aleatorias que no tienen primer momento finito conlleva serias di-
ficultades y ademas no tiene sentido ya que si una variable aleatoria £ no
tiene primer momento finito y f es convexa, entonces Ef (&) es finito si y sélo
si f es constante, como razonan Miiller y Stoyan (2002), pag. 15. Por este
motivo, al trabajar con érdenes convexos es necesario hacer la suposicion de

que trabajamos con vectores aleatorios con primer momento finito.

A continuacién repasamos algunas propiedades de los érdenes estocésti-

cos mas utilizados.

Orden estocastico habitual

Teorema 0.5.1 (Teorema 2.1 en Bhattacharjee y Sethuraman, 1990).
St dos wvariables aleatorias satisfacen & < n y para algun o # 0 se verifica

E&£* = En®, entonces € y n tienen la misma distribucion.

Ordenes estocasticos convexos

Teorema 0.5.2 (Teorema 1.5.3 en Miiller y Stoyan, 2002). Dos va-
riables aleatorias &,n estdn ordenadas sequn el orden convexo como & <. n
st y solo si lo estdn respecto del orden creciente convexo, & <ix n y tienen la
misma esperanza, B = En.

Puesto que el orden lineal convexo aplicado sobre vectores aleatorios
implica la ordenacién de cada par de componentes marginales respecto del

orden convexo, el orden lineal convexo implica la igualdad de las esperanzas.

Corolario 0.5.3. Si dos vectores aleatorios £,m estdn ordenados segun el

orden lineal convexro & <ix 1, entonces tienen la misma esperanza, K = En.

En el siguiente resultado aparece por primera vez una notaciéon que se

utilizara con frecuencia a lo largo de la memoria. Dado = € R, denotamos
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por x4 a la parte positiva de x, es decir z; := max{0, z}, mientras que x_
denota a la parte negativa de z, es decir x_ := max{0, —x}, se cumple por

tanto que r = x4 —x_.

Teorema 0.5.4 (Teorema 1.5.7 en Miiller y Stoyan, 2002). Dos va-
riables aleatorias &,m estan ordenadas segun el orden creciente convexo como
& <ix 1 Sty solo st

E(¢ —t)y <E(n—t)y para todot € R.

Teorema 0.5.5 (Teorema 1 en Scarsini, 1998). Si las componentes
marginales de dos vectores aleatorios satisfacen EE2 = En? para todo i €

{1,...,d} y & <ix 1, entonces & y n tienen la misma distribucion.

Teorema 0.5.6 (Teorema 1.5.14 en Miiller y Stoyan, 2002). Para cada
par de variables aleatorias &, n que satisfacen & <ix 1, existe una tercera

variable aleatoria C tal que

5 <t C <ex n.

Teorema 0.5.7 (Teorema 3.4.4 en Miiller y Stoyan, 2002). Si & y n
son dos vectores aleatorios en R cuyas componentes marginales son inde-
pendientes y satisfacen &§ <iex 1; para todo i € {1,...,d}, entonces £ <iex 1.

0.5.2. Ordenes estocasticos por inclusion de conjuntos

Koshevoy y Mosler (1998) definieron el orden del zonoide denotado ‘<y’
mediante una relacién de contenido de zonoides, es decir,

§ <z nsiy sélosiZ(P:) CZ(P,).

Es claro que el orden del zonoide es s6lo un preorden entre las distribucio-
nes de probabilidad de dos vectores aleatorios. No satisface la propiedad de
antisimetria porque el zonoide de un vector aleatorio no caracteriza su dis-

tribucién. El orden del zonoide es mucho menos restrictivo que los demas
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ordenes convexos, y por tanto muchos vectores aleatorios no comparables
respecto de otros érdenes lo son respecto del orden del zonoide. Dall’Aglio y
Scarsini (2003) han utilizado el orden del zonoide para comparar dos vectores
aleatorios segun el grado de dependencia lineal entre sus componentes.

El siguiente resultado puede obtenerse facilmente.

Lema 0.5.8. El orden del zonoide es un orden integral y sus generadores son

de la forma,
Fz={ly : 1:R* — R lineal}, donde I (x) = (x,u), para algin u € RY.

En efecto, dado un vector aleatorio £ y u € R no nulo, la funcién soporte
del zonoide en la direccion de u sera,

h(Z(P{),U) = h(E[O’ 6]7“) = Eh([oaﬂvu) = Eméx{<€a u), O} = E<€a u>+-

La relacién de inclusion para conjuntos convexos equivale a la de menor o

igual de las funciones soporte y a partir de ahi el resultado es claro.

Nota 0.5.5. Podemos considerar al orden del zonoide como un orden convexo,

ya que las funciones de F son convexas.

Para concluir con la relacion de resultados basicos que se utilizaran a
lo largo de esta memoria, se citard la siguiente relacion entre ordenes es-
tocasticos y zonoides. El orden lineal convexo puede caracterizarse también
mediante una relaciéon de inclusién de zonodies, en este caso a través de una

relacion de contenido de zonoides elevados.

Teorema 0.5.9 (Teorema 5.2 en Koshevoy y Mosler, 1998). Dados

&,m dos vectores aleatorios,

€ <iex 1 81 y s6lo si Z(P;) C Z(P,).






Capitulo 1

Orden estocastico segun la

variabilidad

El orden estocastico habitual es una generalizacion del orden existente en
(R, <) y por lo tanto compara vectores aleatorios segun la relaciéon menor o
1gual en cada componente. Los 6rdenes convexos, que son los 6rdenes de los
que nos ocuparemos, comparan vectores aleatorios segin su variabilidad. La
variabilidad de un elemento aleatorio describe el riesgo ante un determinado
resultado incierto. Asi, si dos variables aleatorias con la misma esperanza
describen el resultado de dos inversiones diferentes, cualquiera que desee
evitar riesgos invertird en aquella descrita por la variable aleatoria con menor
variabilidad. Es por esto que los 6rdenes convexos se utilizan en la toma de
decisiones bajo riesgo como se realiza en las Ciencias Actuariales. También
se usan en las Ciencias Sociales para comparar la desigualdad asociada a
diversas variables, tales como riqueza, salario, etc.

En este capitulo definimos un nuevo orden estocéstico convexo, el orden
simétrico (Cascos y Molchanov, 2003) del que damos las propiedades esen-
ciales y lo relacionamos con otros érdenes estocdsticos. Ademads, presentamos
un nuevo cuerpo convexo, la envolvente de zonoides, que determina comple-
tamente la distribucién de vectores aleatorios con primer momento finito. A

partir de ciertas caracterizaciones de varios érdenes estocasticos convexos, en

21
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concreto del orden simétrico, del orden lineal convexo y del orden creciente
positivo lineal convexo en términos de inclusiones de conjuntos, los genera-
lizamos a relaciones entre conjuntos aleatorios y finalmente definimos una
métrica que, bajo ciertas condiciones, es ideal para el esquema de la suma de
vectores aleatorios (Cascos, 2003) .

1.1. Orden simétrico

En esta seccion introduciremos un nuevo orden estocastico integral convexo
para conjuntos aleatorios, el orden simétrico. Estudiaremos sus propiedades
y relaciones con otros érdenes estocasticos asi como condiciones de igualdad
estocastica para vectores aleatorios ordenados respecto del orden simétrico.
Ademas, introduciremos un nuevo cuerpo convexo que sirve para caracterizar
el orden simétrico mediante la relaciéon de contenido.

A lo largo del presente capitulo hacemos dos suposiciones. En primer lu-
gar, asumimos que todos los vectores aleatorios con los que trabajamos tienen
primer momento finito, ya que como se razoné en la Nota 0.5.4, los 6rdenes
estocasticos convexos sélo tienen sentido en este caso. Por otra parte, supone-
mos que todos los elementos aleatorios, tanto vectores como conjuntos estan
definidos sobre espacios de probabilidad no atémicos. Asi, las esperanzas de
Aumann que obtenemos seran siempre conjuntos convexos. Para evitar esta
segunda suposicion bastaria con considerar las esperanzas de Aumann de las
envolventes convexas de los conjuntos aleatorios.

Dado un vector aleatorio £ y » > 0, consideramos el conjunto aleatorio
compacto {£} U B, donde recordamos que B, es la bola cerrada centrada en
el origen de radio r y comparamos la esperanza de Aumann de este tipo de

conjuntos aleatorios segin la relacion de inclusion.

Definicién 1.1.1. Sean £ y 1 dos vectores aleatorios en RY. Decimos que & es
mas pequeno que 7 respecto del orden simétrico, relacion que denotamos por
por § <gym 1 si

E({¢} U B,) CE({n} U B:)

para todo r > 0.
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En el Teorema 1.1.5 se demostrara que la relacion que acabamos de

definir es, en efecto, un orden estocastico.

1.1.1. Propiedades preliminares y caracterizacion

En el caso unidimensional, cuando trabajamos con variables aleatorias, el or-
den simétrico es equivalente al orden creciente convexo de las partes positiva
y negativa de las variables aleatorias a comparar. Es ésta la razon por la que
denominamos a la relacion ‘<’ orden simétrico, el que las partes positiva

y negativa de una variable aleatoria juegan un papel simétrico.

Teorema 1.1.1. Dadas dos variables aleatorias &,m, se cumple § <¢ym 1 S0
y solo st

54' SiCX N+ Y 6— Sicx n— .

Demostracion. Dada una variable aleatoria £, se cumple

E({g} U Br) = E[min{§7 _T}7 méx{&, T}]
= [r —E(=§—71)s,r + EE —r)4].

Entonces § <gym nsiysolosiE({—r); < E(n—r); yE(—=£—r)y <E(—n—r)4
para todo r > 0. Esto se cumple si y s6lo si E(§y — 1)y < E(ny — 7)) y
E(_ —r)y <E(n- —r), para todo r € R, lo que, por el Teorema 0.5.4, es
equivalente a & <jex N1+ V €= <iex M- - O

La relacién ‘<g," es de hecho un orden estocéstico lineal.

Teorema 1.1.2. Dados dos vectores aleatorios cualesquiera, § <gm 1 St Y

sdlo si (€, u) <qym (n,u) para todo u € RY.

Demostracién. Obsérvese que para cualquier u € R y r > 0 se tiene que

WE({E} U B,), u) = ER({E} U By, u)
= Emax{(§, u), rllull} = rllull + E(E u) —rllul])+.
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Por lo tanto, razonando como en el Teorema 1.1.1, la relacién § <y, 7 se
satisface si y s6lo si (€, u)y <iex (1, u), es cierto para todo u € RY. Aplicando
de nuevo el mismo resultado, esto es equivalente a (&, u) <gym (1, u). O

Corolario 1.1.3. Los tres enunciados siquientes son equivalentes:
b & Seym 1
i (&, u) s <iex (m,u)y para todo u € RY;
ith. A& <gym An para cualquier matriz A € Réxd,

La ordenacién de dos vectores aleatorios segiin el orden simétrico, implica
ordenacién de cada par de componentes.

Corolario 1.1.4. Si se satisface {& <gm 1 para dos vectores aleatorios § =

(&1,.. &) yn=(m,...,na), entonces & <gym 1; para todo 1 =1,...,d.

El reciproco del Corolario 1.1.4 no se cumple, como se puede ver en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. Sea £ un vector aleatorio degenerado en (1, —1) y 1 otro vector
aleatorio, también degenerado, en su caso en (1, —2). Es claro que & <gym m
y & <sym T2, pero no se cumple que § sea menor que 7 respecto del orden
simétrico. Si tomamos (2,1) € R?, entonces (£, (2,1)) es degenerado en 1y
(n,(2,1)) es degenerado en 0 con lo que (£, (2,1)) no es menor que (n, (2,1))
respecto del orden simétrico.

Para finalizar con el tratamiento preliminar de la relacion ‘<.’ se de-
mostrara que el orden simétrico es, en efecto, una relacion de orden parcial

entre distribuciones de probabilidad de vectores aleatorios.

Teorema 1.1.5. La relacion ‘<qm ' es un orden parcial cuando la consi-
deramos como una relacion entre distribuciones de probabilidad de vectores

aleatorios.
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Demostracion. La reflexividad y la transitividad son obvias, sélo falta probar
la antisimetria. Primero la demostraremos para variables aleatorias y luego
para vectores en R? con d > 1.

Dadas dos variables aleatorias &, 7, si § <¢m 7y 7 <gym §, por el Teo-
rema 1.1.1 tenemos que & <iex 4, & iex 75 M Siex &4 ¥ 1 Siex £ ¥
por la antisimetria del orden creciente convexo se cumple que &, y 7, siguen
la misma distribuciéon y lo mismo sucede para £ y n_. Por lo tanto £ y n
siguen la misma distribucion.

Sean ahora &, n dos vectores aleatorios en R? tales que & <qum 7y 17 <gym
€ v sea u € R? Por la linealidad de la relacién ‘<gm que se demuestra en
el Teorema 1.1.2, tenemos que se satisface (&, u) < m (1,u) y la relacién
reciproca, (n,u) <gm (£,u). Ahora, por la primera parte de este resultado,
(&,u) y (n,u) siguen la misma distribucién y como esto sucede para cualquier

u € RY, se cumple que ¢ y 1 siguen la misma distribucion. O]

1.1.2. El orden simétrico por inclusion de conjuntos

Como probaron Koshevoy y Mosler (1998), el orden lineal convexo puede ca-
racterizarse mediante la inclusion de zonoides elevados. Veamos qué relacion

tiene el orden simétrico con el concepto del zonoide elevado.

Proposicién 1.1.6. Sean £ y n dos vectores aleatorios, entonces & <gym 1 St

y solo si
WZ(P;), (—r,u)) < h(Z(P,), (—ru)) para todor >0 yu € R™
Demostracion. El resultado se sigue directamente de

ME{E} U B,), u) = rfull + Emax{{¢, u) — rllu]|, 0}
= rllull + EA([0, (1, )], (=rllull, u))
= r|ju| + h(Z(Pe), (—r||lul|,u)), para todo u € R% 7 > 0.

Como ¢ tiene primer momento finito, el conjunto aleatorio {£} U B, es inte-

grablemente acotado y por lo tanto su esperanza de Aumann es un conjunto
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compacto, al igual que el zonoide elevado de £. Finalmente, la funcién sopor-
te h de un conjunto compacto es una funciéon real continua y por tanto la

relacion deseada también se cumple para r = 0. Il
El orden simétrico puede caracterizarse a partir de la relacién de conte-
nido de ciertos conjuntos.

Definicion 1.1.2. Dado £ un vector aleatorio definimos su envolvente de zo-

noides, denotada por W(F%), como el siguiente conjunto convexo,
W(P) := co(Z(Pe) U {1} x Z(P)).

Si £ tiene primer momento finito, de la compacidad del zonoide y de la
del zonoide elevado se deriva la de W(F) que sera, por tanto, un cuerpo

convexo.

Uniforme(-2,4)

1.0

0.5
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: La regién de color gris claro es el zonoide elevado de una variable

uniforme en (—2,4) y toda la regién coloreada su envolvente de zonoides.

Corolario 1.1.7. El orden simétrico queda caracterizado por la relacion de

contenido de las envolventes de zonoides.
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Demostracion. Es inmediato que

para todo r > 0 y v € R%. Finalmente, por la Proposicién 1.1.6, la relacién
de contenido de envolventes de zonoides caracteriza el orden simétrico. [

Sobre la base del Corolario 1.1.7 y merced a la antisimetria del orden

simétrico que se prueba en el Teorema 1.1.5, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.1.8. Dado un vector aleatorio & con primer momento finito, su
envolvente de zonoides, W(F), caracteriza su distribucion.

Al igual que Koshevoy y Mosler (1997b) definen regiones centrales ins-
piradas en el zonoide elevado, nosotros también podemos definir una familia
de regiones centrales inspiradas en la envolvente de zonoides.

Definicion 1.1.3. Dado « € (0,1] y una distribucién de probabilidad P € P,

las regiones centrales de la envolvente de zonoides se definen como,
WD?(P) := a™'proj,(W(P)),

donde, al igual que en el Teorema 0.4.1, para cualquier C' C R**! proj,,(C)
es la proyeccion sobre las d ultimas coordenadas de la interseccion de C' con
el hiperplano {z € R¥*! : 2, = a}.

1.1.3. Relacidon con otros o6rdenes estocasticos

El siguiente resultado sitia el orden simétrico dentro de los 6rdenes estocasti-

COS Cconvexos.

Teorema 1.1.9. Dados dos vectores aleatorios € y n, se cumple la siguiente

cadena de implicaciones:

ggcxnigSlcxniggsymnjgan-
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Demostracion. La primera implicacion de la izquierda es inmediata, pero nos
sirve para completar el esquema. Fijamos un v € R? arbitrario. Si & < 1,
entonces (&, u) <g (n,u) lo que implica (§,u) <iex (n,u) y por lo tanto
(€, u)+ <iex (n,u);. Este tltimo paso es cierto porque si f es una funcién
creciente convexa, entonces f oid, también sera creciente convexa, donde id
es la funcién identidad. Como la relacién se cumple para cualquier v € R?, de
acuerdo con el apartado . del Corolario 1.1.3, esto es equivalente a § <gm, 7.

Si € <gym 71, entonces E({{} U B,) C E({n} U B,) para todo r > 0 y por
tanto,

Z(P;) = E({€} U {0}) € E({n} U{0}) = Z(P,),

o equivalentemente & <y 7. O

Teorema 1.1.10. Dados dos vectores aleatorios & y n, se cumple & <jx n St
y s6lo si § <gym n y EE = En.
Demostracion. Por el Teorema 1.1.9, la relacion § < 1 implica § <gm
1. Ademas, si dos vectores aleatorios estan ordenados segun el orden lineal
convexo, entonces por el Corolario 0.5.3, sus esperanzas coinciden.

Para demostrar la implicacién reciproca, consideremos dos vectores alea-
torios £ y 1 tales que § <qm 1y E§ = En.

Como el zonoide elevado Z(Pg) es centralmente simétrico respecto del
punto 1/2(1,E¢), de la Proposicién 1.1.6 se deduce

h<Z(P§)7 (T’ u)) = h(Z(P§)7 (_T7 _u)) - <(17 E§>’ (—T‘, —U)>

S h(Z(Pn)7 (—7“, _u)) - <(17 EU)7 (—7“, _u»

= WZ(Fy), (r,u))

para cualesquiera 7 > 0y u € R Por lo tanto h(Z(P;),-) < h(Z(P,),"), con
lo que el zonoide elevado de £ es un subconjunto del zonoide elevado de 7 y
finalmente, segin el Teorema 0.5.9, se tiene & <j 7. Il

Como ya se ha comentado en la Nota 0.5.1, los 6rdenes lineal convexo y
convexo son equivalentes sobre variables aleatorias, por lo tanto los resultados
sobre el orden lineal convexo se cumplen para el orden convexo entre variables

aleatorias.
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b

1.1.4. La relacién ‘<g,,’ como orden estocastico inte-

gral

El orden simétrico para variables aleatorias puede considerarse como un or-
den estocastico integral. Sus generadores son la familia ]-"Slym de funciones
convexas f : R — R que alcanzan su minimo en cero. Los generadores del
orden simétrico entre vectores aleatorios son la familia de funciones que se

obtienen como composicién de f € FL v una funcién lineal de R en R.

Teorema 1.1.11. La familia

FL ={f:R— R conveza y f(0) < f(x) para todo v € R}

sym

genera el orden simétrico como orden estocdstico integral entre variables alea-

torias y dado d > 1, la familia
ijm:{fol:l:Rd%R lineal y f € Fon}

genera el orden simétrico entre vectores aleatorios en R?, es decir, para cua-

lesquiera vectores aleatorios & y n en R,
€ <gym 1 sty solo si Ef(§) <Ef(n) para todo f € ffym.

Demostracion. Sea f € F,,, definimos fi = (f — f(0)) /(o0 ¥ fo = (f —
f(0))1[04+o0)- Es claro que fi es decreciente convexa, f, es creciente convexa
y f = fi+ fo+ f(0). Dada una variable aleatoria &, por la linealidad del

operador esperanza,

Ef(§) = Ef1(§) + Ef2(§) + f(0) = Efi(=¢-) + Efa(€4) + f(0).

Como f; es decreciente convexa, fi o (—id) seré creciente convexa, y como
por el Teorema 1.1.1 el orden simétrico queda caracterizado por el orden
creciente convexo en la parte positiva y negativa de una variable aleatoria,
tenemos que si & <qym 7, entonces Ef(£) < Ef(n). Para probar que la familia

j’:slym es suficiente para caracterizar el orden simétrico, basta tener en cuenta
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que todas las funciones convexas decrecientes hasta cero y luego constantes
y las convexas constantes hasta cero y luego crecientes estan contenidas en
ella y aplicar de nuevo el Teorema 1.1.1.

Se demuestra que el conjunto f;‘lym es familia de generadores por la li-

nealidad del orden simétrico que se probé6 en el Teorema 1.1.2. O

1.1.5. Condiciones de igualdad estocastica

A continuaciéon enunciamos dos condiciones de igualdad estocéstica para el
orden simétrico. La primera es més general e involucra la igualdad de la
suma de los volimenes de los zonoides y zonoides elevados de los vectores
aleatorios. La segunda solo se puede aplicar a variables aleatorias positivas,
para las que el orden simétrico coincide con el orden creciente convexo.
Koshevoy y Mosler (1998) justifican que la medida de Lebesgue d-dimen-
sional, el volumen, del zonoide de un vector aleatorio en R?, al que denotamos
por V4(Z(Fe)), es proporcional al valor absoluto del determinante de la matriz
aleatoria M, en R™? cuyas columnas son d copias independientes del vector

aleatorio &,

1
Vd(Z(Pg)) = EE|detM§|

En el caso particular del zonoide elevado de una variable aleatoria, la expre-
sion anterior resulta ser la diferencia media de Gini de la variable aleatoria,
es decir

V2(r) =5 [ [ le = slap@ari).

La diferencia media de Gini es un indice de desigualdad (Capitulo 2) entre
variables aleatorias que mide la dispersion absoluta. Esta mucho mas popu-
larizado el uso del indice de Gini que mide la dispersion relativa y es igual a
la diferencia media de Gini dividida entre el valor absoluto de la esperanza
de la variable aleatoria. Estas relaciones de los volimenes de los zonoides con
indices de desigualdad las utilizan Koshevoy y Mosler (1997a) para definir
indices de desigualdad para vectores aleatorios.
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Obsérvese que el volumen del zonoide de una variable aleatoria es igual

a su primer momento absoluto,

Vi(Z(Py)) = Bl¢| = / 2] dPe(x)

Teorema 1.1.12. Dados &,n dos vectores aleatorios con primeros momen-
tos finitos, si & <gm 1 Y la suma de los volumenes de sus correspondientes
zonoides y zonoides elevados coinciden, entonces & y n siguen la misma dis-
tribucion.

Demostracion. Como Z(P) es la proyeccién ortogonal de Z(P:) sobre el hi-
perplano {z € R*! : z; = 1} y gracias a la simetria de Z(P;), un simple

razonamiento geométrico muestra que

Vier(W(E)) = 3 (Va(Z(PO) + Vira (2(R))).

Segun el Corolario 1.1.7, se cumple £ <g, 1 siy sélo si W(F) € W(P,). Por
hipétesis estos dos cuerpos convexos tienen el mismo volumen, por lo tanto
W(FP;) = W(F,), por lo que segin el Corolario 1.1.8, los vectores & y 1 siguen

la misma distribucién. ]

Teorema 1.1.13. Sean £ yn dos variables aleatorias positivas. Si satisfacen

£ <gym 1 y EE* = En? entonces § y n tienen la misma distribucidn.

Demostracion. Como § y n son positivas, por el Teorema 1.1.1, { <qm 7
implica & <i.x n. A partir del Teorema 0.5.6 se sigue la existencia de una
variable aleatoria ¢ tal que £ < ¢ <. 1. Como la funcién f(z) = z? es tanto
convexa como creciente en R, se cumple E&? < E¢? < En?. Los extremos
de la anterior cadena de desigualdades son iguales y por lo tanto se da la
igualdad global. Tenemos que & <y ( y tanto £ como ( son variables aleatorias
no negativas con E£2 = E(2, podemos aplicar por tanto el Teorema 0.5.1 y
deducir que £ y ¢ siguen la misma distribucién. Como ¢ <. 1y E¢? = En?,
del Teorema 0.5.5 deducimos que 7 y ¢ siguen también la misma distribucion.

Finalmente, £ y 7 estan idénticamente distribuidas. O
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Corolario 1.1.14. Sean & yn dos variables aleatorias positivas. Si satisfacen
€ <ix 0 y EE2 = En?, entonces & y 1 siguen la misma distribucion.

El siguiente ejemplo muestra que hay distribuciones de probabilidad que
no son comparables respecto de los 6rdenes convexos habituales, pero si lo
son respecto del orden simétrico.

Ejemplo 1.1.2. Sean £ y i dos variables aleatorias uniformemente distribui-
dasen (—1,1) y (—3,2) respectivamente. No es posible compararlas respecto
del orden convexo porque tienen diferentes esperanzas. Tampoco son compa-
rables respecto del orden creciente convexo. Sin embargo, se cumple § <gm, 1
como se deduce de la relacién de contenido de las envolventes de zonoides
que estan dibujadas en la Figura 1.2.

Uniforme(-3,2), Uniforme(-1,1)

0.2 0.4
|

0.0
|

-0.4
|

-0.6
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.2: La regién pintada en gris claro es la envolvente de zonoides de una
variable uniforme en (—1,1), toda la regién coloreada es la envolvente de zonoides

de una variable uniforme en (—3,2).
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1.2. Ordenes para conjuntos aleatorios

A lo largo de la presente seccion se extenderan algunos 6rdenes segin la va-
riabilidad a conjuntos aleatorios. Varios autores han estudiado ordenaciones
de distribuciones de probabilidad de conjuntos aleatorios, como por ejemplo
Stoyan y Stoyan (1980). Nuestro objetivo es extender al marco de los con-
juntos aleatorios érdenes estocéasticos convexos bien estudiados para vectores
aleatorios.

1.2.1. Orden simétrico

La Definicién 1.1.1 puede extenderse para comparar conjuntos aleatorios

compactos.

Definicion 1.2.1. Un conjunto aleatorio compacto X se dice simétricamen-
te mds pequeno en distribucion que otro conjunto aleatorio Y y se denota
X <gm Y, si

E(XUB,) CcE(YUB,)

para todo r > 0.

Nota 1.2.1. Larelaciéon para conjuntos aleatorios compactos introducida en la
Definicién 1.2.1 es reflexiva y transitiva, pero no es antisimétrica, por lo tanto
no define un orden parcial en el conjunto de las distribuciones de probabilidad
de los conjuntos aleatorios compactos. Por ejemplo, si X = {1} e Y = [0, 1]
son dos conjuntos deterministas, entonces se satisface tanto X <y, ¥ como
Y <¢m X, pero X e Y siguen distribuciones diferentes.

El siguiente resultado relaciona el orden simétrico entre conjuntos aleato-
rios con el orden simétrico entre las partes positivas de sus funciones soporte
en cualquier direccion, o lo que es equivalente, con el orden creciente convexo

entre las partes positivas de sus funciones soporte en cualquier direccion.

Teorema 1.2.1. Dados dos conjuntos aleatorios compactos X eY , se cumple
X <gym Y siy solo si (X, u)y <gm h(Y,u); para todo u € R?.
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Demostracion. Dado un conjunto aleatorio compacto X y r > 0, se tiene
R(E(X UB,),u) =Eh(X U B,,u) = r|ul + E(h(X,u) — r||ul|)+.

Dados dos conjuntos aleatorios compactos X e Y, se cumple X <y, Y
si y sélo si E(h(X,u) —r), < E(h(Y,u) —r); para todo r > 0y u €
R? o, equivalentemente, E(h(X,u); — )+ < E(h(Y,u); — r); para todo
r € Ry u € R%L De acuerdo con el Teorema 0.5.4, esto se cumple si y
s6lo si h(X,u)y <iex h(Y,u); para todo u € RY. Como se deduce a partir
de la caracterizacién del orden simétrico del Teorema 1.1.1, para variables
aleatorias no negativas, el orden creciente convexo y el orden simétrico son

equivalentes y esta equivalencia concluye la demostracion. O]

Finalmente, relacionamos el orden simétrico entre conjuntos aleatorios

con el orden simétrico entre algunos pares de sus selecciones.

Teorema 1.2.2. Sean X e Y dos conjuntos aleatorios compactos. Si para
cada seleccion § de X existe una seleccion n de Y tal que § <qym 1, entonces
X Ssym Y.

Demostracion. Sea r > 0, demostraremos que E(X U B,) C E(Y U B,).
Para cualquier a € E(X U B,), existe una seleccién & de X U B, tal que
a = E&;. Sea £ una seleccién de X tal que € = & si ||| > r v en otro caso £
toma cualquier valor de X con tal de que se garantice la medibilidad. Como
h({&1} U By, u) = rllul] + max{(&, u) — rl[ul|,0} y

max{ (&, u) —r,0} < méx{({,u) —r,0},

tenemos E({& } U B,) C E({{} U B,). Por hipétesis existe una seleccién n de
Y tal que £ <y 1. Finalmente, E({{} UB,) CE({n}UB,) CE(Y UB,)y
como &; es una seleccién de {&1} U B,, se cumple a € E({&} U B,), con lo
que a € E(Y U B,) y por tanto E(X U B,) C E(Y U B,). O

La implicacién reciproca a la probada en el Teorema 1.2.2 no es cierta
como se vera posteriormente en el Ejemplo 1.2.1.
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1.2.2. Orden lineal convexo

En primer lugar vamos a dar dos caracterizaciones diferentes para el orden

convexo entre variables aleatorias.

Lema 1.2.3. Dadas dos variables aleatorias & y n, se cumple & <. n sty
solo si 6 Sicx ny _5 Sicx -n.

Demostracion. Si se satisface & <., 1, entonces se cumple & <;., 7 v también
—& <. —n, por lo tanto tenemos que —& <iex —17.

Si se satisface £ <;.x 1, entonces se cumple E£ < En, y si se satisface
—& <ix —n, entonces se cumple —E¢ < —En. Por lo tanto, tenemos que
E¢ = En, lo que conjuntamente con la relacién £ <, n implica & <. n por
el Teorema 0.5.2. O

Lema 1.2.4. Dadas dos variables aleatorias £ y n, se cumple € <. 1 st y
solo si
E([§ = s, 6+ s]U[=r7]) CE([n—s,n+ s]U[=r7])

para todo r,s > 0.

Demostracion. Obviamente se tiene que
E([§ = s, &+ s]U[—r7r]) =[-r —E(={+s—r),r + E( +5—r)4].

Para que E([{ — s,§+ s]U[—r,7]) C E([n—s,n+ s]U[—r,7]) se cumpla para
cualquier r, s > 0, es condicién necesaria y suficiente el que E({ —t), < E(n—
t)+ v E(—=¢ —t); < E(—n —t); para cualquier ¢ € R. Por el Teorema 0.5.4
esto se cumple si y s6lo si & <iex 1V —€ <iex —1, lo que es equivalente a
¢ <. n de acuerdo con el Lema 1.2.3. O]

Apoyandonos en este ultimo resultado, damos una nueva caracterizacion

del orden lineal convexo entre vectores aleatorios.

Teorema 1.2.5. Dados dos vectores aleatorios & y n, se cumple & <jex 1) St
y solo st E({&}° U B,) C E({n}° U B,) para todo r,s > 0.
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Demostracién. Dado cualquier u € RY,

{(z,u) - 2 € E({EYUB:)} = E([(§, u) = slull, (€, u) +slul JUl=r{lull, r{lu])-

Por lo tanto E({{}° U B,) C E({n}* U B,) se cumple para todo r,s > 0 siy
solo si

E([(&;u) = s, (& u) + s]U [=r,7]) CE([(,u) = 5, (0, u) + 5] U [=r,7])

para todou € Ry 7, s > 0. Por el Lema 1.2.4, esto es equivalente a (£, u) <.
(n,u) para todo u € R%, y por lo tanto & <je 7. O

Una expresion similar a la usada en el Teorema 1.2.5 lleva al siguiente
orden estocastico para conjuntos aleatorios compactos, mas restrictivo que
el de la Definicion 1.2.1.

Definicion 1.2.2. Sean X,Y dos conjuntos aleatorios compactos. Definimos
el orden lineal convexo entre conjuntos aleatorios denotado por X <y Y,

como
E(X*UB,) CE(Y°*UB,) paratodo s, > 0. (1.2)

El subindice en el simbolo ‘<y.’ es un abreviatura de “set linear convex” .

Nota 1.2.2. La relacién ‘<g., no es un orden sobre el conjunto de distribucio-
nes de probabilidad de los conjuntos aleatorios compactos, sino un preorden.
Para ver que no cumple la propiedad antisimétrica, basta con considerar los
intervalos aleatorios X e Y, de tal modo que X toma los valores [—1,0] y [0, 1]
con igual probabilidad, e Y toma los valores [—1,1] y {0} también con igual
probabilidad. Estos dos intervalos aleatorios cumplen X <. Y eY <y X.

El siguiente resultado interpreta (1.2) utilizando las funciones soporte

de X eVY.

Teorema 1.2.6. Sean X eY dos conjuntos aleatorios compactos. Se cumple
X <gex Y siy sélo si h(X,u) <iex h(Y,u) para todo u € RZ.
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Demostracion. Obsérvese que X <o Y siy s6lo si Eh(X® U B, u) <
EA(Y* U B,,u) para todo u € R? y r,s > 0. Esto se satisfara si y sélo si
E(h(X,u) —t)y < E(h(Y,u) —t), para todo u € R? y t € R o, equivalen-
temente, h(X,u) <ix h(Y,u) para todo u € R? de acuerdo con el Teore-
ma 0.5.4. O

Puesto que el orden creciente convexo entre variables aleatorias implica
la ordenacién de sus esperanzas, si dos conjuntos aleatorios estan ordenados
respecto del orden ‘<y..’, entonces la esperanza de Aumann del conjunto

mas pequeno estara contenida en la esperanza de Aumann del otro.

Corolario 1.2.7. 51 X <y Y, entonces EX CEY y X" <gex Y para todo
r>0.

Sobre la base del Corolario 1.2.7 y del Teorema 0.5.2 se obtiene el si-
guiente resultado.

Corolario 1.2.8. Sean X e Y dos conjuntos aleatorios compactos. Se cum-
plen X <gex Y yEX =EY siy sdlo si h(X,u) < h(Y,u) para todo u € RY.

Para finalizar esta seccién enunciamos dos resultados que relacionan el

)

orden ‘<g. entre dos conjuntos aleatorios y el orden lineal convexo entre
algunos pares de sus selecciones. Obsérvese que de acuerdo con el Teore-
ma 1.2.5, el orden lineal convexo es en realidad el orden ‘<.’ cuando con-
sideramos a los vectores aleatorios como conjuntos aleatorios con un tunico

elemento.

Teorema 1.2.9. Sean X e Y dos conjuntos aleatorios compactos. Si para
cada seleccion & de X existe una seleccion 1 de Y tal que & <ix m, entonces
X Sslcx Y.

Demostracion. Sean s, > 0y a € E(X®*UB,). Existe entonces una seleccién
& de X° U By, tal que E&; = a. Definimos una seleccion & de X° igual a &
cuando ||& ]| > r y tomando cualquier valor en X* que asegure su medibilidad
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en otro caso. Como & es una seleccién de X?, entonces existe una seleccion

¢ € X tal que & es una seleccion de {£}°. Se cumple
a=E& € E({6H U B,) CE({&}UB,) CE({{}°U B,).

Como £ es una seleccion de X, por hipdtesis existe 7, seleccién de Y, tal que
¢ <iex 1. Entonces, segun el Teorema 1.2.5, se cumple E({¢}*UB,) C E({n}*U
B,) y por ser i una seleccién de Y, tenemos E({n}*U B,) C E(Y*U B,), por
tanto E(X° U B,) C E(Y*U B,). O

Teorema 1.2.10. Sean X, Y dos conjuntos aleatorios tales que EX C EY.
St para toda seleccion n de Y existe una seleccion € de X tal que & <jx 1,
entonces X <gex Y.

Demostracion. Sea n una selecciéon de Y, entonces existe £, seleccion de X tal
que & <jex M, por lo tanto, segin el Corolario 0.5.3, se cumple que E{ = En,
y de ahi EY C EX. Esto conjuntamente con EX C EY implica que las
esperanzas de X e Y coinciden.

Sea u € RY, tomamos 7 una seleccién de Y tal que (n,u) = h(Y,u),
entonces (En,u) = h(EY,u) = h(EX, u). Sabemos que existe £ una seleccién
de X tal que £ <jx 1, por lo tanto E¢ = En y (E{, u) = (En,u) = h(EX, u).
Esto quiere decir que (&, u) = h(X,u) c.s. y finalmente h(X,u) <. h(Y,u)
lo que garantiza X <y Y de acuerdo con el Corolario 1.2.8. O

1.2.3. Orden creciente positivo lineal convexo

Un conjunto C' C R? se dice superior si dado x € C'y 2 < y donde la
relacion menor o igual se entiende componente a componente, entonces y € C'
(véase pag. 82 en Miiller y Stoyan, 2002). Equivalentemente C' es superior si
C+ Ri = (' donde recordamos que ]Ri es el primer cuadrante cerrado. Un
conjunto C' C R? se dice inferior si —C' es superior.

Dado H C R? un semiespacio cerrado, H serd superior si existen v € R%
y a € R tales que H = {z € R? : (x,v) > a}. La funcién soporte de H
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evaluada en cualquier direccién u € R?\ {0} distinta de —v serd +oo y se
satisface que h(H, —v) = —a.

A continuacién, caracterizaremos el orden creciente positivo lineal con-
vexo entre vectores aleatorios a partir de una relacion de contenido de ciertas

esperanzas de Aumann.

Teorema 1.2.11. Los siguientes enunciados son equivalentes:
i & <iplex 15
ii. E{n} UH) CE({{} U H) para todo semiespacio cerrado superior H ;
iii. E({¢} UH) C E({n} U H) para todo semiespacio cerrado inferior H.

Demostracién. Sea H un semiespacio cerrado superior, entonces H = {z €
R?: (z,v) > a} para ciertos v € R% y a € R. Sea u € R?\ {0, —v}, entonces
R(E({{} U H),u) = +o0. Si estudiamos la funcién soporte en la direccién de
—v obtenemos que

h(E({¢} U H), —v) = Eméx{({, —v), —a} = E((¢, —v) + a)+ —a.

Ahora la relacién de contenido E({n}UH) C E({¢}UH) se cumple para todo
semiespacio cerrado superior H siy sélo si E((n, —v) +a); <E((§,—v)+a)s
para todo a € R y todo v € Ri. Segun el Teorema 0.5.4, esto es equivalente
a (n, —v) <iex (£, —v) para todo v € R%, es decir (£, v) <ix (n,v) para todo
v e ]Ri, por lo tanto se cumple § <i1ex 17 ¥ la equivalencia entre 4. y 7. queda
probada.

Para demostrar que . es equivalente a los dos enunciados anteriores,
sea & <iplex 11 0 lo que es lo mismo, —n <jpex —&. Por la primera parte de este
resultado, dicha desigualdad es cierta siy s6losi E({—¢}UH) C E({—n}UH)
para todo semiespacio cerrado superior H, en consecuencia E({¢} U —H) C
E({n} U —H) para todo semiespacio cerrado superior H, equivalentemente
E({(} U H) C E({n} U H) para todo semiespacio cerrado inferior H con lo

que obtenemos el enunciado . Il
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El orden creciente positivo lineal convexo esta relacionado con el zonoide

elevado segiin nos indica el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.12. Dados &, dos vectores aleatorios en R,
€ <iplex 1 S0y sdlo si h(Z(Pg), (r,u)) < h(Z(Pn), (r,u)) Vr € R,u € RY.

Demostracion. Dados dos vectores aleatorios £ y 7, se cumple & <ipiex 1) 81y
solo si E((€, u) + )+ < E({(n,u) + r)4 para todo u € RT y r € R o lo que
es lo mismo EA([0, (1,£)], (r,u)) < EA([0,(1,n)],(r,u)) o equivalentemente
WZ(P), (r,u)) < h(Z(P,), (r,u)) para todo u € R? y r € R. O

Inspirandonos en el Teorema 1.2.11 podemos dar dos definiciones de
relaciones crecientes lineal convexas para conjuntos aleatorios.

Definicion 1.2.3. Sean X, Y dos conjuntos aleatorios compactos en R?, defini-
mos la relacion superior creciente lineal convera ‘<yjex v la relacion inferior

creciente lineal convera ‘<j del siguiente modo:

1. X <uiex Y siy solo si E(X UH) C E(Y U H) para todo semiespacio
cerrado inferior H;

. X <jex Y siysolosi E(YUH)C E(X UH) para todo semiespacio

cerrado superior H.

Obsérvese que el orden superior creciente lineal convexo se define a par-
tir de semiespacios inferiores, mientras que el orden inferior creciente lineal
convexo se define a partir de semiespacios superiores.

En la demostracién del Teorema 1.2.11 utilizamos la caracterizacion
€ <iplex N si y s6lo si —n <ipiex —&. Las nuevas relaciones dadas en la Defini-
cién 1.2.3 satisfacen una propiedad similar.

Proposicion 1.2.13. Dados X,Y dos conjuntos aleatorios compactos, se
cumple X <ujex Y sty s0lo st =Y <jjex —X.

Demostracion. La demostracion es inmediata. Basta considerar las definicio-
nes de los érdenes superior creciente lineal convexo e inferior creciente lineal

CONvexo. O
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Proposicion 1.2.14. Dos conjuntos aleatorios compactos X eY satisfacen
X <uilex Y 80y solo si h(X,u) <iex h(Y,u) para todo u € Ri.

Demostracién. Sean v € RY y a € R, el conjunto H = {z € R?: (z,u) < a}

es un semiespacio cerrado inferior y se cumple
h(E(X UH),u) = Eméx{h(X,u),a} =E(h(X,u) — a)+ + a.

Finalmente, se cumple X <,jx Y siy sélo si E(h(X,u) —a); <E(h(Y,u)—
a), paratodoa € Ry u € Ri o equivalentemente, segin el Teorema 0.5.4,
h(X,u) <iex M(Y,u) para todo u € R%. O

Proposicion 1.2.15. Dos conjuntos aleatorios X eY satisfacen X <jex Y
si y s6lo si h(Y,u) <iex h(X,u) para todo u € R .

Demostracion. Sea X <y Y, segin la Proposicion 1.2.13, =Y <jjex —X
y entonces, por la Proposicién 1.2.14, tenemos h(—Y, u) <ix h(—X,u) para
todo u € R% o equivalentemente h(Y,u) <ix h(X,u) para todo u € R?. [

Como consecuencia del Teorema 1.2.6 y de las Proposiciones 1.2.14 y
1.2.15 se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.16. Si X <. Y, entonces X <giex Y €Y <jilex X.

Finalmente, veremos cémo se relacionan los 6rdenes superior creciente
lineal convexo e inferior creciente lineal convexo entre conjuntos aleatorios
con el orden creciente positivo lineal convexo entre algunos pares de sus

selecciones.

Teorema 1.2.17. Sean X e Y dos conjuntos aleatorios compactos. Si para
cada seleccion & de X existe una seleccion n de'Y tal que & <ipiex 1, entonces
X Suilcx Y.

Demostracion. Sea H un semiespacio cerrado inferior, por lo tanto existen
u € RLya € Rtales que H = {z € R* : (z,u) < a}. Veremos que
E(XUH) C E(YUH). Para cualquier a € E(X U H), existe una seleccion &
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de X U H tal que a = E&;. Sea & una seleccién de X tal que € =& si & ¢ H
y en otro caso & toma cualquier valor de X con tal de que se garantice la
medibilidad. Como h({&} U H,u) = max{(£1,u) —a,0} +ay

max{ (¢, u) —a,0} < méx{({,u) —a,0}

tenemos E({&} U H) C E({¢} U H). Por hipétesis existe una seleccién n de
Y tal que £ <ijiex 1. Finalmente, se cumple E({{} U H) C E({n} U H) C
E(Y U H). O

Teorema 1.2.18. Sean X e Y dos conjuntos aleatorios compactos. Si para
cada seleccion ) de Y existe una seleccion § de X tal que § <ipiex 1, entonces
X Sjilex Y

Demostracion. Sea —n una seleccion de —Y', entonces 1 es una seleccion de
Y y, por hipétesis, existe &, seleccion de X, tal que § <ijiex 7. El vector
aleatorio —¢ es una seleccién de —X y se cumple —n <i,icx —&§. Como esto
sucede para cualquier seleccion de —Y, entonces, segin el Teorema 1.2.17, se
tiene que —Y < jex —X ¥, segtn la Proposicion 1.2.13, X <jjex Y. O

En general los reciprocos de los Teoremas 1.2.2, 1.2.9, 1.2.10, 1.2.17 y

1.2.18 no se cumplen.

Ejemplo 1.2.1. Sean X,Y dos conjuntos aleatorios con la siguiente distribu-

cion,

Pr(X ={(2,0)}) = Pr(X ={(0,2)}) = 1/2;
Pr(Y = co{(1,0), (0,1)}) = Pr(Y = co{(3,0), (0,3)}) = 1/2.

Es claro que X < Y y por lo tanto también se cumplen las relaciones
X <gm YV, X <uilex YV ¥ X S Y. Sin embargo para una seleccion n de
Y tal que Pr(n = (1,0)) = Pr(n = (3,0)) = 1/2, la unica selecciéon de X
a la que denotamos por &, X = {£}, no es menor que 7 ni respecto del
orden lineal convexo puesto que sus esperanzas son distintas, ni del crecien-

te positivo lineal convexo. Basta considerar u = (0,1) € R? para obtener
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Pr((n,u) =0) =1y Pr((¢,u) = 0) = Pr((&,u) = 2) = 1/2 y por lo tanto
1 =E(& u) > E(n,u) =0, por lo que (£, u) no puede ser mas pequeno que
(n,u) respecto del orden creciente convexo.

Ademas, para &, la seleccién de X, no existe ninguna seleccién de Y
que la mayore ni respecto del orden creciente positivo lineal convexo, ni
del simétrico y por lo tanto tampoco del lineal convexo. Si consideramos
u=(0,1),v = (1,0) € R? se cumple que para cualquier selecciéon n de Y, las
variables aleatorias (1, u, ) y (1, v) toman valores positivos y lo mismo ocurre
con las mismas transformaciones aplicadas sobre £. Es suficiente demostrar
que no existe ninguna seleccion 7 de Y cuyas transformaciones sean mayores
que las de & segin el orden creciente convexo. Si (§,u) <iex (7, u), entonces
Pr((n,u) > 2) = Pr(n € co{(0,3),(1,2)} > 1/2, si (§,v) <iex (n,v), entonces
Pr((n,v) > 2) = Pr(n € co{(3,0),(2,1)} > 1/2, pero ambas circunstancias
no pueden ocurrir a la vez, asi que no existe ninguna seleccién de Y en tales

condiciones.

1.3. Meétrica de probabilidad

Existe una estrecha relaciéon entre las métricas de probabilidad y los érdenes
estocasticos que queda patente en varios trabajos recientes como los de Miiller
(1997a) y muy especialmente Boutsikas y Vaggelatou (2002).

Una métrica de probabilidad (simple) es un funcional d de pares de vec-
tores aleatorios que toma valores en el intervalo [0,4o00] y constituye una
distancia entre las distribuciones de probabilidad de los vectores aleatorios,
véase la Definicion 2.3.1 en Rachev (1991).

Definicion 1.3.1. Un funcional d : Z x = — [0, +0o¢], donde = es un espacio
de vectores aleatorios en R?, se dice métrica de probabilidad simple si para
cualesquiera vectores aleatorios &,n y (, se cumple

i. d(§,m) = 0siy solosi yn siguen la misma distribucién;
i d(&,n) = d(n,§);
iii. d(§,n) < d(&, Q) +d(C,n).
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Decimos que una métrica de probabilidad es ideal o méas especificamente
1deal para el esquema de la suma de vectores aleatorios, véase la Definicion
14.2.1 en Rachev (1991) si satisface las propiedades de homogeneidad y re-
gularidad. Estas propiedades la hacen especialmente propicia para el estudio
de la convergencia de sucesiones de sumas parciales de vectores aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos.

Definicion 1.3.2. Decimos que una métrica de probabilidad d es una métrica
de probabilidad ideal de orden s, si satisface las siguientes dos propiedades
para cualesquiera vectores aleatorios &, 1y (:

i. Homogeneidad de orden s. d(c, cn) < |c|[*d(&,n) para cualquier ¢ # 0;
ii. Regularidad. d(§+(,n+ () < d(&,n) para cualquier ¢ independiente de
£y

A continuacién definimos una distancia entre distribuciones de probabi-
lidad inspirada en el orden simétrico.

Definicién 1.3.3. Dados dos vectores aleatorios £ y 1 en R?, definimos

m(e,n) = / i (E({€} U B,).E({n} U B,))dr,

donde
di(A, B) = /sdl |h(A, u) — h(B,u)|p(du)

es la distancia L' entre las funciones soporte de dos conjuntos compactos no
vacios A, B € K y u es la medida de Hausdorff (d — 1)-dimensional normali-
zada sobre la esfera unidad S9! centrada en el origen en R,

Teorema 1.3.1. El funcional de pares de vectores aleatorios m es una métri-
ca de probabilidad.

Demostracion. Sean &,7 'y ( tres vectores aleatorios. Como d; es una distan-
cia entre cuerpos convexos, se satisface m(¢,n) = 0siy sélosi E{¢}UB,) =
E({n} U B,) para todo r > 0, debido a la continuidad en r de las esperanzas



1.3. Meétrica de probabilidad 45

anteriores. Se tiene por tanto que § <gm 7Y 17 <sym £ ¥ POr la antisimetria
del orden estocastico simétrico, se cumple que £ y 7 siguen la misma distri-
bucién. Ademéds, m(§,n) = m(n,&) y m(&,n) < m(&, () + m(¢,n) por ser d;
una distancia entre cuerpos convexos. ]

Condicion de finitud

Vamos a demostrar que dos vectores aleatorios cualesquiera con segundos
momentos finitos son comparables respecto de la métrica m. En primer lugar
daremos una cota para la distancia entre cualquier vector aleatorio y un

vector aleatorio degenerado en el origen.

Proposicion 1.3.2. La distancia entre el vector aleatorio & y un vector alea-
torio degenerado en el origen estd acotada por el segundo momento absoluto
de & dwvido entre 2, esto es,

m(€,0) < SEJe]*
Demostracion.
m(f,O):/Oodl(E(fuBr),Br)drg/oodH(E(guBr),Br)dr
0 0
:/0 sup E(<£ u)y — ) dr</ ( sup (&, u)y — )+dr

ueSd-1 uegd—1

/ E([€l — ) dr—/ / ( — r)dPyg ()dr
[ [@-nadnge - [ =P (x) = SElEI

]

Ahora, sin mas que aplicar la desigualdad triangular de m, deducimos
que la distancia entre dos vectores cualesquiera con segundos momentos fi-

nitos es finita.
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Corolario 1.3.3. Si dos vectores aleatorios & y n tienen sequndos momentos

finitos, entonces m(&,n) es finita y
1
m(&n) < 5 (Bl +Elnll*).

1.3.1. Meétrica ideal de orden 2

El resultado principal que obtenemos sobre la métrica m establece que, bajo
ciertas condiciones, ésta puede considerarse como una métrica de probabili-
dad ideal de orden 2. En primer lugar demostraremos que es homogénea de
orden 2.

Teorema 1.3.4. La métrica de probabilidad m es homogénea de orden 2, es

decir, para cualesquiera vectores aleatorios £,m y cualquier ¢ # 0,

m(cg, en) = |e*m(€,n).
Demostracién. Sea ¢ 0,
mice, en) = /0 " 4 (E(c€ U B,), E(en U B,))dr
_ /0 04 (E(E U Byyy), cE(n U By o)) dr
— [ ek (B U By B U By
= || /OOO di (E(€ U Bryje), E(n U Byyp)) leld (r/]cl)
— 1o [ (5 U B). B B)ds
= |c[*m(&m).
]

Antes de probar la regularidad de la métrica de probabilidad m, damos

un resultado preliminar
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Lema 1.3.5. Sean &,n dos vectores aleatorios en R, entonces

mien) = [ m{(€ ). (. w)utc)

Demostracion.

mien) = [ [ B0 =)~ Bl ) =) u(u)ar
= [ [T B0 = = Biaa) = ) druta

= [ [ 5B 0 =~ B = 4]

B, —u) — )y — E((n, —u) - r>+|)dr
= [, mtew. )t
]

Antes de probar la regularidad de la métrica m, veremos un resultado
previo, segun el cual la distancia entre la traslacion de dos vectores aleatorios
se puede acotar en funcion de la distancia entre estos vectores aleatorios, la
longitud de la traslacion y la distancia entre sus valores esperados. Su de-
mostracion se dividira en tres partes, en primer lugar consideraremos el caso
de variables aleatorias a las que sumamos un numero positivo, a continua-
cion el caso en que sumamos un nimero negativo a dos variables aleatorias
y finalmente el caso general para vectores aleatorios en R? a los que se les
suma un punto de R¢ cualquiera.

Lema 1.3.6. Sean & y 1 dos vectores aleatorios en R con primer momento
finito, y sea a € R?, entonces

m(€ +a.n+ @) < m(En) + 1o B¢ - B,
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Demostracion. Sea d =1y a > 0, entonces

mctan+a = [ ([BE- 0 - ) -Bo- (- a)]

+ |]E(§ +(r+a).—En+(r+ a))_])dr
—mi&n)+ 5 [ [BE D B - D]
_ %/0 [E(¢ +1)_ — E( + 1)_|di

0
—mi&n)+ 5 [ BE~En+BE ) ~E-D-|d

- %/Oa [E( —t)- —E(n—t)_|dt

1 0
—mi&n)+5 [ [BE~Bn-+ B~ 1) ~E(n-D-|d!

= %/_a |E(§ —t)- —E(n—t)_|dt

a
< m(g,n) + SIEE — B
Si a < 0, entonces

m(§+a777+a):m(—f—aa—77—a)
la|

2
_ lal gy
=m(&n) + 5 |EE — En.

<m(=§,—n) + — | — E{ + En
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Sea d > 2y a € RY, entonces

m(e+an+a) = [ m(ig)+ (o). (0 + (o))

[ (bt tn.w) + e ) — Bt
[ (. ) + hime = gl

= mien) + 12 g — my).

IN

IN

]

Si en vez de sumar un punto fijo de R? sumamos un vector aleatorio
independiente de aquellos que estamos considerando, obtenemos un resultado

similar.

Lema 1.3.7. Sean &, 1, vectores aleatorios en R tales que ¢ es indepen-
diente de & y n y éstos tienen primer momento finito, entonces

mi§+ Cont €) < mi.m) + el g — By,

Demostracion.

mie+Cn+0) = |

. m(<f, w) + (n,u), (n,u) + <77,u>)u(du)

< [ (mteon+ hhme - e ) arico

E
= m(en) + el g — B,
O

El Lema 1.3.7 nos indica hasta qué punto la métrica m es una métrica

de probabilidad regular.

Corolario 1.3.8. La métrica de probabilidad m es reqular cuando mide la
distancia entre vectores aleatorios con la misma esperanza finita, es decir, si
E¢ = En, entonces m(§+ ¢,n+ () < m(&,n) para cualquier vector aleatorio
¢ wndependiente de & y 1.
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Finalmente, el Teorema 1.3.4 y el Corolario 1.3.8 demuestran que, bajo

ciertas condiciones, la métrica m es una métrica de probabilidad ideal.

Corolario 1.3.9. La métrica de probabilidad m considerada sobre vectores
aleatorios con la misma esperanza es una métrica de probabilidad ideal de
orden 2.

1.3.2. Relacion con otras métricas de probabilidad

Para finalizar esta seccién y el capitulo relacionaremos la métrica de proba-
bilidad m con la métrica ideal de Zolotarev de orden 2 definida por Zolotarev
(1983).

Definicion 1.3.4. Para cualquier par de variables aleatorias (§,n), su métrica

1deal de Zolotarev de orden 2 se define como,

@@mwa/”m@—m+—Em—mqm.

—00

La métrica de probabilidad m estd muy relacionada con la métrica ideal

de Zolotarev como se pone de manifiesto en el siguiente resultado.
Proposicién 1.3.10. Sean £ y n dos variables aleatorias, entonces
i m(&n) < 3(Za(&m) + Za(—€,—n));
ii. st B¢ = En finita, entonces m(&,n) = %22(5, n).

Demostracion.

2
= [ 3 (1B =)~ B = )] + B 1)~ Bon =) Jar
< [~ 3(Be = =B — 0| + B - 1) —Eln =), Jar
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Esto demuestra la primera parte del enunciado. Sean ahora E{ = En, enton-

m(f,n)=/OOO%<|E(€—T)+—E(U—T)+}+\E(§+r)—E(nw)\)dr
:%/Om\ﬁ(g_r)+_la(n—r)+]dr
+%/OOO{—E§+EU+E(§+T)+—]E(n+r)+]dr

1 (o9}
—5 | I~ B ) far
1

5 [ B~ 0~ Bl b

= S2lEn).
O]

La regularidad de la métrica de probabilidad m para variables aleatorias
podria deducirse facilmente del enunciado 4. de la Proposicion 1.3.10 y del
hecho de que Z5 es una métrica de probabilidad ideal.

1.4. Comentarios y problemas abiertos

Hemos definido un orden estocédstico convexo para vectores aleatorios que
es mas débil que el orden lineal convexo y por lo tanto permite comparar
algunos pares de vectores aleatorios con distinta esperanza segtin su variabi-
lidad. Gracias a las caracterizaciones de varios érdenes estocasticos convexos
mediante la inclusion de las esperanzas de Aumann de ciertos conjuntos alea-
torios, hemos extendido estos 6rdenes para comparar conjuntos aleatorios
segtn su variabilidad. Ademas, hemos justificado estas relaciones a partir de
las ordenaciones de ciertos pares de selecciones de los conjuntos aleatorios.
Finalmente, se utiliza el desarrollo construido para trabajar con el orden
simétrico para definir una nueva distancia entre distribuciones de probabili-

dad que es una métrica ideal para la suma de vectores aleatorios.
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Todos los 6rdenes estocasticos para conjuntos aleatorios que se definen en
la Seccion 1.2 se construyen a partir relaciones de contenido de esperanzas de
Aumann de conjuntos aleatorios que se definen como uniones de conjuntos.
En el futuro tenemos pensado estudiar la posibilidad de definir un orden
estocastico a partir de relaciones entre esperanzas de Aumann de conjuntos
aleatorios construidos como intersecciones de conjuntos.

Finalmente, deseamos seguir estudiando la métrica definida en la Sec-
cién 1.3 para obtener nuevas cotas para ella y relaciones con otras métricas.
Nuestro objetivo es utilizarla en la construccion de teoremas limite para la
suma de vectores aleatorios, donde se podria explotar el hecho de que se trata
de una métrica ideal. Ademads, gracias a su relacion con el orden simétrico,
bajo ciertas condiciones, podrian obtenerse sucesiones convergentes de vec-
tores aleatorios ordenados. En definitiva, deseamos seguir la linea de trabajo

propuesta por Boutsikas y Vaggelatou (2002).



Capitulo 2

Indices de desigualdad para

conjuntos aleatorios

En el Capitulo 1 se ha descrito un nuevo orden en variabilidad para vectores
aleatorios y al mismo tiempo se ha analizado el comportamiento de la exten-
sion de varios 6rdenes en variabilidad de vectores a conjuntos aleatorios. Los
ordenes estocasticos son relaciones de orden parcial, no podemos por tanto
utilizarlos para comparar dos distribuciones de probabilidad cualesquiera ya
sean de vectores aleatorios o de conjuntos aleatorios. Para solventar este pro-
blema se utilizan los indices de desigualdad. Estos cuantifican la variabilidad
asociada a un elemento aleatorio y asi nos permiten ordenar dichos elementos
segin su variabilidad sin mas que recurrir al orden del valor de sus indices
en R.

En origen los indices de desigualdad se construyeron para medir la varia-
bilidad o dispersion relativa que presenta una variable aleatoria positiva. Con
el tiempo han aparecido versiones de indices de desigualdad que nos permi-
ten medir la variabilidad de variables aleatorias que toman valores en toda la
recta real, e incluso vectores aleatorios. Recientemente, a partir del estudio
de variables que vienen dadas en términos de fluctuaciones o rangos y son

modeladas como conjuntos aleatorios, han aparecido indices de desigualdad

53
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para estudiar la variabilidad de dichos conjuntos. Estos indices de desigual-
dad para conjuntos aleatorios no toman necesariamente un valor numérico
sino que a veces se construyen de modo que tomen como valor un intervalo.

Los indices de desigualdad se emplean con frecuencia en estudios de
Ciencias Sociales, Economia o Industria. Con ellos se compara la desigualdad
en las distribuciones de ingresos o riqueza en diferentes poblaciones y se
cuantifica la concentracion industrial. Para entender mejor como medir la
desigualdad, podemos destacar, entre otros, los trabajos de Eichhorn y Gehrig
(1982), Atkinson (1983) y Sen (1995).

A lo largo de este capitulo, en primer lugar extendemos una familia de
indices de desigualdad, los f-indices de desigualdad, a vectores e interva-
los aleatorios. Para extenderlos a vectores aleatorios se toma el indice de
desigualdad de una transformacién lineal creciente de los vectores aleatorios.
En el caso de los intervalos aleatorios, se estudian indices de desigualdad que
toman valor de intervalo (Cascos y Lépez-Diaz, 2003). Finalmente, el indice
de desigualdad de un conjunto aleatorio es el indice de desigualdad de un
intervalo aleatorio que se obtiene como transformacién lineal de dicho con-
junto. Se estudia la continuidad de tales indices de desigualdad y se da una
cota de la distancia entre los indices de desigualdad de dos conjuntos alea-
torios. El capitulo concluye con un ejemplo de aplicacion practica de dichos
resultados (Cascos et al., 2004).

2.1. Preliminares

A lo largo de este capitulo se estudia un caso particular de conjuntos, los in-
tervalos compactos reales. Denotamos por IC.(R) a la familia de subconjuntos
compactos y convexos de R, es decir a la familia de intervalos cerrados y aco-
tados. A un intervalo A € IC.(R) lo denotamos como A = [min A, méx AJ.
Dados A, B € K.(R) y A € R4, las operaciones entre intervalos con las que
trabajaremos son la suma de Minkowski, el producto por un escalar positivo

y el cociente de intervalos. Siempre que B no contenga al origen, 0 ¢ B,



2.1. Preliminares 55

definimos el cociente de A entre B como el conjunto de cocientes de elemen-
tos de A entre elementos de B. Merced a la aritmética de intervalos estas

operaciones toman expresiones muy sencillas,

A+B={a+b:a€c A be B} =|min A+ min B, médx A + max BJ;
M={da:a€ A} =[Amin A, Amax A, A > 0;
A/B={a/b: ac A be B} = min A/ max B,méx A/ min B], min B > 0.

Ademas, la distancia de Hausdorff también adopta una expresion muy sencilla

para intervalos compactos,
dy(A, B) = max{| min A — min B|, | mix A — max B|}.

Dada una funcién g : R — R y un conjunto A C R?, denotamos por
g(A) al conjunto de todas las transformaciones por g de los elementos de A,

9(A) :={g(a) : a € A}.

Dados dos intervalos A y B, decimos que el intervalo A es menor o igual
que el intervalo B y lo denotamos A < B si minA < minB y max A <
max B.

Un intervalo aleatorio compacto serd también un caso particular de con-
junto aleatorio compacto. Asi, si (€2, .4, Pr) es un espacio de probabilidad,
decimos que X : Q — K.(R) es un intervalo aleatorio compacto si es me-
dible respecto de la o-dlgebra de Borel asociada a la topologia generada por
dy en KC.(R). La medibilidad de esta aplicacién es equivalente a la del vector
aleatorio (min X, méx X'), véase por ejemplo Cascos (2001).

Al igual que la distancia de Hausdorff adopta una expresién muy sencilla
para el caso de intervalos compactos, también la esperanza de Aumann de
un intervalo aleatorio toma una expresion muy sencilla. Siempre que min X

y max X sean integrables, se cumple

EX = [Emin X, Emax X].
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A continuacién definiremos espacios de vectores y conjuntos aleatorios.
Dado p € [1,400], el espacio LP(Pr) — mds brevemente LP — de vectores
aleatorios en R? viene dado por

LP = {¢:Q — R%: ¢ vector aleatorio, [|€]|, < oo}

y su distancia asociada es dP(§, n) := || —nl|,, donde || - ||, denota a la norma
LP de un vector aleatorio, es decir, |||, := (E||£||P)Y/? si p € [1,4+00) y si
p = 00, ||€|loo := esssup ||£]| es su supremo esencial. Al espacio L? de vectores
aleatorios en (0, +00)? lo denotamos por L% . Obsérvese que esta notacién no
especifica la dimensién en la que trabajamos, asi si consideramos variables
aleatorias, d = 1, utilizamos la misma notacion.

El espacio L£P de conjuntos aleatorios compactos y convexos se define

como
LP:={X:Q — K.: X conjunto aleatorio, || X]||, < oo},

donde la norma £? de un conjunto aleatorio es || X ||, = E(||X||?)*/?, siendo
| X || la variable aleatoria magnitud del conjunto aleatorio X y su distancia

asociada se define como
DM(X,Y) = ||du(X,Y)][,-

La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos aleatorios compactos X, Y :
) — K es medible como se explica en la Seccién 0.2 y en consecuencia
la distancia DP estd bien definida. Al espacio L£P de conjuntos aleatorios
que toman como valores subconjuntos de (0,+00)?, lo denotamos por L% .
Si consideramos intervalos aleatorios, d = 1, como de nuevo la notacién no
especifica la dimension en la que trabajamos, hablaremos de los espacios LP
y L% de intervalos aleatorios. Dado X un intervalo aleatorio, X € L si y
solo si min X, max X € LP y si el intervalo aleatorio es positivo, es decir,
toma como valores subconjuntos de (0, +00), entonces X € L- siy sélo si
max X € LP.
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2.2. Indices de desigualdad

Los indices de desigualdad cuantifican la desigualdad o dispersién, habitual-
mente relativa, que presenta un elemento aleatorio. Se suelen calcular para
variables aleatorias positivas.

El f-indice de desigualdad (generalizado) estd inspirado en la divergencia
generalizada de Csiszér entre dos distribuciones de probabilidad (Csiszér,
1967) y ha sido estudiado, entre otros, por Cascos et al. (2002). Se define
para una funcién convexa f : (0,+00) — R tal que f(1) = 0 y una variable
aleatoria positiva & como el valor real

() =Ef (E%)

siempre que tal valor exista. En algunos trabajos se supone la convexidad
estricta o monotonia de f.

Ejemplos particulares de f-indices de desigualdad son los indices de
desigualdad aditivamente descomponibles de Bourguignon (1979) cuyo indice
de orden o € R\ {0, 1} estd inducido por

1 a
folz) = m(l’ - 1).

Nosotros consideraremos (f,1)-indices de desigualdad denotados por iy,
definidos sobre vectores aleatorios en (0,+00)? donde [ es una aplicacién
lineal estrictamente creciente de R? en R y f es, como anteriormente, una
funcién convexa f : (0,+00) — R tal que f(1) = 0. Estos indices de
desigualdad asignan a un vector aleatorio positivo el f-indice de desigualdad

de la variable aleatoria positiva I(§),

. : 1(€)
il€) = i5(1) = B (1)
Podemos extender las definiciones anteriores a conjuntos aleatorios com-

pactos y convexos sin mas que interpretar la esperanza como esperanza de
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Aumann y el cociente como cociente de intervalos, de un modo similar al em-
pleado por Lépez-Garcia et al. (2000) para extender otra familia de indices
de desigualdad a los intervalos aleatorios.

Definicion 2.2.1. Si f : (0,400) — R es una funcién convexa tal que f(1) =
0y X € LY, su f-indice de desigualdad con valor de intervalo se define como,

I)(X):=Ef (%)

siempre y cuando esa esperanza exista.

Del mismo modo que se extienden los f-indices de desigualdad para va-
riables aleatorias a indices de desigualdad para vectores aleatorios utilizando
una transformacién lineal estrictamente creciente de R? en R, podemos ex-
tender los f-indices de desigualdad para intervalos aleatorios a indices de

desigualdad para conjuntos aleatorios compactos y convexos.

Definicion 2.2.2. Sil : R — R es una funcién lineal estrictamente creciente,
f:(0,4+00) — R una funcién convexa tal que f(1) =0y X es un conjunto
aleatorio compacto y convexo en R? tal que X € LY, su (f,1)-indice de
desiqualdad con valor de intervalo se define como,

siempre y cuando esa esperanza exista.

No supondria ningtin inconveniente extender estos indices a conjuntos
aleatorios compactos cualesquiera, no necesariamente convexos sin mas que
considerar la envolvente convexa de los conjuntos aleatorios.

Para finalizar esta seccion es conveniente destacar que todos los concep-
tos sobre indices de desigualdad que se acaban de definir son generalizacion
unos de otros. En primer lugar, dado un intervalo aleatorio X, y una fun-
cién convexa f en las condiciones apropiadas, se tiene que I;(X) = I7;a(X),
siendo correcta la ultima expresién por la linealidad de la aplicacion identi-

dad. Ademas, el f-indice de desigualdad del intervalo aleatorio unipuntual
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formado por una variable aleatoria es el conjunto unipuntual formado por
el f-indice de la variable aleatoria y finalmente el (f,[)-indice de desigual-
dad del conjunto aleatorio unipuntual formado por un vector aleatorio es el
conjunto unipuntual formado por el (f,[)-indice del vector aleatorio.

2.3. Propiedades

Para obtener propiedades interesantes de los indices de desigualdad, a lo largo
de esta seccién suponemos que la funcién f es monétona y estrictamente
convexa. La transformacién lineal [, vendra determinada por u € (0, +00)¢,
es decir [, (z) = (x,u). Ademds, a lo largo de toda esta seccién supondremos
que los conjuntos aleatorios tienen indices de desigualdad acotados. En estas
condiciones el (f,1,)-indice de desigualdad de un conjunto aleatorio X € £}

adopta una forma mucho mas simple. Si f es creciente,
B min [, (X) max [, (X)
00 = 20 (e ) (o) |
B —h(X, —u) h(X,u)
- [Tt ) & (x|
mientras que si f es decreciente,
B méx [, (X) min [, (X)
100 = (e (G (e |
B h(X,u) —h(X, —u)
- [or (e Zs) = (e )|

Antes de estudiar las propiedades de la familia de (f,[)-indices como

indices de desigualdad, damos dos resultados previos.

Lema 2.3.1. Dado un intervalo aleatorio positivo X y una funcion f mondto-
na y estrictamente convexa, entonces 1;(X) es un unico punto si y solo si
X = {&} c.s. para cierta variable aleatoria §.
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Demostracion. Es claro que si X = {{} c.s., entonces I¢(X) = {if(£)}, esto
es, se trata de un conjunto unipuntual. Veamos que también se satisface la
implicacién contraria.

Supongamos que no existe ninguna variable aleatoria £ tal que X = {¢}
c.s., entonces Emin X < Emax X. Si f es creciente, como ademas es estric-
tamente convexa, el crecimiento sera estricto y asi, por la desigualdad ante-
rior, se satisface que f(z/Emix X) < f(z/Emin X), como ademés min X <
méx X, de nuevo por ser f creciente, tenemos que Ef(min X/Eméx X) <
Ef(méx X/Emin X) y por lo tanto I;(X) no serd un conjunto unipuntual.
Si f fuese decreciente, el razonamiento seria analogo. n

Este resultado se puede generalizar al caso de los conjuntos aleatorios.
Diremos que un conjunto aleatorio X es normal a v € R? si cada una de sus

realizaciones esta contenida en un hiperplano normal a u, es decir

Pr({w: X(w) C H, con H, hiperplano normal a u}) = 1.
Proposicién 2.3.2. Dado un conjunto aleatorio X € L, una funcién f
mondtona y estrictamente convexa y otra funcion l, lineal estrictamente cre-
ciente tal que X no es normal a u, entonces Iy, (X) es un dnico punto si y

sélo si X = {&} c.s. para cierto vector aleatorio &.

A continuacién se enuncian algunas de las propiedades de los (f, [)-indi-
ces de desigualdad para conjuntos aleatorios, cuyas demostraciones se obtie-
nen de manera inmediata.

No negatividad promedio

Proposicién 2.3.3. Los indices Iy, satisfacen la no negatividad promedio,

es decir, para cualquier conjunto aleatorio X, si f es creciente,
min [7;(X)Eméx [(X) + méax [;(X)Eminl(X) > 0,
mientras que si f es decreciente,

max [ (X)Eméx [(X) + min /;;(X)Eminl(X) > 0.
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Minimalidad

Proposicién 2.3.4. Dado un conjunto aleatorio X, se cumple I7;, (X) =0
si y sélo si X es degenerado en algin punto de R o estd completamente
distribuitdo en un hiperplano normal a u.

Independencia de la media

Proposicién 2.3.5. Para cualquier A > 0, se cumple Ir;(AX) = I7,(X).

Traslaciones

Proposicién 2.3.6. Dado x € R, se cumple 15 (X + z) < I;,(X).

Relacién con los 6rdenes estocasticos en variabilidad

Los (f,)-indices de desigualdad para conjuntos aleatorios estén relacionados
con los 6rdenes estocasticos segin la variabilidad para conjuntos aleatorios
que se han definido en la Seccién 1.2, es decir, con el orden simétrico, con
el lineal convexo y con los érdenes superior lineal convexo e inferior lineal

convexo.

Proposicién 2.3.7. Dados dos conjuntos aleatorios X,Y € LY tales que
EX =EY, los tres siguientes enunciados son equivalentes:

i X Suilcx Y;
ii. max Ip(X) <max I (Y) para cualquier f creciente;
iii. min I¢)(X) <min s (Y) para cualquier f decreciente.

Demostracion. Se tiene que EX = EY'| asi segin el Teorema 0.5.2 y la Pro-
posicién 1.2.14; se cumple X <.jex Y siy sélo si h(X,u) < h(Y,u) para
cualquier u € R% o, equivalentemente, méx,(X) <. max/,(Y) para cual-

quier [, lineal creciente.
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Si f es creciente, se cumple

méx Iy, (X) = Ef (%) =Ef (%)

Como la funcién f es convexa, también lo es g(z) = f(z/Eminl,(X)). La
observacion de que las esperanzas son iguales EX = EY finaliza la demos-
tracion de la equivalencia entre 7. y 7. La equivalencia con 7. se demuestra

de un modo similar. O

Proposiciéon 2.3.8. Dados dos conjuntos aleatorios X,Y € E}r tales que
EX =EY, los tres siguientes enunciados son equivalentes:

i. X Slilcx Y;'
. minI¢;(X) <min s (Y) para cualquier f creciente;
iii. max Ip(X) <méax I (Y) para cualquier f decreciente.

Demostracion. La demostracion sigue la misma estructura que la de la Pro-
posicién 2.3.7. ]

Como consecuencia de las Proposiciones 2.3.7 y 2.3.8 obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 2.3.9. Dados dos conjuntos aleatorios X,Y € L1 tales que EX =
EY, entonces X <yiex Y €Y <jiex X sty solo si I5)(X) < Ir(Y) para

cualesquiera f y .

A partir de la Proposicién 1.2.16 y del Corolario 2.3.9 el siguiente resul-

tado es inmediato.

Corolario 2.3.10. Dados dos conjuntos aleatorios X,Y € £1+ tales que
EX =EY y X <qe Y, entonces I7;(X) < I;(Y) para cualquier f.
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Antes de obtener el ultimo resultado que relaciona indices de desigualdad
con érdenes estocasticos para conjuntos aleatorios, presentamos una relacién
entre el orden simétrico y el superior creciente lineal convexo para conjuntos

aleatorios que utilizaremos en dicho resultado.

Lema 2.3.11. Dados dos conjuntos aleatorios compactos X e Y que to-

man como valores subconjuntos de (0,+00)? y tales que X <om Y, entonces
X Suilcx Y.

Demostracion. Sea u € Ri, como X <gm Y, segin el Teorema 1.2.1 se
satisface la relacion h(X, u); <gm h(Y,u)+ o equivalentemente h(X, u) 4 <iex
h(Y,u);. Como X e Y toman valores en (0, +00)?, la funcién soporte en la
direccién de u toma siempre valores positivos, con lo que tenemos h( X, u) <jx
h(Y,u) o equivalentemente segin la Proposicién 1.2.14, se tiene X <ijex
Y. O

Sobre la base de la Proposicion 2.3.7 y del Lema 2.3.11 se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 2.3.12. Dados dos conjuntos aleatorios X,Y € EL tales que
EX = EY y se satisface la relacion X <gm Y, entonces maxIp;(X) <
max I7;(Y) para cualquier f creciente y min I;;(X) < minI;;(Y) para cual-
quier f decreciente.

2.4. Criterios de convergencia

En esta seccién se estudiard en primer lugar la continuidad de los (f,)-indi-
ces de desigualdad como aplicaciones del espacio de los conjuntos aleatorios
compactos y convexos positivos £ y luego se buscardn cotas a la distan-
cia entre los indices de desigualdad de dos conjuntos aleatorios expresadas
en funcion de la distancia entre dichos conjuntos. Este desarrollo tiene por
objetivo construir un marco adecuado para el ejemplo que aparece en la

Seccién 2.5 y con el que se justificaran los resultados obtenidos.
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2.4.1. Continuidad

El resultado principal sobre continuidad de los indices de desigualdad para
conjuntos aleatorios es el Corolario 2.4.4. Se obtiene como generalizacién
inmediata de la continuidad de los indices de desigualdad para intervalos
aleatorios que se demuestra en el Teorema 2.4.3.

Antes de demostrar la continuidad de los indices de desigualdad, necesi-
tamos dos resultados auxiliares. Denotaremos por O(-) a la “O mayuscula” de
Landau, es decir dadas dos funciones f, g, escribimos  f(z) = O(g(x)) cuando
x — +00’ si existen constantes C, k, M tales que |f(z)| < C + k|g(x)| para
todo = > M.

Lema 2.4.1. Sea p € [1,4+o0) y g : R — R wuna funcidn continua tal que
g(x) = O(|z|?) cuando |z| — 4o00. Si ||€, — &, — 0 donde £, &, € LP para
todo n € N son variables aleatorias, entonces ||g(&,) — g(€)|l1 — 0.

Demostracion. Si ||&, — €|, — 0 con &, &, € LP para todo n € N, entonces
la convergencia LP de {&,}, implica su convergencia en probabilidad. Por la
continuidad de g, la convergencia en probabilidad también se cumple para la
sucesion {g(&,) }a-

Como ||&, — €|, — 0, entonces la sucesién de variables aleatorias
{|€x|P}» es uniformemente integrable. Por otra parte g(x) = O(|z|?) cuando
|z| — 400 y g es continua en R, y por lo tanto acotada en cualquier com-
pacto [—M, M], se cumple entonces que hay ciertas constantes k, C' > 0 tales
que [g(&,)| < C + k|&,|P v por lo tanto {|g(&,)|}n es uniformemente integra-
ble. Finalmente, la integrabilidad uniforme y la convergencia en probabilidad

implican [|g(&,) — g(§)[ly — 0. O
Podemos extender este resultado a intervalos aleatorios.

Lema 2.4.2. Sea p € [1,4+00) y g : R — R wuna funcidn continua tal que
g(x) = O(|z|P) cuando |x| — 400. Si DP(X,,X) — 0 donde X, X,, € LP
para todo n € N son intervalos aleatorios, entonces D'(g(X,), (X)) — 0.
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Demostracion. Como g es continua y X toma como valores intervalos com-
pactos, entonces g(X) = [ming(X), méxg(X)]. Sabemos que existen dos
constantes positivas k y C tales que |g(z)] < C + k|z[P y por lo tanto
las normas £! de los valores extremos de g(X) estdn acotadas, es decir,
mex{]| min g(X)]|1, || mix g(X) 1} < € + k|| méx{| min X, | mix X[} que
es finito porque X € £LP. Por lo tanto ¢(X) € L' y de un modo andlogo se
puede demostrar que g(X,) € L' para todo n € N.

Como ||dp(X,, X)||, — 0, entonces {du(Xn, X) }n v {du(9(X,), 9(X))}n
convergen en probabilidad a 0. Para demostrar que {dy(g(X,),9(X))}, =
{méx{| méx g(X,,) —max g(X)|, | min g(X,,) —min g(X)|}}, es uniformemen-
te integrable, sélo hay que probar la integrabilidad uniforme de {min g(X,)—
min g(X)}, v de {max g(X,) — méx g(X)},. La de la segunda sucesién de
variables es inmediata a partir de las siguientes desigualdades,

| méx g(Xp) — méx g(X)| < [méx g(X,)[ + [ mdx g(X))]
< C + kméx{| min X,,|, | méx X,,|}* + | méx g(X)|,

y entonces de ||min X,, — min X||, — 0y || mdx X, — max X||, — 0 se
sigue la integrabilidad uniforme de {max{|min X, |, | maxX,|}"}, y como
méx g(X) € L', entonces {| méx g(X,) — max g(X)|}, es uniformemente in-
tegrable. De manera andloga se prueba que {ming(X,) — ming(X)}, es
uniformemente integrable y esto conjuntamente con la convergencia en pro-
babilidad de {dg(g(X,),9(X))}, a 0 implican D!(g(X,),g(X)) — 0. O

En primer lugar probamos la continuidad de los indices I; de intervalos
aleatorios.

Teorema 2.4.3. Sea f : [0, +00) — R una funcion conveza tal que f(1) =0
y f(z) = O(|z]?) cuando |x| — +oo para algin p € [1,4+00). Entonces,
If: L% — K.(R) es DP-continua.
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Demostracion. Sea X, X, € L) para todo n € N tal que D?(X,,,X) —
0. Como las esperanzas de las variables aleatorias min X,,, min X, max X, y
max X son positivas, entonces

méx X, max X
E min X, ~ Emi X

min X, min X
’EméXXn " Eméx X )
y por lo tanto DP(X,,/EX,, X/EX) — 0.

Por otra parte, la convexidad de f garantiza su continuidad y por el Le-
ma 2.4.2 tenemos que D'(f(X,/EX,), f(X/EX)) — 0. Finalmente, como
dp(I1(X,), 1;(X)) < DY(f(X,/EX,), f(X/EX)) se verifica la continuidad.
O

=0 |

|~
p

El resultado anterior se generaliza inmediatamente a los conjuntos alea-

torios.

Corolario 2.4.4. Sea f : [0, +00) — R una funcion conveza tal que f(1) =
0y f(z) = O(|z]P) cuando |x| — 400 para algin p € [1,+00) y sea [ :
R?Y — R lineal estrictamente creciente. Entonces I;; @ L. — K.(R) es
DP-continua.

2.4.2. Aproximacion

En la busqueda de cotas para la distancia entre los indices de desigualdad de
dos conjuntos aleatorios, el resultado principal es el Corolario 2.4.8, que se
obtiene como consecuencia inmediata del Teorema 2.4.7, en el que se acota
la distancia entre los indices de desigualdad de dos intervalos aleatorios.
Antes de pasar a estos resultados obtenemos dos lemas previos que aco-
tan la distancia entre las transformaciones de dos intervalos por ciertas fun-
ciones. Denotamos por C! al conjunto de funciones de R en R con derivada

continua.

Lema 2.4.5. Sea ¢ : R — R wuna funcion de clase C* y sean A, B
dos intervalos compactos, entonces

du(g(A),9(B)) <dp(A,B) mix ){Ig'(Z)I}-

z€co(AUB
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Demostracion. Sean x € A, y € B, es claro que

l9(z) —9(y)| < |z —y| max {|¢'(z)|} <|e—y| max {|g'(2)|},
z€co{z,y} z€co(AUB)

ya que la derivada de la funcién ¢ es continua, y la envolvente convexa de
dos intervalos compactos sigue siendo compacta, con lo que la funcién alcan-

zard un maximo en co(A U B). Ahora

f < sup inf |z —
sup inf inf |g(z) — g(y)| _ilelgylgle Y| Erg}(%B)ﬂg( 2)|},

siendo la desigualdad cierta si intercambiamos A por B, con lo que obtene-

mos,

du(g(A),9(B)) < du(A B) méx {[g'(z)[}.

z€co(AUB)

]

Si la funcién g fuese convexa, su derivada tomaria valores extremos en

la frontera de un conjunto, por lo que se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.4.6. Sea g : R — R una funcién conveza de clase C' y sean

A, B dos intervalos compactos, entonces

du(9(A),9(B)) < du(A, B) mix {[g'(2)[}.

2€AUB
Recordamos que nuestro objetivo es encontrar una cota superior para
la distancia de Hausdorff entre los indices de desigualdad de dos conjuntos
aleatorios y para ello empezamos estudiando el caso de los intervalos aleato-
rios.
Denotamos por ¢ al conjugado de p, es decir, ¢ = p/(p—1) sip € (1, 400),
g=4+ocosip=1yqg=1sip=-o0.

Teorema 2.4.7. Sean X,Y dos intervalos aleatorios en LY para algin p €
[1,+00]. Sea f: (0,4+00) — R una funcién convexa en C* tal que f(1) = 0.
Si tanto 1¢(X) como 1¢(Y) existen y f'(X/EX), f'(Y/EY') € L%, donde q es

el conjugado de p, entonces
I X I Y
EX /1, EY /1, '

i

dir(1§(X), I;(Y)) < Dp(%’ %) H
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Demostracion. El f-indice de desigualdad de un intervalo aleatorio X es la
esperanza de Aumann de una transformacién de X y asi, segun el Teore-
ma 0.2.1, se cumple

antr).50) < Blan (155 ) (55) )|

Por el Corolario 2.4.6,

&=

(00 5 < B ) s 7G|

X' EY ) zex/ExUy/EY
=E [dH (E)EV( E};) i e )l}
TE [dH (JE); E};) g |f’<z)|} '
Finalmente aplicando la desigualdad de Holder obtenemos,

s o (e 25) I B I3

i

J

Corolario 2.4.8. Sean X,Y dos conjuntos aleatorios en L. para algin p €
[1,+00]. Sea f: (0,4+00) — R una funcion convera en C' tal que f(1) =0
yl: R — R una aplicacién lineal estrictamente creciente. Si tanto 1;;(X)
como I7,(Y) ezisten y f'(I(X)/I(EX)), f'(I(Y)/I(EY)) € L%, donde q es el

conjugado de p, entonces

dp(Lr(X), 17(Y))
<2 (qxy ) |7 ()|, | (7ews)

Este resultado puede especializarse para vectores aleatorios,

i

)
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Corolario 2.4.9. Sean £,n dos vectores aleatorios en L: para algin p €
[1,4+00]. Sea f : (0,+00) — R una funcion conveza en Cl tal que f(1) =

0yl : R — R una aplicacion lineal estrictamente creciente. Si tanto

ir1(&) comoigi(n) existen y f'(1(€)/I(EE)), f'(L(n)/I(En)) € LT donde q es el

conjugado de p, entonces
G, = I G

)( 77)||q]HlH?”é“_17||pml/n{Hprv 71l }

i74(6) — i7al L]——%
VFE/ED ], + I
=2 [ I(EE)I(E

.

2.5. Ejemplo

Como ejemplo de aplicacion de los resultados obtenidos analizaremos el com-
portamiento de los indices de desigualdad de ciertos intervalos aleatorios.

Nuestro objetivo es estudiar la variabilidad relativa del ‘rango del nivel
de glucosa en sangre en los dias de la semana para un paciente diabético’.
A lo largo de una semana se producen alteraciones en el ritmo de vida de
una persona y en consecuencia los registros vitales varfan. Hemos tomado el
periodo de una semana como el més corto que puede mostrar una desigualdad
significativa.

Modelaremos el rango del nivel de glucosa en sangre como un interva-
lo aleatorio discreto, X = [min X, max X| sobre el espacio de probabilidad
(E,P(FE), P) de los siete dias de la semana, E = {ey,...,er} todos con la
misma probabilidad, P({e}) = 1/7. De este modo las variables aleatorias
min X (e) y max X (e) representaran los niveles minimo y méximo de glucosa
en el dia e.

Los datos disponibles se pueden representar como aparece en la Figu-
ra 2.1.

Podemos aproximar este intervalo aleatorio mediante una sucesién de
intervalos aleatorios { X, }nen sobre (E,P(E), P) estando cada una de sus
realizaciones definida como la envolvente convexa de n mediciones del ni-

vel de glucosa en diferentes momentos del dia. Més especificamente, para
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10 mediciones diarias de los niveles de glucosa en un enfermo de diabetes 20 mediciones diarias de los niveles de glucosa en un enfermo de diabetes
3 S
S S
8 8
3 3
= 84 ~ 24
s « s &
E) =]
£ &
2 2
2 2
s s
8§ g1 g 8
c c
5 5
o @
8 8
8 8
=2 =2
o 2 o 84
g 3
3 S
8 4 8
S Ei
T T T T T T T T T T T T T T
Lunes Martes  Miércoles  Jueves Viemes Sabado  Domingo Lunes Martes  Miércoles  Jueves Viernes sabado  Domingo
Dias de la semana Dias de la semana

30 mediciones diarias de los niveles de glucosa en un enfermo de diabetes

250
|

Glucosa en sangre (mg/dl)

150
|

100
|

T T T T T T T
Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Séabado Domingo
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Figura 2.1: Evolucién de la glucosa en sangre a lo largo de una semana. Cada
simbolo = indica el resultado de una medicién del nivel de glucosa en sangre en el
dia correspondiente.

cada dia e del estudio tomamos diferentes mediciones del nivel de glucosa
en sangre, £§,&5, ..., &S v aproximamos X (e) por X,(e) donde min X,,(e) =
min{&S, ..., &5} y max X, (e) = max{&§,..., &}

En este punto hacemos la suposiciéon de que fijado e € E, las variables
{&¢}: son independientes y estan idénticamente distribuidas en el intervalo
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X (e). Ademds, suponemos que existen dos constantes 7, k > 0 tales que para
todo x € [0,7], la probabilidad de que &§ esté a una distancia de max X (e)
menor o igual que z es al menos kx y lo mismo para min X (e). Es decir,
supuestas &, &5, ... definidas en un espacio (€2, .4, Pr), se cumple Pr(|£f —
méx X (e)| < z) > kx y Pr(|¢f — min X(e)| < x) > kx. Obsérvese que
la familia de distribuciones que verifica esta condicién es suficientemente
amplia. Para estas variables aleatorias el orden de convergencia de la distancia
maxima de los valores minimo y maximo de n copias independientes de &
a los extremos del intervalo X (e) es casi seguro O(n~!logn), como obtienen
Diimbgen y Walther (1996). Esto nos ayudara a mantener cierta velocidad de
convergencia en nuestras aproximaciones del indice de desigualdad al valor
objetivo.

La distancia de Hausdorff entre los intervalos X, (e) y X(e) es igual a
méx{min X, (e) — min X (e), max X (e) — méx X,(e)} y por lo tanto se tiene
que dg(X,(e), X(e)) = O(n"tlogn) c.s.

Para cualquier funcién f que satisfaga los requerimientos para definir
un indice de desigualdad, segin el Teorema 2.4.7 y por el hecho de que X
estd acotado ya que X (e;) € IC.(R) para j € {1,...,7}, el orden de conver-
gencia de los indices de desigualdad {/;(X,,)}, hacia I¢(X) coincidira con el
de {X,,/EX,}, hacia X/EX en el espacio L' y tenemos que

dpr (Xn(e) /EX,, X (e)/EX) < (2/Emin X)dy(Xa(e), X (e)).

Ahora obtenemos facilmente el orden de convergencia de {X,,/EX,},
hacia X/EX,

D'(X,/EX,, X/EX) = O(n " 'logn) c.s. (2.1)

y del mismo modo dy (1;(X,,), I;(X)) = O(n~!logn) c.s. Este hecho nos ayu-
dara a controlar el tamano muestral a considerar para lograr una reduccion
de algiin orden fijo en la cota de error.

Para ilustrar este ejemplo con datos numéricos, hemos utilizado el pro-

grama AIDA-online2 [http://www.2aida.net]. Se trata de un simulador de
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los efectos de la insulina en el nivel de glucosa en sangre con el que se pueden
analizar los efectos que producen las alteraciones en la dieta y en el sumi-
nistro de insulina sobre el nivel de glucosa en sangre en pacientes diabéticos
virtuales. Se ha escogido un paciente diabético virtual especifico y sobre él
se han observado los 96 valores disponibles del nivel de glucosa en sangre al
dia durante los 7 dias de la semana.

Sobre la base de la envolvente convexa de los 96 valores disponibles
para un dia e, definimos el indice de desigualdad poblacional. Tomamos una
funcion de la familia que generan los indices aditivamente descomponibles
(Bourguignon, 1979), en concreto la que genera el llamado indice hiperbélico,
fo1(z) = (1/z — 1)/2. El indice I;(X) vendra dado por,

7 7
B min X (e;) 1 méx X(e;) 1] ,
B = | 2 Tl ¥~ 320 TiEmin X 3] = F027I00001T

i=1 i=1

A partir de la poblacién anterior y para cada dia de la semana se ha
simulado una muestra de tamano n, variando de 1 a 10, n = 20 y n =
30, donde para cada dia los tiempos de la observaciéon han sido elegidos
aleatoriamente de entre los 96 disponibles. En la Figura 2.1 se puede ver el
resultado obtenido para tamanos muestrales n = 10,20 y 30.

Dado un n cualquiera y las 7 muestras correspondientes, podemos obte-
ner el valor minimo y maximo para cada dia de la semana y posteriormente
calcular el indice de desigualdad hiperbodlico. La Figura 2.2 contiene los valo-
res del indice para las muestras simuladas. Estos valores reflejan la variabi-
lidad del nivel de glucosa a lo largo de la semana. El extremo superior viene
determinado por los niveles méximos del nivel de glucosa en cada dia dividi-
dos entre el extremo inferior del nivel medio para normalizarlos, el extremo
inferior por los niveles minimos normalizados al dividirlos entre el extremo
superior del nivel medio. Podrian utilizarse para comparar la variabilidad en
dos semanas diferentes. La velocidad de convergencia hacia el indice pobla-
cional y, por tanto la mejora en la aproximacién que se logra al aumentar el
tamafio de la muestra, ya se razoné en (2.1).
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n minl; (X,) maxI; (X,)
1 0’0221 00221
2 —0’0861 0’1416
3 —01391 072306
4 —071866 0’3270
d —072064 0’3736
6 —072296 0’4363
7 —072353 0’4554
8 —02367 0’4611
9 —072399 04713
10 —072468 074978
20 —0'2627 0’5585
30 —072699 0’5917

Figura 2.2: Indices de desigualdad para f_i(z) = (1/2 —1)/2.

2.6. Comentarios y problemas abiertos

Hemos propuesto indices de desigualdad para conjuntos aleatorios, deriva-
do sus propiedades esenciales y los hemos relacionado con las ordenaciones
estocdsticas segun la variabilidad del Capitulo 1

Los valores que toman los indices de desigualdad para conjuntos aleato-
rios estan completamente condicionados por la funcién f que los induce y por
la direccién u en que estudiamos la variabilidad. Asi, estos parametros de-
berian ser escogidos dependiendo del problema que queremos estudiar. Seria
interesante hacer estudios de la robustez de los indices segin la funciéon que
los induce.

Los indices de desigualdad que se han propuesto para conjuntos alea-
torios son una generalizacion de indices de desigualdad para variables alea-
torias. Las variables aleatorias difusas constituyen una generalizacion de los

conjuntos aleatorios y se podrian adaptar nuestros indices de desigualdad
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para conjuntos aleatorios para que reflejen la variabilidad de una variable
aleatoria difusa.

Se pueden estudiar indices de desigualdad definidos de manera analoga a
los que estudiamos nosotros, pero utilizando otras definiciones de esperanza
para conjuntos aleatorios distintas de la esperanza de Aumann. También se
podria hacer un estudio semejante al de la Seccion 2.4 para métricas distintas
de la de Hausdorff.



Capitulo 3

Regiones centrales recortadas

La recta real estd dotada de un orden total por el que podemos comparar
dos numeros reales cualesquiera respecto de la relacién menor o igual. Da-
da una distribuciéon de probabilidad inducida por una variable aleatoria, el
orden menor o igual también nos permite hablar del punto mas central, o
conjunto de puntos mas centrales, con respecto a dicha distribucién de pro-
babilidad. Tales puntos son las medianas y satisfacen que la probabilidad de
que la variable aleatoria tome un valor menor o igual que ellas es, al menos,
un medio y la probabilidad de que tome un valor mayor o igual es también,
al menos un medio. Las medianas, ademas de esta propiedad satisfacen otras
muy interesantes, como por ejemplo, ser el punto para el que la esperanza
de la distancia euclidea a la variable aleatoria es minima. Del mismo modo
que consideramos el conjunto de medianas o puntos mas centrales, podemos
considerar regiones de puntos con cierto “grado de centralidad” o profundi-
dad, asi el intervalo comprendido entre el cuantil « y el cuantil (1 — «) con
a € (0,1/2] serd més pequenio en torno a la mediana cuanto mayor sea « y
define regiones de profundidad «.

Si trabajamos en RY, la relacién menor o igual entendida ahora compo-
nente a componente deja de ser un orden total, por lo que el concepto de
punto mas central con respecto a una distribucién de probabilidad inducida

run v T rio en mpiez r ambiguo. Surgen entonces nume-
0 ector aleatorio en R?, empieza a ser ambiguo. Surgen entonces e

75
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rosas definiciones de medianas multidimensionales, muchas de ellas conside-
radas por Small (1990) y cada una satisfaciendo algunas de las propiedades
de la mediana unidimensional. Hay también numerosas regiones centrales
para distribuciones multivariantes, algunas generalizan el concepto de inter-
valo intercuantilico y otras estan inspiradas en estimadores de localizacion

distintos de los cuantiles.

Varios autores como Barnett (1976), Eddy (1983 y 1985) y Liu y Singh
(1992) han considerado el problema de la ordenacién de datos multidimen-
sionales como paso previo a su estudio estadistico. Lo habitual es realizar
tal ordenacién conforme a la centralidad con respecto a una distribucion
de probabilidad y existe un gran interés en la comunidad estadistica por el
estudio de regiones centrales y funciones de profundidad. Asi, entre otros,
Massé y Theodorescu (1994), Koshevoy y Mosler (1997b) y Zuo y Serfling
(2000c) estudian diferentes regiones centrales multivariantes, mientras que
Liu (1990), Liu et al. (1999) y Zuo y Serfling (2000a) se centran en el estudio
de las profundidades de los puntos. Del mismo modo que se puede estudiar
la profundidad de un punto también se pueden estudiar cuantiles multidi-
mensionales, véase por ejemplo, Kolchinkskii (1997). La peculiaridad de los
cuantiles multidimensionales es que tienen en cuenta no sélo el grado de cen-
tralidad, sino también la localizacion del punto respecto de la distribucién y

ademas suelen conservar propiedades de los cuantiles unidimensionales.

En este capitulo estudiamos regiones centrales recortadas inducidas por
un estimador de localizaciéon. En primer lugar definimos el recorte de una
distribucion de probabilidad como el conjunto de probabilidades que tienen
cierto grado de relaciéon con dicha distribucién de probabilidad. Utilizando
estos recortes de probabilidad, la regién central recortada se define como
el conjunto de todos los valores de ese estimador de localizacién sobre el
conjunto de probabilidades del recorte. Derivamos las propiedades de estas
familias de regiones centrales de las de los estimadores de localizacion que
las inducen y probamos que generalizan otras regiones clasicas (Cascos y
Lépez-Diaz, 2004a).
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3.1. Regiones centrales y profundidad multi-

variante

Tal como se vio en la Seccién 0.4, las regiones centrales son conjuntos anida-
dos formados por puntos de cierta profundidad con respecto a una determi-
nada distribucion de probabilidad. Los conceptos de funcion de profundidad
y region central son duales y asi a partir de una funciéon de profundidad
podemos definir regiones centrales y las familias de regiones centrales indu-
cen funciones de profundidad. Nosotros nos ocuparemos del estudio de las

regiones centrales.

En esta memoria se han definido las regiones centrales del zonoide, las
de la envolvente de zonoides y las de la profundidad semiespacial. Las pri-
meras tienen como region mas central el conjunto unipuntual formado por la
esperanza de una variable aleatoria y van creciendo a medida que concentra-
mos la probabilidad en ciertas regiones de la distribucién original y hallamos
todas las esperanzas de las nuevas distribuciones. Las regiones centrales de
la envolvente de zonoides estan intimamente relacionadas con las del zonoi-
de. Finalmente, las regiones centrales semiespaciales tienen como conjunto
mas central el formado por los puntos para los que el infimo del conjunto de
probabilidades de cualquier semiespacio cerrado que los contenga es maximo.
Esta es una de las propiedades de la mediana de las variables aleatorias y, en
su caso, el maximo de estos infimos es siempre al menos 1/2. La profundidad
de los restantes puntos viene dada también por el mismo infimo, siendo en
consecuencia estas regiones generalizaciones de los intervalos comprendidos

entre los cuantiles unidimensionales « y (1 — «) cuando « € (0, 1/2].

Para d = 1 los intervalos intercuantilicos constituyen la familia méas
conocida de regiones centrales. Si a € (0,1/2] y P es una probabilidad en R,

los intervalos intercuantilicos son de la forma

[inf{z : P((—o0,z]) > a},sup{z: P([z,+00)) > a}]. (3.1)
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3.2. El recorte de una probabilidad

Recordamos que P denota al conjunto de probabilidades sobre (R?, B;) donde
By es la o-algebra de Borel en R y el conjunto IP estd dotado de la topologia
de la convergencia débil, a la que denotamos por ‘=",

Con el objetivo de definir regiones centrales de cierta profundidad, comen-
zamos introduciendo una familia de probabilidades construida a partir de una
distribucion de probabilidad original. Los elementos de la familia tienen una
relacion de cierto grado con respecto a la probabilidad original y es este grado

el que mas adelante determinara la profundidad de un punto.

Definicion 3.2.1. Dado «a € (0, 1], definimos el a-recorte de la probabilidad
P como el conjunto de probabilidades dominadas por a~'P y lo denotamos

por P%, esto es

P*:={QeP: Q<a'P}.

A continuacién estudiamos las propiedades de esta nueva familia de pro-
babilidades. En primer lugar analizamos sus propiedades més generales, prin-
cipalmente las topoldgicas y luego pasamos a estudiar el comportamiento del

a-recorte de una distribucién de probabilidad empirica.

3.2.1. Propiedades generales de la familia P

Los conjuntos P® son convexos y crecen desde P! = {P} a medida que

disminuye a.

Lema 3.2.1. Dado o € (0,1] y una probabilidad P € P, el conjunto P*
satisface las siguientes propiedades:

1. P% es convexo,
ii. si o < 3, entonces P* D P?;

iii. P' = {P}.
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Corolario 3.2.2. FEl conjunto P® es conexo por caminos.

Demostracion. Dados cualesquiera @1, Q)2 € P, basta considerar la aplica-
cién f :[0,1] — P“ definida como f(A\) = (1 — A\)@1 + AQ2. Es inmediato
demostrar que esta aplicacion es continua para la topologia de la convergencia
débil. O

Los conjuntos P® son tight y compactos.
Lema 3.2.3. Para todo o € (0,1] y P € P, la clase P* es tight.

Demostracion. Como ya se razond en la Seccién 0.1, toda probabilidad P € P
es tight v por la Definicién 0.1.2 para € > 0 existe un compacto K C R? tal
que P(K) > 1— ea o equivalentemente P(R¢\ K) < ea.

Asi, dados € > 0y Q € P se cumple Q(R?\ K) < a 'P(RI\ K)<ey
por lo tanto Q(K) > 1 — ¢, con lo que la familia P* es tight. Il

Lema 3.2.4. Para todo o € (0,1] y P € P, P es compacto.

Demostracion. Como P® es tight, segiin el Teorema 0.1.6, la clausura de P¢,
Po es compacta. Asi que es suficiente con demostrar que P® = P, es decir,
que P es cerrado. Obsérvese que la clausura se toma para la topologia de
la convergencia débil.

Sea Q € P, entonces existe una sucesion {Q,}, C P® tal que Q,, = Q.

Sea G C R? un conjunto abierto, por lo tanto Q(G) < liminf, Q,(G) <
a 'P(G). Si A € By, como segun el Teorema 0.1.2, P es regular, podemos
tomar una sucesién decreciente de conjuntos abiertos en R?, {G,}, de tal
modo que para todon € Nse cumple A C G,y P(G,\A) < 1/nyasi Q(A) <
Q(G,) < a 'P(G,). Por la continuidad de la probabilidad Q(A) < a™'P(A)
de donde ) € P%, y por lo tanto, P* es compacto. O

Continuamos el estudio de las propiedades preliminares de P con dos
lemas que nos resultaran muy utiles mas adelante y sirven de base para el
Teorema 3.2.7. Probaremos por un lado que si tenemos una sucesiéon de pro-
babilidades que converge débilmente y construimos otra sucesion de probabi-

lidades que también converja débilmente y de tal modo que cada elemento de
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la nueva sucesion pertenece al a-recorte de la correspondiente probabilidad
de la sucesion original, entonces el limite de la nueva sucesién pertenecera al
a-recorte del limite de la sucesion original. En el otro resultado auxiliar se
prueba que fijado a € (0,1], el conjunto de a-recortes de una sucesién de
probabilidades débilmente convergente es tight. El Teorema 3.2.7 demuestra
que toda sucesion de probabilidades pertenecientes a los a-recortes de una
sucesion de probabilidades convergente, tiene una subsucesién que converge

a alguna probabilidad del a-recorte de la probabilidad limite.

Lema 3.2.5. Sean P, P, € P para todo n € N tales que P, = P y sea
€ (0,1]. Si{Qn}n C P es una sucesion convergente, Q,, = Q, con Q, € P
para todo n € N, entonces Q € P*.

Demostracién. Sea G C R? un conjunto abierto, entonces

Q(G) < liminf Q,(G) < liminfa ' P, (G)
<lminfa 'P,(G) <limsupa ' P,(G) < a ' P(G).

Tomamos ahora un conjunto F' C R¢ cerrado y consideramos la sucesién de
abiertos de R, {G,}» en la que cada elemento estd definido como G, =
{z : d(z,F) < 1/n}, donde d(z, F) = inf{||Jz — y|| : y € F}, entonces
Q(F) < Q(G,) < a™'P(G,) para todo n € N. Tomando limites obtenemos
que Q(F) < a”'P(F).

Finalmente, para un conjunto A € By cualquiera, como tanto P como
() son regulares, basta tomar una sucesion creciente de conjuntos cerrados
{F,}, C R% tales que F,, C Ay Q(A\ F,)+ P(A\ F,) < 1/n y por lo
tanto, Q(A) = lim, Q(F,) < lim,a 'P(F,) = a~'P(A) lo que finaliza la

demostracidn. O

Lema 3.2.6. Sean P, P, € P para todo n € N tales que P, = P y sea
a € (0,1], entonces U2, P es tight.

Demostracion. Como P, = P, segin el Teorema 0.1.4, el conjunto {P, P,
Py, ...} es tight, condicién que mantendra si quitamos un elemento, con lo que
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U {P,} es tight. Asi, por la Definicién 0.1.2, para € > 0 existe un compacto
K c R? tal que P,(K) > 1 — ea para todo n € N o equivalentemente
P(R4\ K) < ea para todo n € N,

Dados ¢ > 0y @ € UX | P* se cumple que () € P para algin i € Ny
por lo tanto Q(R?\ K) < a1 P;(R%\ K) < ¢ con lo que finalmente obtenemos
que Q(K) > 1 — ¢ obteniéndose el resultado deseado. O

Teorema 3.2.7. Sean P,P, € P para todo n € N tales que P, = P y
sea o € (0,1], entonces para cualquier sucesion {Qn}, con Q, € P para
cada n € N, existe una subsucesion {Qn, }x C {Qn}n y Q € P* tales que la

subsucesion converge hacia @, esto es Qn, = Q.

Demostracion. Como P, = Py a € (0, 1], segtin el Lema 3.2.6, el conjunto

o P* es también tight. Dada una sucesion {Q,}, con @, € P para
cada n € N, como U2, P¢ es tight, existe una subsucesién convergente. Asi,
tenemos {Q, }x tal que @), = @ para algin ) € P y por el Lema 3.2.5, se
cumple ) € P°. O

Dada una sucesiéon de probabilidades que converge débilmente hacia otra
probabilidad y fijado un « € (0, 1], el limite superior de los a-recortes de las
probabilidades de la sucesion esté contenido en el a-recorte de la probabilidad
limite.

Obsérvese que ésta es la primera vez en que aparece el limite superior
de una sucesion de conjuntos a lo largo de la presente memoria. Tal limite
superior es simplemente el conjunto de todos los limites de las subsucesio-
nes convergentes originadas a partir de sucesiones con un elemento en cada

conjunto de la sucesion.

Corolario 3.2.8. Sean P, P, € P para todo n € N tales que P, = P y sea

a € (0,1], entonces

limsup P, C P“.
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3.2.2. Comportamiento empirico de P“

El resultado mas importante que obtenemos sobre el comportamiento del re-
corte de una probabilidad empirica es el Teorema 3.2.15. Segtin él, cualquier
probabilidad de un a-recorte de la probabilidad poblacional pertenece, casi
seguro, al limite superior de la sucesion de los a-recortes de las probabilida-
des empiricas y ademads, el limite superior de la sucesién de los a-recortes
de las probabilidades empiricas esta contenido en el a-recorte de la probabi-
lidad poblacional casi seguro. Cabe también destacar la Proposicion 3.2.14
en la que dada una probabilidad cualquiera perteneciente al a-recorte de la
probabilidad poblacional, se prueba que existe casi seguro, y se construye
explicitamente, una sucesion de probabilidades cuyos elementos pertenecen
a los a-recortes de la sucesion de las probabilidades empiricas y de tal modo
que una subsucesion suya converge hacia la probabilidad del a-recorte de la
probabilidad poblacional que habiamos considerado.

Dada una distribucién de probabilidad P € P, obtenemos una muestra
aleatoria simple &;(+),&a(+), ... de vectores aleatorios en un espacio de pro-
babilidad (2,4, Pr) de tal modo que todos ellos siguen la distribucién P.
Con esta muestra construimos P, . la probabilidad empirica asociada a P, es
decir, para cualquier A € By, se define

P (A) = % Z Ta(&(+)),

=1

donde 14 es la funcién indicador del conjunto A.

Obsérvese que si Q € P%, entonces () es absolutamente continua con
respecto a P, y por lo tanto existe una derivada de Radon-Nikodym de Q)
con respecto a P. Esta derivada es una aplicacién g : R4 — [0, +00) de
clase L'(P) tal que para todo A € By, se cumple Q(A) = [, gdP. De ahora
en adelante como @ es una probabilidad y @ < o !P, no supone ninguna
restriccion considerar una derivada de Radon-Nikodym g satisfaciendo 0 <

g < a~ L
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Por otra parte, como ) € P, tenemos que

ol = [ 9aP =1 = la(& )] ey

y es claro que ||g[|L1(p,.) — |lgllz1(p) c-5. [Pr]. Obsérvese que en la notacion
del Capitulo 2, [lg(é1() lxcen = ll9(E0) 1.

Dada una variable aleatoria n definida en un espacio de probabilidad
(Q,A,Pr) y r € R\ {0}, decimos que n esta distribuida en el reticulo
R. = {nr : n € Z} si R, es el menor reticulo de este tipo que satis-
face Pr(n € R,) = 1. Si el soporte de 1 no estd contenido en ningin
reticulo de este tipo, decimos que estda distribuida en Ry = R. La De-
finicién 3.37 en Breiman (1968) establece que si 7;,72,73... es una suce-
sién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, to-
das ellas definidas en un espacio de probabilidad (£2,.4,Pr), su sucesién
de sumas parciales n1,m; + 12,71 + M2 + N3,... €s recurrente si se verifica
Pr(m+...4n, € I i.0.) = 1 para todo intervalo acotado I tal que R.NI # (),
donde R, es el reticulo en el que estd distribuida 7, e i.0. indica que ocurre
para un numero infinito de n’s.

A continuacion enunciaremos un resultado sobre recurrencia que se utili-

zara para estudiar el comportamiento de la sucesion de a-recortes empiricos.

Teorema 3.2.9 (Teorema 3.38 en Breiman, 1968). En las condiciones
anteriores, silEn; = 0, entonces la sucesion de sumas parciales 11,11 +n2, 1+

Ne + M3 ... es recurrente.

La recurrencia nos sirve para obtener el siguiente resultado ya en el

marco de nuestro trabajo.

Lema 3.2.10. Sea S,,(-) = >, (g(&(+)) — 1), entonces Pr(S,(-) > 0 i.0.) =
1, donde S,(-) > 0 i.o. es el conjunto

{we Q: S,(w) >0 ocurre para un nimero infinito de n’s}.

Demostracion. Como Eg(&:(-)) — 1 = 0, segin el Teorema 3.2.9 la sucesién
S1(+),S2(+), ... es recurrente y por lo tanto Pr(S,(-) > 0 i.0.) = 1. Obsérvese
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que el intervalo [0, +00) debe cortar forzosamente al reticulo en que esté dis-

tribuido g(&;(+)) — 1. O
Como consecuencia inmediata obtenemos.
Corolario 3.2.11. Pr(||g||z1(p,.) = ll9llL1(p) .0.) = 1.

Demostracion.

Pr(S,(-) > 01i.0.) = Pr(ig(&(-)) >n zo)

=1
1 ‘ :
= Pr (ﬁ > g =1 @-0) = Pr(llgllcrcp..) = llgllzip) i0.).
i=1

O

Definimos un tipo de funciones que nos resultaran ttiles en la obtenciéon
de resultados previos a la Proposicién 3.2.14 y al Teorema 3.2.15 donde se
describe el comportamiento del recorte de una probabilidad empirica.

Una funcién f se dice semicontinua superiormente si sus conjuntos nivel
del tipo {x : f(x) < v} son abiertos para todo v € R. En la Definicién 4.1.4
se define el concepto de funciéon semicontinua inferiormente que estd muy
relacionado con éste.

En Billingsley (1999), pdg. 17 se establece que si una funcién f es acotada
y semicontinua superiormente y tenemos P, P, € P para todo n € N tal que
P, = P, entonces

h’msup/fdpng/fdP.

n
El siguiente resultado es una especializaciéon del Teorema de Caratheo-

dory-Vitali que puede encontrarse, por ejemplo, en el Teorema 2.6.2 en Rudin
(1987).

Teorema 3.2.12 (Teorema de Caratheodory-Vitali). Dada f: R? —
[0, +00) con f € LY(P), eriste una sucesion de funciones acotadas y semi-
continuas superiormente {um bm, Um : RT — [0, +00) con 0 < u,, < f, tales

que || f — tm || (py — 0.
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A partir del resultado anterior obtenemos la siguiente relacién entre in-

tegrales respecto de la probabilidad empirica y poblacional.

Lema 3.2.13. Dada f : R? — [0, +00) con f € L'(P), entonces se cumple
c.s. [Pr] que para todo F C R? cerrado,

h'msup/fdPn,. §/fdP.
n F F

Demostracion. Sea F' C R? un conjunto cerrado y {u, },» una sucesién de
funciones en las condiciones del Teorema 3.2.12. Como P,. = P c.s. [P1]
vy unlp estd acotada y es superiormente semicontinua para todo m € N,

tenemos que

limsup/ U, AP, = h’msup/um[F dpP,. < /umIF dP c.s. [Pr].
F

n n

Como u,, < f, tenemos c.s [Pr] que

Hmsup/ Uy, AP, < / fdP.
n F F
Por otra parte

‘ / fdp,. — / U AP,
F F

Como {um, }m es una familia numerable de funciones, tenemos c.s. [Pr] que

_/F(f_um)dpn, < /(f—um)dpn,.

para cualquier m € N,

/(f — ) APy, = [[(f = ) l21py — 10 = )22

Finalmente tenemos que casi seguro [Pr]

lim sup/ fdP,. =limsup (/(f — Up,) dP,. + / U, de.)
n F n F F
< lim sup/(f — Up,) dP,,. + lim sup/ U, AP, .
n F

F

<N = tmllrey + / Jdp,
F
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para todo m € Ny F C R? cerrado, lo que gracias al Teorema 3.2.12 nos
conduce al resultado deseado. O

Proposicién 3.2.14. Sia € (0,1] y Q € P®, entonces existe casi sequro [Pr]
una sucesion {Qn,..tr C P tal que Q,, . € P para todo k € N y Q,, . = Q.
Ademds si g es la derivada de Radon-Nikodym de @ con respecto a P, los

elementos de esta subsucesion son de la forma,
1

a HQHLl(Pnk,)

Qn,..(A) / gdP,, . paratodo A€ By.
A

Demostracion. Sea a € (0,1], se cumple Q(A) = [, gdP para todo A € By.
Definimos @Q,,. : B4 — [0, +00) como

1

Qn,. A= ———
) gl e,

/ gdP,. paratodo A € By.
A

Esta aplicacién estd bien definida c.s [Pr], al menos a partir de un n suficien-
temente grande.

Ademds se trata de una probabilidad, @),. € Py por el Lema 3.2.13
tenemos que casi seguro [Pr] para todo F' C R? cerrado,

1
limsuany.(F):h'msup—HgHL P )/gdPn,.g/gdP:Q(F),
n n (Pp,) JF F

y segun el Teorema 0.1.1, Q,,. = @ c.s. [Pr].
Por otra parte para cualquier A € By,

1
Qn, (A) < ————PF, (A),
allgllzyp..)
pero segun el Corolario 3.2.11, Pr({w : ||g[/z1(p,.) = 1 i.0.}) = 1y por lo tan-
to existe casi seguro [Pr| una subsucesion {Q,, .}x C {Qn,}» (la subsucesion

puede depender de w) tal que para todo A € By,
1

P (A <a'P, (A)
allgllercmy ) o (A)

@ny.(A) <

y finalmente @y, . € P . para todo k € N lo que completa la demostracion.
m
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Teorema 3.2.15. Dada P, . la distribucion empirica asociada con P y o €
(0,1],

i. si Q) € P, entonces () € limsup, Py c.s [Pr];
i. limsup, Py C P c.s. [Pr].

Demostracion. La primera parte de este resultado es inmediata a partir de
la Proposicién 3.2.14. En cuanto a la segunda, dado @) € limsup,, P, existe
una sucesion {Qn, }x C P con Q,, € P 'y tal que Q,, = Q. Tenemos que
P,.= P c.s. [Pr], con lo que por el Lema 3.2.5 obtenemos que ) € P c.s.
[Pr]. O

3.3. Regiones centrales recortadas

Dada una probabilidad P € P denotamos por L(P) a un estimador de loca-
lizacién de P que toma cualquier tipo de valor, ya sea un tnico punto o un

conjunto.

Definicion 3.3.1. Para a € (0,1] y un estimador de localizacién L, definimos
como region central a-recortada de P inducida por L al conjunto de estima-
dores de localizacién de todas las probabilidades de P¢, al que denotamos
por D¢(P), es decir,

Df(P):= |J L@ =L(P").

QepP«

La funcion de profundidad inducida por las regiones centrales recortadas

se define de la manera habitual.

Definicion 3.3.2. La profundidad de un punto z € R? con respecto a una
probabilidad P y un estimador de localizacion L se define como,

Dy (z; P) :==sup{a € (0,1] : z € D{(P)}.
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A continuacién se enuncian dos condiciones sobre estimadores de loca-
lizacién con el objetivo de derivar algunas conclusiones sobre las regiones
centrales recortadas inducidas por ellos.

Dada una probabilidad P € P y una sucesién de probabilidades { P, },, C
P que convergen débilmente hacia P, P, = P, decimos que un estimador de
localizacién L satisface la propiedad,

C1 si limsup, L(P,) = L(P);
C2 si L(P) es compacto y lim, dy(L(P,),L(P)) = 0.

Claramente la condicién C2 implica la condicién C1.

3.4. Propiedades

En esta seccién proponemos condiciones suficientes sobre los estimadores de
localizacién que dan lugar a las regiones centrales recortadas para que éstas
satisfagan algunas propiedades de especial interés extraidas de Zuo y Serfling
(2000c).

Se comienza con propiedades generales de las familias de regiones cen-
trales, asi en el Teorema 3.4.1 se prueba que todas las regiones centrales
recortadas son anidadas, en el Teorema 3.4.2 se imponen condiciones para
obtener regiones centrales convezxas y el Teorema 3.4.3 demuestra que cuan-
do un estimador de localizacién es equivariante afin, entonces las regiones
centrales que induce son también equivariantes afines. Utilizando las condi-
ciones C1 y C2, los Teoremas 3.4.4 y 3.4.5 hacen referencia a la conexion de
las regiones centrales recortadas, el Teorema 3.4.6 a su condicion de conjuntos

cerrados y el Teorema 3.4.7 y el Corolario 3.4.8 a su compacidad.

Para finalizar en el Teorema 3.4.9 y el Corolario 3.4.10 consideramos el

comportamiento asintotico de las regiones centrales recortadas.
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3.4.1. Propiedades generales
Regiones anidadas

Teorema 3.4.1. Sean «, 5 € (0,1] tales que « < 3, P € P y L cualquier
estimador de localizacion, entonces DY(P) D DY (P).

Demostracién. Segun el Lema 3.2.1 se cumple P D PP y el resultado es
inmediato. L

Regiones Convexas

Teorema 3.4.2. Si para dos distribuciones de probabilidad cualesquiera,
Q1,Q2 € P y cualquier A € (0,1), se cumple AL(Q1) + (1 — ML(Q2) C
L(AQ1 + (1 — X\)Q2), entonces las regiones centrales recortadas inducidas por

L son convezxas.

Demostracion. Sean z,y € D(P), entonces x € L(Q1) e y € L(Q2) para
algunas probabilidades Q1,Q2 € P*. Dado A € (0,1), se cumple Az + (1 —
ANy € AL(Q1)+(1—=A)L(Q2) C L(AQ1+(1—X)Q2) y como por el Lema 3.2.1,
P% es convexo, se cumple AQ; + (1 — \)@Qy € P?. O

Equivarianza Afin

Teorema 3.4.3. Dado cualquier estimador de localizacion L equivariante

afin, las regiones centralres D (P) son también equivariantes afines.

Demostracién. Dada una matriz A € R%>? no singular, b € R? y 2z €
D¢ (Pay), existe una probabilidad @ € (Payp)* tal que z € L(Q). Cons-
truimos la aplicacién @' : B; — R definida como Q'(B) = Q(AB + b).
Como A es no singular )’ serd una probabilidad, @' € P. Ademés Q'(B) =
Q(AB +b) < a'Pyy(AB +b) = a ' P(B) y por lo tanto Q' € P*. Final-
mente, se cumple (Q')a,(B) = Q' (A™1(B —b)) = Q(B) y asi tenemos que
z € L((Q")ap) = AL(Q') + b lo que implica que z € AD{(P) + b.
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Reciprocamente, si z € AD¢(P) + b, entonces existe € L(Q) para
alguna probabilidad @ € P* tal que z = Az +b. Como L(Qa,) = AL(Q) +b,
se ha de cumplir z € L(Q4,). Finalmente, se tiene que

Qap(B) = Q(A™(B—b)) <a 'P(AT(B—b)) = a” ' Pay(B)

y ast Qap € (Pap)® con lo que se cumple z € D (Pay). O

Regiones Conexas

Teorema 3.4.4. Si un estimador de localizacion L satisface la condicion C1

y L(P) es conezxo para cualquier P € P, entonces D{(P) es conezxo.

Demostracién. En el caso trivial, cuando D (P) = (), el resultado es obvio.
En otro caso, supongamos que D{(P) no es conexo, asi habrd dos conjuntos
disjuntos abiertos V;,Va C RY tales que D#(P) NV, # 0, DE(P)NVa # 0y
Dg(P) C Vi U Va.

Dados a € V1 N D(P) y b € Vo N DY(P), habrd Q.,Q, € P tales que
0 € L(Q.) v b L(Qy).

Definimos los conjuntos de probabilidades Ap = {@Q € P*: L(Q) C V1}
y Bp ={Q € P*: L(Q) C V2}. Como L toma valores conexos, entonces
cualquier ) € P* pertenece bien a Ap o bien a Bp.

Sea Q) = (1 — N\)Q, + AQ, que pertenece a P por ser este conjunto
convexo segin el Lema 3.2.1. Si {\,},, C [0, 1] satisface lim,, \,, = A entonces
obviamente @, = Q.

Definimos a4 = sup{p : Qx € Ap, VA € [0,u]} y pp = inf{u : Q, €
Bp, VX € [, 1]}. Como L verifica C1, tenemos L(Q,,) C Vi y L(Q,,) C Va.
Por otra parte no es posible que simultdneamente 4 =1y pup = 0.

Supongamos que g4 < 1 (si up > 0 el razonamiento seria andlogo).
Existe, por tanto, una sucesion {\,}, C [0,1] con A\, > pa tal que A\, —
pa y L(Qy,) C Vi Como L satisface C1, L(Q,,) = limsupL(Q,,) lo que
contradice que V; y V5 sean conjuntos abiertos disjuntos. Il

Si consideramos estimadores de localizacién con valor unipuntual, obte-

nemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.4.5. Si L : P — R? es continua, entonces D¥(P) es conezxo por

caminos.

Demostracion. Cualquier transformaciéon continua de un conjunto conexo
por caminos es conexa por caminos y por el Corolario 3.2.2, P“ es cone-

XO POr caminos. O

Regiones Cerradas

Teorema 3.4.6. Si L satisface C1, entonces D{(P) es cerrado.

Demostracion. Sea {x,}, C Df(P) una sucesién convergente tal que
limz, = x. Como para todo n, se cumple z,, € D¢(P), entonces existe
una sucesién de probabilidades {@Q,}, C P* tal que z,, € L(Q,). Por el Le-
ma 3.2.3, P es tight y en consecuencia {Q,}, también es tight. Segun el
Teorema 0.1.5 existe una subsucesién {Qy, }x C {Qn}n que converge débil-
mente a cierto ) € P, esto es ,,, = ( y por el Lema 3.2.4, se concluye
que @ € P*. Ahora x € limsup, L(Q,,) v como L satisface C1, concluimos
x € L(Q) C D¢(P). O

Regiones Compactas

Teorema 3.4.7. Si L satisface la condicion C2, entonces DY (P) es compacto.

Demostracion. Por la condicién C2 tenemos que L(C) C L(C) para todo
C C P y por lo tanto L es continua como aplicaciéon de P en el espacio de
conjuntos compactos no vacios de R? con respecto a la métrica de Hausdorff.
Finalmente, L(P*) es compacto ya que por el Lema 3.2.4, P* es compacto y
la igualdad L(P®) = D§(P) concluye la demostracion. O

Claramente la condicion C1 no es suficiente para garantizar la acotacion
de las regiones centrales recortadas. Por otra parte el Teorema 3.4.7 se puede
particularizar para estimadores unipuntuales y continuos.

Corolario 3.4.8. Si L : P — R? es continua, entonces D¥(P) es compacto.
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3.4.2. Resultados asintoticos

El resultado principal que obtenemos sobre el comportamiento asintético de
las regiones centrales recortadas establece que si un estimador de localizacién
satisface la condicién C1, las regiones centrales recortadas de una distribu-
ciéon poblacional coinciden casi seguro con el limite superior de las regiones

centrales recortadas de su distribucién empirica asociada.

Teorema 3.4.9. Si L satisface la condicion C1, entonces
D(P) = limsup D{(P,.) c.s. [P1]

Demostracion. Sea D un conjunto numerable y denso en Df(P). Obsérve-
se que la existencia de dicho conjunto estd garantizada al ser R? segundo
numerable. Dado = € D, para algin Q € P* x € L(Q) y por el Teore-
ma 3.2.15, existe una sucesion {Qy, }r tal que Q. € Pr |y Qn,. = Q

s. [Pr]. Como L satisface C1, limsup, L(Q,,.) = L(Q) c.s. [Pr] y entonces
existe una subsucesién {xnkl}l tal que Ty, € L(anp.) y limy Tn,, = T, POT lo
tanto x € limsup,, D{(P,.) c.s. [Pr]. Por la numerabilidad de D tenemos que
D C limsup, D{(P,.) c.s. [Pr].

Como limsup D (P,.) es cerrado, D¢(P) C D C limsup D§(PB,.) c.s.
[Pr].

Para probar la otra inclusion, sea x € limsup Df(P,.). Existe una su-
cesién {z,, }, tal que z,, € D{(P,,.) y v = limy z,,. Asi para todo k € N,
T, € L(Qn,,) para algin Q,,. € Pg . Como P,. = P c.s. [Pr], entonces
segtin el Lema 3.2.6, el conjunto Up, P es también tight c.s. [Pr]. En con-
secuencia existe c.s. [Pr] una subsucesién {Qn, .} que converge débilmente
a cierta probabilidad () € P y segun el Lema 3.2.5 concluimos ) € P<.
Como L verifica la condicién C1, z € lim sup L(anl;) = L(Q) y por lo tanto
lim sup D¢(P,.) C D¢(P) c.s. [Pr]. O

)

Corolario 3.4.10. Si L : P — R? es continua, entonces

DY(P) = limsup D{'(P,.) c.s. [Pr].
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3.5. Ejemplos

Veremos que la familia de regiones centrales recortadas generaliza los inter-
valos intercuantilicos (para variables aleatorias), las regiones centrales del
zonoide y las regiones centrales de la envolvente de zonoides. Para finalizar
el capitulo se dard un ejemplo de su estimador de localizacién que induce

regiones centrales conexas, pero no convexas.

3.5.1. Intervalos intercuantilicos

Para d = 1, los intervalos intercuantilicos de (3.1) estédn intimamente relacio-
nados con las regiones centrales recortadas inducidas por la mediana. Sea Me
el intervalo mediano, es decir, el conjunto de todos los puntos que satisfacen

la definicién de mediana.

Teorema 3.5.1. Dada una probabilidad P sobre R, Me el intervalo mediano
y cualquier o € (0,1/2],

[inf{z : P((—o0,z]) > a},sup{z : P([z,+00)) > a}] = Di.(P).

Demostracion. Es sencillo probar que el infimo y el supremo de la férmula
anterior son en realidad un minimo y un maximo. Asi dado y € [inf{:z: :
P((—o0,z]) > a},sup{z : P([z,+00)) > a}], entonces P((—0c0,y]) > «
y P([y,+o0)) > a. Supongamos que P({y}) = 0, definimos la aplicacién
Q@ : By — R que asigna a cada A € By,

1 1

U = o oo gy AN ) ap, ooy

P(ANy,+00))
que es claramente una probabilidad, @Q € Py ademds Q < (2a)~'P, con lo
que Q € P?* e y € D3 (P). Si P tiene un atomo en y, la demostracién de
esta inclusion es andloga, solo hay que distribuir la masa de tal modo que la
mitad quede a la izquierda y la mitad a la derecha de y.

Por otra parte sea y € D3i{(P), entonces existe Q@ € P?* tal que
Q((—00,9) > 1/2 'y Q(ly, +00)) > 1/2, como Q < (2a)7'P se cumple
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que P((—o0,y]) > ay P([y,+00)) > «, por lo tanto inf{z : P((—o0,x]) >
a} <y <sup{z: P([z,+)) <1-—a}. O

3.5.2. Regiones centrales del zonoide

Las regiones centrales del zonoide establecidas en la Definicion 0.4.3 perte-

necen a la familia de regiones centrales recortadas.

Teorema 3.5.2. Si tomamos la esperanza como estimador de localizacion,
obtenemos las regiones centrales del zonoide como regiones centrales recorta-
das, es decir, ZD®(P) = Dg(P) para cualquier o € (0,1], P € P.

Demostracion. Es claro que ZD*(P) = { [ zdQ(z) : Q € P*}, la funcién g
de la Definicion 0.4.3 jugara el papel de la derivada de Radon-Nikodym de
() con respecto a P. Il

Aunque éstas son propiedades conocidas de Koshevoy y Mosler (1997b)
(Teoremas 5.3, 5.4 y 5.7), de los resultados que se han probado a lo largo del
presente capitulo se deduce facilmente que las regiones centrales del zonoi-
de son anidadas (Teorema 3.4.1), converas (Teorema 3.4.2 y linealidad de
la integral) y equivariantes afines (Teorema 3.4.3 y equivarianza afin de la
esperanza).

Para dibujar las regiones centrales del zonoide de una distribucién empiri-
ca, o en general de una distribucion que asigna a cada uno de los puntos de
un conjunto finito la misma probabilidad, podemos hacer uso del siguiente

resultado.

Teorema 3.5.3 (Teorema 4.1 en Koshevoy y Mosler, 1997b). Sea
PePy{zr,...zn} CR? tal que P{z;}) = 1/n parai € {1,...,n}. Si
a € [k/n, (k+1)/n] para cualquier k € {1,...,n— 1}, entonces
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k
1 k
ZD(P) = cod — S "z + (1= =)o 2 finooipy C N V.
(P {an2+( Y fin i) € N}
donde N ={1,...,n}. Si a € (0,1/n],
ZD*(P) = co{x1,...,x,}.

El Teorema 3.5.3 se demuestra de un modo sencillo utilizando el Teo-
rema 3.5.2 y la caracterizaciéon de los cuerpos convexos a través su funcion

soporte.

Ejemplo 3.5.1. Si consideramos la distribucién de probabilidad P que asigna
probabilidad 1/4 a cada uno de los puntos (1,1), (1, —1),(=1,1) y (—1,—1),
obtenemos las regiones centrales del zonoide que aparecen en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Contornos de ZD!(P), ZD3/4(P) y ZDI/Q(P)-



96 Capitulo 3. Regiones centrales recortadas

3.5.3. Regiones centrales de la envolvente de zonoides

Las regiones centrales de la envolvente de zonoides establecidas en la Defini-

cién 1.1.3 pertenecen a la familia de regiones centrales recortadas.

Lema 3.5.4. Dada cualquier probabilidad P € P y o € (0, 1],

o 'proj,(W(P)) = | Z(Q).

Qepe

Demostracion. Dado z € R?, las siguientes condiciones son claramente equi-
valentes: z € a~'proj, (W(P)); (o, az) € W(P) = co{Z(P) U {1} x Z(P)};
puesto que Z(P) es la proyeccién sobre las d tltimas coordenadas de Z(P),
se tiene (3, z) € Z(P) para algin f < «; af~'z € ZD?(P) para algin
B < a; 2 € Ba”'ZDP(P) para algtin 3 < a; z € Ba~H{ [ 2dQ(z) : Q € PP}
para algin 3 < «; z € Upcg<a Ugeps B 'Z(Q) = UgepaZ(Q). Para pro-
bar esta tltima igualdad sélo tenemos que comprobar que UgepsBZ(Q) C
UgepeZ(Q) para cualquier 0 < 3 < «. Sea Q5 € PP, entonces Q, =
Ba Qs+ (a— a1 — )1 (P —pQs) € P*, y claramente para cualquier
u € RY [BaHz,u)1dQs(x) < [(x,u)+dQ.(z), por lo tanto BZ(Qs) C

aZ(Q4) vy esto finaliza la demostracién. O

Teorema 3.5.5. Si tomamos el zonoide como estimador de localizacion, en-
tonces obtenemos las regiones centrales WD®(P) como regiones centrales re-
cortadas, es decir, WD(P) = D%(P) para cualquier o € (0,1], P € P.

Demostracion. Por definicién de regiones centrales recortadas, Dy (P) =
Ugep-Z(Q) v segin el Lema 3.5.4, Ugepa Z(Q) = a~proj,(W(P)). Como por
definicién o~ 'proj,(W(P)) = WD®(P), concluimos D§(P) = WD*(P). O

A partir de los resultados de este capitulo es facil deducir que estas re-
giones centrales son anidadas (Teorema 3.4.1) y converas (Teorema 3.4.2 y
linealidad de la integral). Como el zonoide de una distribucién no es equi-
variante afin, no sorprende que las regiones centrales de la envolvente de

zonoides tampoco lo sean.
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Podemos obtener un resultado analogo al Teorema 3.5.3 que nos sim-
plifique la tarea de dibujar las regiones de la envolvente de zonoides de una
distribucion de probabilidad que asigna la misma masa a cada uno de los
puntos de un conjunto finito.

Teorema 3.5.6. Sea P € P y {zy,...2,} CR? tal que P({x;}) = 1/n para
ie{l,...,n}. Sia € (k/n,(k+1)/n] para cualquier k € {0,1,...,n — 1},

entonces
1 & k
WDa(P) = CO{%‘Z;ZL’” -+ <1 — %)ximﬂ . {?:1,. o ,ik+1} C N*}, (32)
j:

donde N* ={—-n,...,—1,1,...,n} yx_; =0 para todo i € {1,...,n}.

Observar que la expresién anterior contiene el caso particular o € (0,1/n],
en cuyo caso la envolvente de zonoides es la envolvente convexa del conjunto
{0,21,...,2,},

WD*(P) = co{0,x1,...,2,}.

Demostracion. Como ambos conjuntos son convexos, es suficiente probar que

sus funciones soporte coinciden. Si Q € P*, entonces Q({z;}) < (an)™! para
ie{l,....n} yQ{z}) =0six ¢ {x,...,2,}. Sea u € R?\ {0},

h(WD*(P),u) = Sup. h(Z(Q),u)

n 1 n
= sup { Z(xiauﬂ%‘ 0sgs—, Z(h = 1}-
=1

=1

Si ordenamos los puntos {zy,...,z,} de tal modo que (z;,,u) > (x;,,u) >

. > (x;,,u), el supremo anterior se alcanzard dotando de masa (an)™!
a los k primeros puntos {z;,...,x; } siendo k el mayor entero tal que
k/(an) < 1, es decir, satisface las condiciones k/(an) < 1y (k+1)/(an) > 1,
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por tanto o € (k/n, (k+1)/n]. La masa restante 1 — k/(an) se le asignard al
punto siguiente, x;, .. La funcién soporte de la envolvente de zonoides en la

direccion u adoptara la forma

k
o 1 k
HOVD? (P = 2SS+ (1 )
]:
que coincide con la funcion soporte en direccién u del conjunto a la derecha

en la expresion (3.2). O

Ejemplo 3.5.2. Con la distribucién de probabilidad del Ejemplo 3.5.1, obte-
nemos las regiones centrales de la envolvente de zonoides que aparecen en la

Figura 3.2.

0.0
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Figura 3.2: Contornos de WD!(P), WD*4(P) y WD'/2(P).
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3.5.4. Regiones centrales conexas, pero no convexas

Tomamos cualquier distribucién de probabilidad discreta sobre R%. Sea I C N
y x; € R? tales que P({x;}) = p; > 0 para todoi € I y con >, ., p; = 1.
Como estimador de localizacion, asignamos a tal distribucién el valor medio
de una version reescalada suya,

M(P) = VP

S
I

Zje] \/p_J

A partir de los resultados de este capitulo es facil probar que estas re-

1€

giones centrales son anidadas, equivariantes afines y conexras por caminos.
En la grafica del siguiente ejemplo observamos que estas regiones centrales

no son necesariamente convexas.

Ejemplo 3.5.3. Con la distribucién de probabilidad del Ejemplo 3.5.1 y el
estimador de localizacion M, obtenemos las regiones centrales que aparecen
en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Contornos de D1 (P), D¥/*(P) v Dy/*(P).
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3.6. Comentarios y problemas abiertos

Ademaés de algunos resultados particulares sobre las regiones centrales de la
envolvente de zonoides, la aportacién mas importante que se ha hecho en
este capitulo es la definicion del recorte de una probabilidad, la obtencién
de diversos resultados relativos a tal recorte y su utilizacién para definir
regiones centrales. Creemos que los recortes de una probabilidad constituyen
un marco apropiado para estudiar la profundidad multivariante y prueba de
ello es que varias funciones de profundidad clésicas pueden englobarse dentro
de las construidas a partir de los recortes de una probabilidad.

El problema més clasico que surge cuando se define una nueva familia
de funciones de profundidad es la definicién de L-estimadores multivariantes
y la obtencién de su convergencia asintética. Tales estimadores, en su forma
mas general y siguiendo la notacién que hemos propuesto para las regiones

centrales recortadas, adoptarian la expresién
> FDLEC); Pa))&(),
i=1

donde f es una funcién real de variable real y, como anteriormente, &;(+), &(+),
...,&u(+) es una muestra aleatoria simple de variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas con distribucién empirica P, ..

Una de las propiedades esenciales de un estimador de localizacion es su
robustez. Las regiones centrales construidas para una probabilidad son esti-
madores de localizacion que toman valor de conjunto. Puede ser interesante
estudiar la estabilidad de una profundidad cuando toda la masa se concentra
en alguna parte de su soporte, o en general cuando la informacion la obte-
nemos a partir de algin elemento de P*. Asi, si D(+;+) es una profundidad
cualquiera, para z € R? y P € P, podemos estudiar

sup {a[D(z; P) = D(z;Q)| : Q € P*}.
a€(0,1]
Cuando menor fuese el valor que tomara la expresién anterior en x, mayor

seria la estabilidad de la profundidad en ese punto. Esta idea puede ser uti-
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lizada para definir funciones de influencia como las utilizadas en los trabajos
de Romanazzi (2001) y Chen y Tyler (2002).

El estudio de las funciones de profundidad es un método descriptivo
enmarcado en el Andlisis Multivariante no Paramétrico. Como método des-
criptivo tiene especial interés cuando trabajamos con distribuciones de pro-
babilidad que tienen algiin tipo de simetria multivariante o son, al menos,
unimodales. Existen, no obstante, intentos de aplicar las funciones de pro-
fundidad a métodos como el Andlisis Cluster. Creemos que el marco de los
recortes de una probabilidad puede ser apropiado para el Analisis Cluster
ya que si una distribucién de probabilidad P € P describe dos agrupaciones,
éstas podrian analizarse como un elemento de P® y otro de P'=.

Para finalizar, puede ser interesante relacionar los recortes de una pro-
babilidad con los érdenes estocasticos. De este modo podria decirse que una
distribucion es menor que otra segin un determinado orden estocastico y en

cierto grado. Sean P, () € Py ‘<,” un orden estocastico cualquiera. Si
B =sup{a € (0,1]: R <, Q con R € P*} (3.3)

podemos decir que P es menor que () segin el orden <, en grado (3. Obsérvese
que en la expresién (3.3) utilizamos una notacién diferente a la empleada
hasta ahora para los 6rdenes estocasticos, en la que utilizamos probabilidades

en lugar de elementos aleatorios, pero esto no supone ningin inconveniente.






Capitulo 4

Regiones centrales integrales

A lo largo de la presente memoria se han expuesto numerosas relaciones entre
ordenes estocasticos y regiones centrales. Asi, el orden lineal convexo esta re-
lacionado con las regiones centrales del zonoide; se ha definido una familia
de regiones centrales, la de la envolvente de zonoides, basada en el orden
simétrico y existe una estrecha relacién entre el orden estocastico habitual y
las regiones centrales semiespaciales. Mas especificamente, el orden estocasti-
co habitual generaliza la relacién de orden menor o igual y las regiones cen-
trales semiespaciales son una generalizacion de los intervalos intercuantilicos
que se definen a partir del orden en R. Inspirdndonos en estas relaciones y
en el hecho de que la familia de érdenes estocasticos integrales es una de las
mas prolificas, definimos las regiones centrales integrales inducidas por una
familia de funciones.

Al igual que en el Capitulo 3, la profundidad vendra determinada por la
pertenencia de una probabilidad a cierto recorte de la probabilidad original,
pero ahora el estimador de localizacién esta inducido por una familia de con-
juntos de funciones y sera el conjunto de puntos tales que su transformacion
por cada una de las funciones de la familia es menor o igual que la integral
de la funcién respecto de alguna probabilidad del recorte.

En primer lugar obtenemos las propiedades de las regiones centrales in-

tegrales a partir de propiedades de las familias de funciones que las generan.

103
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A continuacién, estudiamos el comportamiento asintético de las regiones inte-
grales y para finalizar, damos varios ejemplos de regiones centrales integrales
(Cascos y Lopez-Diaz, 2004b).

4.1. Definicion

Las letras caligrificas F y G denotardn conjuntos de funciones de R en R e
I, J denotaran conjuntos de indices.

Dada una probabilidad P en R? y o € (0, 1], consideramos las regiones
centrales de nivel a definidas como conjuntos de puntos para los que la imagen
a través de cualquier funcién de cierta familia no es mayor que la integral
de la misma funcién respecto de una probabilidad de P®. A estas regiones
centrales las llamaremos regiones centrales integrales.

Definicion 4.1.1. Dado « € (0, 1] y un conjunto de funciones F, definimos la
region central integral de nivel o para P respecto del conjunto F, denotada

por D%(P), como
D%(P): = {:c c R?: existe Q, € P%, f(z) < /fde,Vf € ]:}

- U N (- [ sad])

Qepr« feF

Dada una familia de conjuntos de funciones {F;};cs, definimos
Diry,c, (P) == NierDE (P).

La funcion de profundidad inducida por las regiones centrales integrales
se define del modo habitual.

Definicion 4.1.2. La profundidad de un punto € R? con respecto a una
probabilidad P y una familia de conjuntos de funciones {F;};c; viene dada
por,

D7y, (2 P) i=sup{a € (0,1] : € D{z,,_,(P)}.
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4.1.1. Preliminares

Definimos en primer lugar algunas clases de funciones y a continuacién clases

de conjuntos de funciones.

Definicion 4.1.3. Una funcién f : R — R se dice cuasi-conveza si para
cualesquiera 7,y € RYy X\ € (0,1), fOhz + (1 — N)y) < méax{f(z), f(y)}.
Se dice que la funcion es estrictamente cuasi-convezxa si la desigualdad es
estricta, f(Az + (1 — N)y) < max{f(z), f(y)}.

Definicion 4.1.4. Una funcién f se dice inferiormente semicontinua si sus
conjuntos nivel del tipo {z : f(z) <~} son cerrados para todo v € R.

En el Capitulo 3 se definié cudndo una funcion es superiormente semicon-
tinua. Este concepto esta estrechamente relacionado con la semicontinuidad
inferior de tal modo que una funcién f es superiormente semicontinua si su

opuesta — f es inferiormente semicontinua.

A continuacién, se introducen dos definiciones aplicables a conjuntos de
funciones, en primer lugar la comonotonia, véase Denneberg (1994).

Definicion 4.1.5. Dado un conjunto de funciones F, decimos que es comondtono

si para cualesquiera f, g € F no hay ningin par z,y € R tal que f(z) < f(y)
y 9(x) > g(y).

El concepto de semi-convexidad que introducimos a continuacién es nue-

vo, lo utilizamos para generar regiones integrales convexas.

Definicion 4.1.6. Dado un conjunto de funciones F, decimos que es semi-
convero si para cualesquiera r,y € R y X € (0,1), bien f(Ax + (1 —N)y) <
f(x) para todo f € F o bien f(Az+ (1 — \)y) < f(y) para todo f € F.
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4.2. Propiedades

Se propondran condiciones suficientes sobre las familias de conjuntos de
funciones que inducen regiones centrales integrales para que estas regiones
centrales satisfagan ciertas propiedades ya consideradas por Zuo y Serfling
(2000c). En el Teorema 4.2.1 se enuncian algunas propiedades generales de
las regiones centrales integrales. En el Teorema 4.2.2 se prueba que todas
las regiones centrales integrales son anidadas. Los Teoremas 4.2.3 y 4.2.7
establecen condiciones suficientes para obtener regiones integrales convezas.
Finalmente, en los Teoremas 4.2.8 y 4.2.9 se hace un estudio similar para la
obtencién de regiones centrales equivariantes afines, en los Teoremas 4.2.10
y 4.2.11 para obtener regiones centrales cerradas y en el Teorema 4.2.13 para
obtener regiones centrales acotadas.

4.2.1. Generalidades

Teorema 4.2.1. Sea P € P una probabilidad, o € (0,1], F,G conjuntos de
funciones, I,J conjuntos de indices y {F;}icr, {Gi}ier familias de conjuntos

de funciones.
i. Si F C G, entonces DE(P) D DG(P);

ii. si F; C G; para todo i € I, entonces Dz,  (P) D Di, _ (P);

iti. si UierF; C G, entonces Dy, (P) D Dg(P);

«

w. si I CJ, entonces D{z,  (P) DDz, (P).

Junto con estas propiedades, hay que reseniar que la inclusion de funcio-
nes constantes en el conjunto de generadores no anade ninguna restriccién

adicional y no altera las regiones centrales.
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4.2.2. Regiones anidadas

Las regiones centrales integrales forman una familia anidada.

Teorema 4.2.2. Sean o, € (0,1] tales que a < 3, P € P y {Fi}ier una
familia de conjuntos de funciones, entonces D?}—i}iel(P) D D?}—i}iel (P).

Demostracion. Como a < 3, por el Lema 3.2.1 se cumple P* O PP y enton-
ces el resultado es inmediato. Il

4.2.3. Regiones convexas
Las funciones convexas inducen regiones centrales integrales convexas.

Teorema 4.2.3. Si todas las funciones de {F;}icr son converas,
entonces Dz, (P) es convezo para todo o € (0,1] y cualquier P € P.

Demostracion. Dado un conjunto F; de funciones convexas, una probabilidad
PeP, x,yc€DE(P)y e (0,1), veremos que Az + (1 — Ay € D% (P).
Como z,y € D% (P), existen dos probabilidades Q,,Q, € P* tales que
f(x) < [ fdQ.y fly) < [ fdQ, para todo f € F;.
Dada cualquier f € F;, por su convexidad y por el hecho de que x,y €
D% (P), tenemos

fOz4+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1 =N f(y)
<x [rag.+ - [ 1aa, = [ 1400, +01-2a)

Ahora como por el Lema 3.2.1 P* es convexo, AQ, + (1 — )@, € P* y como
la desigualdad se verifica para cualquier f € 7, entonces D% (P) es convexo,
basta con considerar Qx,+1-xy = AQz + (1 — A)Qy. Finalmente Dz,  (P)

es una interseccion de conjuntos convexos y por lo tanto convexo. O

Antes de obtener el siguiente resultado sobre la convexidad de las regio-
nes centrales integrales, damos unos resultados previos en los que relaciona-
mos la nueva nocion de semi-converidad establecida en la Definiciéon 4.2.4

con la cuasi-convexidad y la comonotonia.
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Lema 4.2.4. Si F es comondtona y todas sus funciones son cuasi-converas,

entonces es semi-convexa.

Demostracion. Supongamos que JF es comonotona y todas sus funciones son
cuasi-convexas. Sean z,y € R? y X\ € (0,1), si para todo f € F se cumpliese
f(xz) = f(y), entonces el resultado estaria probado ya que por la cuasi-
convexidad f(Azx+ (1 —N)y) < méx{f(z), f(y)} = f(z). Si para una funcién
g € F, se tiene g(x) < g(y) (equivalentemente g(y) < g(zx)), entonces por
la comotonia de F, se satisface f(z) < f(y) (equivalentemente f(y) < f(x))
para todo f € F y finalmente por la cuasi-convexidad de f, obtenemos

fz+ (1= XNy) <max{f(z), f(y)} < f(y) (equivalentemente < f(z)). O

Desafortunadamente el resultado reciproco no se verifica. Aunque la
semi-convexidad de un conjunto de funciones claramente implica la cuasi-
convexidad de todos sus elementos, no es una condiciéon suficiente para la

comonotonia. El siguiente ejemplo ilustra este comentario.

Ejemplo 4.2.1. Sean f y g dos funciones reales de variable real definidas como

sigue,
0 si oz <0, 0 si < —1,
fle)=4 1 si =0, y glx)=<¢ —-1—-z si —-1<x<0,
24z si x>0, 24z si x>0.

Claramente el conjunto {f, g} es semi-convexo, ya que si z,y < 1, entonces
fz + (1 = Ny) < f(min{z,y}) y del mismo modo g(Az + (1 — N)y) <
g(min{z,y}), mientras que si x > 1 6 y > 1, entonces f(Az + (1 — N)y) <
f(méx{z,y}) y g(Az+(1—-N)y) < g(méx{z,y}). Cada una de estas funciones
serd cuasi-convexa, pero no son comonoétonas, obsérvese que por ejemplo
f(—=1/2) =0 < 1= f(0), pero g(—1/2) = —1/2 > —1 = ¢(0).

Si la familia de funciones que consideramos contiene exclusivamente fun-

ciones continuas, entonces se tiene el reciproco del Lema 4.2.4.

Lema 4.2.5. Dada una familia de funciones continuas F, la familia es semi-
convexa si y solo si todas sus funciones son cuasi-convexas y la familia es

comondtona.
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Demostracion. Por el Lema 4.2.4 sélo tenemos que demostrar que dada una
familia semi-convexa de funciones continuas, todas las funciones son cuasi-
convexas y ademas la familia es comonétona. La cuasi-convexidad de las
funciones es clara, vamos a probar la comonotonia. Sean z,y € R y f una
funcién cualquiera de la familia, supongamos que f(z) < f(y). Tenemos
que probar que para cualquier funcién g de la familia, g(z) < g(y). Como
f es continua, entonces no se puede cumplir que para cualquier A € (0,1),
fAz+(1=A)y) < f(x), sin embargo la familia de funciones es semi-convexa,
asi que tal condicién se tiene que dar para un elemento de {z,y} fijo para
todas las funciones que tendra que ser y, por lo tanto, para cualquier A\ €
(0,1), se cumple g(Az + (1 — N)y) < g(y) y ahora por la continuidad de g,
finalmente obtenemos g(x) < g(y). O

Presentamos otra condicion suficiente para la semi-convexidad.

Lema 4.2.6. St F es comondtona y tiene una funcion estrictamente cuasi-

convera, entonces es semi-convezra.

Demostracion. Sean z,y € RY X\ € (0,1) y ¢ € F una funcién estricta-
mente cuasi-convexa. Como g(Ax + (1 — A\)y) < méx{g(z), g(y)}, supone-
mos que g(x) < g(y) (si g(y) < g(x) se realiza un razonamiento andlogo),
entonces g(Az + (1 — N)y) < g(y) y por la comonotonia de F, se cumple
fAz+ (1 = MNy) < f(y) para todo f € F. ]

Finalmente, establecemos un nuevo resultado por el que se obtiene la
convexidad de las regiones centrales integrales generadas por familias de con-

juntos de funciones semi-convexos.

Teorema 4.2.7. Si para todo i € I, el conjunto F; es semi-convexo, entonces

D¢z, (P) es convero para todo o € (0,1] y cualquier P € P.

Demostracion. Demostraremos que todos los D% (P) son convexos y en con-

secuencia su interseccién D{z,  (P) serd convexa.
1S
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Dado i€l xy € Da (P) y A € (0,1), existen Q,,Q, € P tales
que f(z) < [fdQ, v fly) < [ [fdQ, para todo f € F;. Por la semi-
convex1dad de F, bien f()\ac + (1 — ANy) < f(z) para todo f € F;, o bien
fAx+ (1= Ny) < f(y) para todo f € Fi. Si f(Az + (1 — N)y) < f(z) para
todo f € F;, obtenemos el resultado deseado tomando @Q,4(1-x)y = Q= ya
que f(Ax + (1 = N)y) < f(z) < [ fdQ, para todo f € F; y por lo tanto
Ar + (1 = Ny € D% (P). Si f(/\m+(1—/\) ) < f(y) para todo f € F;,
entonces es suficiente considerar Q.4 (1—xy = Qy- O

4.2.4. Regiones equivariantes afines

Los dos siguientes resultados estudian la equivarianza afin de las regiones
centrales integrales. En primer lugar estudiamos las transformaciones por
una matriz A cuadrada cualquiera y luego por una matriz no singular.

Dada una matriz A € R%*“, denotamos por Ta a la transformacién affn
Tap: RT — RY definida como Ty () := Az + b.

Teorema 4.2.8. Para cualesquiera A € R b € RY, o € (0,1], PEP y
F,G conguntos de funciones, se satisfacen las siguientes afirmaciones:

i. siF D {goTay:g € G}, entonces ADE(P)+b C DG(Pay);

i. si para todo j € I emiste ¢/ € I tal que Fyy D {foTay : [ € Fi},
entonces AD{z,  (P)+bCDfg,  (Pay).

Demostracion. Sean F,G dos conjuntos de funciones tales que F D {goTa :
g € G}. Para cualquier x € D%(P) habra alguna probabilidad @) € P“ tal
que f(z) < [ fdQ para todo f € F. Dado g € G, como goTy,, € F, tenemos
que

g(Ax +b) < /g o TypdQ = /QdQA,b, (4.1)

donde @4, se define a partir de () del mismo modo que P, a partir de P.
Como Qap € (Pap)® vy la relacién (4.1) se satisface para cualquier g € G, se
cumple Az +b € DG(Pay).



4.2. Propiedades 111

Para probar la afirmacién ., suponemos que para todo j € I, existe
i eI tal que Fyy D{foTay: f€F;} Dado j € I, por la primera parte de
este resultado, AD% (P) +b C D%, (Pap) y por lo tanto, Mje; (AD%], (P)+
b) C NjerD%, (Pap). Por otra parte, Tap(Njer D%, (P)) C NjerTay (D%ij (P))
y finalmente por el apartado 7v. del Teorema 4.2.1,
AD{gy,, (P)+b C AD?T“}J@(P) +bC ﬂjelD%(PAb).
O

Teorema 4.2.9. Para cualquier matriz no singular A € R¥™>4 y b € RY, se
satisfacen las siguientes afirmaciones:

i. siF={goTap:g€ G}, entonces ADE(P) + b = Dg(Payp);

i. si para todo j € I, existe i € I tal que Fyy = {foTap: f € F;} y
para todo i € I, existe j; € I tal que F; = {foTay: f € F;,}, entonces
AD({I}-i}ieI (P)+b= D?]_-i}iel (Pay).

Demostracion. Si F = {goTap : g € G}, entonces G = {f OT;},  f e
F}, donde TX}) = Ty-1_g-15. Como F = {goTay : g € G}, segn la
Proposicion 4.2.8, AD%(P)+b C Dg(Pa;) y por la misma razén G = {fng}) ;
f € F} implica A7'Dg(Pay) — A~'b C D¥(P). Finalmente, tenemos que
Dg(Pay) = A(A7'DG(Pap) — A7'b) + b C ADF(P) + b C DG(Pay),
lo que implica AD%(P) +b = Dg(Pas).
Supongamos que se satisfacen las hipotesis del apartado ., segin la
primera parte del resultado, AD% (P) +b = D% (Pap) y AD% (P) +b =
D% (Pay). Ahora Z Z

AD(zy (P)+b=A ( N Dj{,(P)) +b={")(AD% (P) +b)

i€l el

= (D%, (Pap) O [\ D%, (Pas)

i€l jeI
= D{zy..,(Pas) = ) (AD%, (P) +b) D AD{zy. (P) +D,
Jjel

con lo que tenemos la igualdad global AD{z, (P)+b=D{z, _ (Pap). O
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4.2.5. Regiones cerradas

Las regiones integrales inducidas por familias de conjuntos comondtonos de

funciones inferiormente semicontinuas son cerradas.

Teorema 4.2.10. Si todas las funciones de {F;}icr son inferiormente se-
micontinuas y para todo v € I el conjunto F; es comondtono, entonces
D?Fi}ief(P) es cerrado para todo o € (0,1] y cualquier P € P.

Demostracion. Dado P € Py a € (0, 1], si para cualquier i € I, el conjunto
D%, (P) fuese cerrado, entonces su interseccién, D{z,  (P) seguirfa siendo
cerrada.

Como F; es comondtono, los conjuntos {f(x)},cpe con f € F; estdn
idénticamente ordenados, es decir, dadas f,g € F; y z,y € R, si f(x) < f(y),
entonces por la comonotonia de F;, se cumple g(x) < g(y). Por lo tanto [ fdQ
es maximo para toda f € F; en cierta (); € P%, aquélla que sitia la mayor
probabilidad posible en los puntos de R? en los que las funciones de F; toman
mayores valores. La region central de profundidad a se puede describir ahora

como

D% (P)= | {xeRd: f(a:)g/fdQ,er}}}

QepP«

= {xGRd: f(z) S/fin,VfE}"i}

N {x eR: f(z) < /fdczi},

feF;

donde los conjuntos {x eRY: f(x)< [ fdQ,} son cerrados por la semicon-
tinuidad inferior de las funciones de F;, con lo que su interseccién D% (P)
también sera cerrada. O

El siguiente resultado impone condiciones mas habituales para la ob-
tencién de regiones integrales cerradas. Asi, las regiones centrales inducidas
por familias de conjuntos de funciones continuas y acotadas son también

cerradas.
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Teorema 4.2.11. Si todas las funciones de {F;}ic; son continuas y acotadas,

entonces D{z, (P) es cerrado para todo o € (0,1] y cualquier P € P.

Demostracion. Dado P € Py a € (0, 1], es suficiente probar que para cual-
quier i € I, el conjunto D% (P) es cerrado. Sea {x,}, una sucesion de ele-
mentos de D% (P) que converge a cierto x € R?. Para todo n € N se tiene

que r, € D% (P) y por lo tanto existe @, € P que satisface

flz,) < /fd@n para todo f € F;. (4.2)

Segin el Lema 3.2.3, la clase P“ es tight, y como {Q,}, C P%, segin el
Teorema 0.1.5, existe una subsucesién {@,, }r débilmente convergente, esto
es Qn, =k @ para cierto () € Py como segun el Lema 3.2.4, la clase P* es
compacta, se satisface que ) € P?.

Finalmente, por la continuidad de las funciones f € F; y como lim,, x,, =
x, se satisface que lim, f(z,) = f(x). Ademdas por la convergencia débil
Qn, = @ y por la continuidad y acotaciéon de las funciones f € F;, tenemos
que limy, [ fdQ,, = [ fdQ, con lo que de la ecuacién (4.2) se deduce que
f(x) < [ fdQ para todo f € F; y como Q € P* se tiene que z € D% (P) y
por lo tanto este conjunto es cerrado. Il

4.2.6. Regiones acotadas

La ultima propiedad general que consideraremos de las regiones integrales
antes de pasar a estudiar su comportamiento asintotico es su acotacién. En
primer lugar se obtendrda una condicién suficiente para la acotacién de las
regiones integrales de variables aleatorias y luego extenderemos este resultado

a dimensiones mayores.

Lema 4.2.12. Sea d =1 y F un conjunto de funciones crecientes tales que
[ fdP < 400. Si para todo a € R eziste f € F tal que [ es estrictamente
creciente en algin b > a, entonces sup D%(P) < +oo para todo o € (0, 1].
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Demostracion. Sea « € (0, 1], como toda funcién f € F es creciente, [ fdQ
toma su valor maximo en algin () € P independiente de la eleccién de
f € F. Ademds [ fdP < +oco y por lo tanto, [ fdQ < +4oo. Si hay
alguna funcién f € F no acotada, entonces f(y) > [ fdQ para algin
y € R y el resultado estaria demostrado. Si toda f € F es acotada, to-
mamos a € R tal que Q((—o0,a)) > 0y g € F estrictamente creciente
en algin b > a. Como g es creciente y acotada, g}irrolo g(r) = k < 400, ¥
[ 9dQ < g(a)Q((—0, a)) + kQ([a, +00)) < k. Finalmente, hay algin y € R
tal que g(y) estd lo suficientemente préximo a ky g(y) > [ fdQ de donde
se deduce que sup D¥(P) < y. O

Teorema 4.2.13. Sean {u;}ic; C RY ortogonales a las caras de un poliedro
convexo con (u;,x —y;) < 0 para cualquier x en el interior del poliedro e y;
en la cara ortogonal a u;. Sea F un conjunto de funciones de variable real
crecientes y tales que para cualquier a € R tenemos f € F estrictamente
creciente en algun punto b > a.

Sea J un nuevo conjunto de indices tal que I C J, consideramos una
familia de conjuntos de funciones {F;};e; donde para cada i € I, se cumple
FioA{foli: li(x) = (x,u), f € F}.

En estas condiciones, si [ f ol;dP < 400 para todo f € F, entonces
Dz, (P) es acotado para todo o € (0, 1].

Demostracion. Este resultado es inmediato a partir de la Proposicién 4.2.1
y el Lema 4.2.12. O

4.3. Resultados asintoticos

A lo largo de la presente seccién se estudia el comportamiento asintético de
las regiones centrales integrales. En primer lugar se recurre a un ejemplo
para mostrar que, en general, no se tiene la convergencia directa de las re-
giones centrales integrales de una distribucién de probabilidad empirica a las

regiones integrales de su correspondiente distribucién poblacional. Para su-
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perar este inconveniente, utilizaremos dos herramientas nuevas, las familias
de funciones de Glivenko-Cantelli y una nueva regién central integral.

Los resultado mas importantes que se obtienen son los Teoremas 4.3.7
y 4.3.8 en los que se describen las regiones centrales integrales de una distri-
bucién poblacional a partir de regiones integrales empiricas, en primer lugar
para regiones integrales inducidas por un conjunto de funciones y luego para
regiones inducidas por una familia de conjuntos de funciones.

Como el conjunto D% (P) se define a partir de ciertas integrales de fun-
ciones de F y de la evaluacién de esas funciones en un punto, parece natural
que haya que exigir la continuidad de los elementos de F para obtener un
buen comportamiento asintético.

En el Ejemplo 4.3.1 se verd que ni la continuidad uniforme ni la aco-
tacion uniforme de los elementos de F unidas a la numerabilidad de F son
condiciones suficientes para garantizar que el limite de una subsucesion de
{D%(P,.)}» seaigual a D¥(P). Es por tanto necesario desarrollar nuevas he-
rramientas para caracterizar D} (P) a partir de regiones aleatorias basadas

en distribuciones empiricas.

FEjemplo 4.3.1. Sea d = 1, « = 1 y P la probabilidad inducida por una
distribucién uniforme en (—1,1). Construimos la familia F con funciones de

la forma fy, con A € A = ([-1,1]NQ) \ {0} definidas como

-1  si x< =
H@)=<¢ Xlz si A<z <)\, siA>0,y fn=—f_rsiA<O.
1 siox >\,

Tenemos que [ frdP = 0y f,(0) = 0 para todo A € A. Como para
cualquier z # 0 existe A € A tal que fy(x) > 0, entonces D=(P) = {0}. Por
otra parte, es sencillo probar que Dy, 1 (P,,.) = {(1/n) X271, &(1)} e.s. [Pr],
es decir, es un conjunto con un tnico elemento. Por lo tanto solo puede ocurrir
una de las dos siguientes circunstancias, bien D%(P,.) = {(1/n) Y"1, &(+)}
c.s. [Pr], o bien D%(P,.) =0 c.s. [Pr].
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Si (1/n) 3 1, &(+) pertenece a D (P, ) para algin n € N, entonces para
todo A € A

I (%ZZ:;&(')) < %gﬁ(fi(')) y f—A(%gé(')) < %Zz:;f—A(&(')),

lo que implica que f((1/n) S0y &()) = (1/n) S0, fA(&()) para todo A €
A. Como (1/n) 3" &(+) # 0 c.s. [Pr], para algin )¢ suficientemente préximo
2 0 se cumple e fy,(1/n) S0 &()) = 1. Esto implica que fu,(6()) = 1
para todo i € {1,...,n} y por lo tanto, bien todo &(-) es positivo o bien
todo &;(+) es negativo, entonces

(Z@ yenhr)) < (3) -

Ahora, segun el Lema de Borel-Cantelli, tenemos que

<Z§Z e DL(P, )i.o.)-O

donde recordamos que i.0. significa que ocurre para un numero infinito de
n’s. Finalmente, se tiene que D=(P,.) = 0 c.s. [Pr| excepto para a lo sumo
un numero finito de ellas.

Obsérvese que en este caso la familia F satisface propiedades “excelen-
tes” como son el ser numerable y con funciones uniformemente continuas y

uniformemente acotadas.

A continuacién resumimos algunas nociones basicas sobre clases de
Glivenko-Cantelli extraidas de Talagrand (1987) y (1996).

Dado un espacio de probabilidad completo (R¢, Y, P), consideramos la
probabilidad producto P" sobre (R?)", la probabilidad producto P> sobre
(R4)> y la probabilidad exterior de P™ a la que denotaremos como P™.

Sis={s1%, € (R")*>®, dada Z una familia de funciones de R% en R tal
que Z C L*(P), definimos

d,(s) :=sup |—
fez

/ f dP’ (4.3)
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Definicion 4.3.1. Una familia de funciones Z se dice que es una clase de
Glivenko-Cantelli (para P) si d,,(s) — 0 c.s. [Pr].

Asociados al concepto de familia de Glivenko-Cantelli estan los conceptos
de familia estable y de orden acotado.

Definicion 4.3.2. Una familia de funciones Z es estable si para cada a < (3,
y cada conjunto A € ¥ con P(A) > 0, existe n > 0 tal que

PQ”*({(sl,...,sn,tl,...,tn) € A?" . existe f € Z con
f(si) <a, f(t;) > B, Vi <n}) < P(A)*

Definicion 4.3.3. Una familia de funciones Z es de orden acotado si existe
una aplicacién h € L'(P) tal que |f| < h para todo f € Z.

El resultado principal que utilizaremos para estudiar el comportamiento
asintotico de las regiones centrales integrales es el Teorema 2 en Talagrand

(1987) que esta enunciado a continuacién.

Teorema 4.3.1 (Teorema 2 en Talagrand, 1987). Para un subconjunto

Z de LY(P) las siguientes condiciones son equivalentes:
i. Z es una clase de Glivenko-Cantelli y { [ fdP: f € Z} es acotado;
1. Z es estable y de orden acotado.

De ahora en adelante las funciones de F se supondran medibles con
respecto a By y denotaremos por (RY, By, P) a la complecién del espacio de
probabilidad.

Proposicién 4.3.2. Dado un espacio de probabilidad (R%, By, P), si F es

una clase de Glivenko-Cantelli para P, entonces

D, (w) := sup Zf i(w —/fdP‘ — 0 cs. [Pr1]

feFr
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Demostracion. En primer lugar suponemos que P es completa. Sea A =
{we Q: Dyw) /= 0} ysea B = {(&w))2, : w € A}, claramente
para todo s € B tenemos que d,(s) /— 0, donde d,, se defini6 en (4.3).
Como F es una clase de Glivenko-Cantelli, entonces existe un conjunto C
medible tal que B C C'y P>(C) = 0, por lo tanto A C ((£)32,)"*(C) con
Pr(((&)2,)~1C)) = 0, lo que finaliza la demostracién cuando P es completa.

Si P no es completa, tomamos su complecién P, obsérvese que [ fdP =
i fdP para todo f € F porque f es medible respecto de By.

Sea n : Q — R? medible respecto de A y By tal que la probabilidad
inducida por 7 sobre (R?, By) es P. Sean 11,72, . . . , n, n copias independientes
de 7. Definimos

n

Duw)i=sup [ 3 () - [ fap

n
fer 1o

Y

y razonando de un modo parecido a como lo hemos hecho anteriormente,
podemos demostrar que D,, — 0 c.s. [Pr]. Como & y 7, siguen la misma
distribucion como aplicaciones medibles respecto de By, obtenemos el resul-
tado deseado. O

Proposicién 4.3.3. Dado un espacio de probabilidad (R?, By, P), si F es
una clase de Glivenko-Cantelli para P formada por funciones uniformemente
acotadas y g es la deriwada de Radon-Nikodym de QQ € P* con respecto a P,
entonces {gf : f € F} es una clase de Glivenko-Cantelli para P.

! se tiene que

Demostracion. Por la acotacion uniforme de F y como g < a~
{9f : f € F} es de orden acotado.

Por otra parte, como g € L*(P), entonces claramente {g} es una clase de
Glivenko-Cantelli para P y segtin el Teorema 4.3.1, {g} es estable. Segiin la
Proposicién 24 en Talagrand (1987), {gf : f € F} es estable, lo que finaliza

la demostracion sin més que considerar de nuevo el Teorema 4.3.1. O
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Corolario 4.3.4. Dado un espacio de probabilidad (R?, By, P), si F es una
clase de Glivenko-Cantelli para P formada por funciones uniformemente aco-
tadas y g es la derivada de Radon-Nikodym de (Q € P% con respecto a P,
entonces

sup
fer

/fgdPn,—/fgdP' — 0 cs. [Pr]

Para obtener las regiones integrales poblacionales como limite de regiones

empiricas, introducimos el concepto de regiones centrales -integrales

Definicion 4.3.4. Dado a € (0,1], ¢ > 0 y F un conjunto de funciones,
definimos la region central e-integral de nivel ov para P respecto del conjunto

F y la denotamos por DZ°(P), como

DZ(P) := {xE]Rd: existe @, € P, f(x)—ag/fde, VfE]-"}.

Obsérvese que D% (P) C DZ°(P) para todo € > 0.
Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.5. Dado un espacio de probabilidad (R%, By, P), si F es
una clase de Glivenko-Cantelli para P formada por funciones uniformemente
acotadas, entonces para todo o € (0, 1] tenemos

D3(P) C (lmsupD§*(P,.) ec.s. [Pr].

e>0 n

Demostracion. Sea D un conjunto numberable y denso en D%(P) cuya exis-
tencia estd garantizada debido a la segundo numerabilidad de R?. Dado
z € D, entonces existe Q € P* tal que f(z) < [ fdQ paratodo f € F. Segin
el Teorema 3.2.7 existe una subsucesion formada por elementos @, . € Py,
para todo k € N, tal que Q,,. = @ c.s. [Pr].

Por otra parte
/LdP%.—/fgdP',
HgHLl(Pnk,.)

fra0.- 10|

siendo g la derivada de Radon-Nikodym de ) con respecto a P.

sup
feF
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Segun el Corolario 4.3.4, dado € > 0 existe kg tal que para todo k > ky
(obsérvese que ||g|r(p,, ) — 1 c.s. [P1])

[ rdQu.~ [ 140

y entonces para todo f € F

sup
fer

< g c.s. [Pr],

flz)—e< /fdQn,w. c.s. [Pr].

Tenemos, por tanto, que x € DZ°(P,, .) para todo k > ko y por lo tanto c.s.
[Pr], se cumple = € limsup, DF°(P,.) para todo ¢ > 0, equivalentemente

T € Neso limsup,, DZ°(P,,) c.s. [Pr] y como D es numerable,

D C Nesolimsup D (P,.) c.s. [Pr].

Finalmente, como limsup, D7°(P,.) es cerrado, entonces la interseccién
Neso limsup,, DZ°(P,.) también serd cerrada y tenemos que

)

D%(P) C D C Nsolimsup DE°(P,.) c.s. [P1].
[

La siguiente proposicién establece condiciones bajo las cuales se obtiene
el contenido inverso al de la Proposicién 4.3.5.

Proposicion 4.3.6. Si F es un conjunto de funciones continuas y acotadas,
entonces para todo a € (0, 1]

ﬂh’msup DZ*(P,.) C D%(P) c.s. [Pr].

e>0 n

Demostracion. Se cumple que P,. = P c.s. [Pr], sea €y C Q un conjunto de
probabilidad 1 en el que se tiene la convergencia, es decir, Pr(€2y) = 1 y para
todo w € ) se verifica P, , = P.

a,e

Tomamos w € Qg fijo. Dado x, € N.solimsup, D7 (P, ), para ¢ €
QN (0, +00) existe una sucesién, que puede depender de ¢ tanto en el punto
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que se toma dentro de cada D%°(P, ) como en los indices que se tomen,

(T )nse) € DE (P ) tal que z, = limy) (25,5, POT lo tanto

w

f((ici;)nk(s)) —€= /fd@ﬁlsk)(a)vw

para todo f € F y algin Qﬁfg(ew e P

N ,w
1

Tomamos la sucesién {e,,}n con g, = 1/m, puesto que {Qf{:()i),w}k C
m

o segtn el Teorema 3.2.7 existe una subsucesién (a la que denotaremos

e
del mismo modo) tal que

Q(%) )
nk(%),w k(i) m,w

para algin @, ., € P.
Por la continuidad y acotacion de f

f(x)—% < /fd@mw, para todom € Ny f € F.

Como P* es tight, habrad una subsucesion de {@Qy,w }m C P* con cierto limite
Q. v por el Lema 3.2.4, Q),, € P“. De nuevo por la continuidad y la acotacién
de las funciones de F,

f(z) < /fd@w, para todo f € F,

y por lo tanto x, € D%(P). Asi N.>olimsup, DF°(P,,) C D%(P) y como
esto se tiene para todo w € €1y que es un conjunto de probabilidad 1, se
cumple que N.so limsup, DF°(P,.) C D%(P) c.s. [Pr]. O

)

Finalmente podemos caracterizar el conjunto D%(P) a partir de ciertos

conjuntos empiricos.

Teorema 4.3.7. Si F es una clase de Glivenko-Cantelli para P formada por
funciones continuas y uniformemente acotadas, entonces para todo a € (0, 1]
tenemos que casi sequro [Pr]

() 1fmsup D§*(P,.) = D§(P).

e>0 n
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La convergencia asintotica puede extenderse al caso de regiones centrales

integrales generadas por una familia de conjuntos de funciones.

Teorema 4.3.8. Si para todo 1 € I C N, F; es una clase de Glivenko-
Cantelli para P formada por funciones continuas y uniformemente acotadas,

entonces para todo « € (0, 1] tenemos que casi sequro [Pr]

() () imsup DE*(P,.) = Dxy,, (P).
iele>0 "
Para finalizar esta seccion, volvemos al Ejemplo 4.3.1 y calculamos D% (P)
utilizando el Teorema 4.3.7 y las regiones centrales e-integrales empiricas.

Ejemplo 4.3.2. Sea P la distribucién de probabilidad uniforme en (—1,1) y la
familia de funciones F = {f) : A € A} como la del Ejemplo 4.3.1. Obsérvese
que la complecién de P es P = 27 ;i donde p es la medida de Lebesgue en
R.

Segun la Proposicién 2.1 en Talagrand (1996), un conjunto numerable
de funciones F es una clase de Glivenko-Cantelli para P si para todo € > 0,
F puede recubrirse con un numero finito de corchetes de tamafio menor que
e. Un corchete queda definido por los aplicaciones f < g segun [f, g] := {h :
f<h<g}ysutamaiioes [(g— f)dP.

Dadoe > 0,sea 0 < a <e/4, m; =a 'y miy1 = m;/(1 + 2m;a) para
i € {1,...,k} donde k es tal que my < (1 + a)~'. Podemos considerar las

funciones
-1 six < —m; ! +a,
gi(x)=¢ mi(x—a) si —m;'+a<z<m;'+a, vy
1 six>m; ! +a,
—1 sioz<-—m;!—a,
Gi(z) =% mi(x—a) si —m;j'—a<z<m;'—a,
1 sioz>m;t—a,
conjuntamente con g—; = —g; ¥y g—; = —¢;- Como los corchetes [g;, g;] con

i € {—k,...,k}\ {0} recubren la familia F y satisfacen [(g; —g;) dP < ¢, se
cumple que F es una clase de Glivenko-Cantelli para P.
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Segun el Teorema 4.3.7 D% (P) = N.so limsup,, DZ°(P,.) c.s. [Pr].

Sea ahora ¢ > 0, los elementos de DZ°(P,.) son los nimeros reales que
satisfacen fy(x)—e < (1/n) > 7 fr(&(+)) paratodo A € A. Como fy = —f_,,
la condicién anterior es equivalente a fy(z) —e < (1/n)> 1, fr(&()) <
f(x) +e.

Como F es una clase de Glivenko-Cantelli para P, entonces
supyea [(1/n) 3o0, fr(&i(+))] converge a 0y por lo tanto lim sup, DY (P,.) =
{0} c.s. [Pr] y finalmente D%-(P) = {0}.

4.4. Ejemplos

Segun la familia de funciones que consideremos, sus regiones centrales integra-
les nos daran diferente informacién sobre una distribucién de probabilidad.

Los dos primeros ejemplos de regiones centrales integrales que propone-
mos estan generados por conjuntos de funciones muy simples. A continuacion
estudiamos ciertos ejemplos de regiones centrales clasicas dentro del marco
de las regiones centrales integrales.

Ejemplo 4.4.1. Sea F el conjuntos de todas las funciones constantes, para
cualquier P € Py a € (0,1], D$(P) = R%

Ejemplo 4.4.2. Sea € un vector aleatorio en R?, si F tiene la funcién indicador
del complementario del soporte de { como tinico elemento, F = {Ira\suppe }
entonces para cualquier o € (0, 1], se cumple D% (FP) = supp&.

4.4.1. Regiones centrales semiespaciales

Las regiones centrales semiespaciales dadas en la Seccién 0.4.1 pertenecen a
familia de regiones centrales integrales.

Teorema 4.4.1. Las familias de conjuntos de funciones {F, }yerd Y {Gu tucrd
con Fy, = {fol, : f : R — R no decreciente, l,(x) = (z,u)} y

Gu = {ia400) © lu = Lu(x) = (x,u), a € R} generan las regiones centrales
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semiespaciales como regiones centrales integrales, es decir, HD*(P) =

D?fu}uemd (P) = D‘f‘gu}UERd (P) para cualquier o € (0,1], P € P.

Demostracién. Como F,, D G, para todo v € R?, segun el Teorema 4.2.1,
TFudcn (P) C D?gu}uERd(P) para todo a € (0, 1]. Tomamos ahora « € (0, 1]
fijo.

En primer lugar demostraremos que HD*(P) C D?fu}MER . Sea z €
HD*(P) y v € R4\ {0}, definimos el semiespacio H como H = {x € R®:
(x,v) > (z,v)}, como z estd en la frontera de H, P(H) > «. Sea ahora
Q = P|g, claramente @ € P* y f((z,v)) < [ f({(x,v))dQ(z) para cualquier
f no decreciente, por lo tanto z € D% (P ) Como el mismo argumento puede
aplicarse a cualquier u € R?\ {0}, z € N,eraD%. (P) = Dy, - (P).

Ahora demostraremos que D‘f‘gu}uew (P) Cc HD*(P).Sea z € D{gu}uemd(P)
y H un semiespacio cerrado tal que z pertenece a su frontera, entonces H =
{x e R?: (x,v) > (z,v)} para algtin v € R% Segfm la definicién de regiones
centrales integrales, existe @ € P* tal que f((z,v)) < [ f({z,v))dQ(x) para
todo f € {I(44+00) : @ € R}. Si tomamos la sucesién apropiada de funciones

indicadores es facil ver que,

1<Q{x e RY : (x,v) > (z,v)})
<a 'P({z eR: (z,v) > (z,0)}) = a ' P(H),

es decir, P(H) > «a. Como eso se cumple para cualquier semiespacio cerrado
con z en su frontera, entonces z € HD(P).

Finalmente, se cumple

HD*(P) C Dfz,, _,(P) C Dfg,, _,(P) C HD*(P)

ueRd

y se obtiene la igualdad global. O]

Aunque las regiones centrales ya han sido sobradamente estudiadas y
todos los resultados que comentamos a continuaciéon son conocidos, su tra-
tamiento dentro del marco de las regiones centrales integrales resulta muy

sencillo.
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El anidamiento de la familia de regiones centrales semiespaciales se de-
duce del Teorema 4.2.2, la convexidad puede deducirse del Teorema 4.2.7. De
los Teoremas 4.2.9 y 4.2.8 podemos deducir respectivamente que las regiones
centrales semiespaciales son equivariantes afines, es decir AHD*(P) + b =
HD*(P4y) si A € R™? no es singular, y AHD*(P) + b C HD%(Pay) para
cualquier A € R%? Adem4s las regiones centrales semiespaciales son com-
pactas porque la familia de conjuntos de funciones {G,},crae satisface las
hipétesis de los Teoremas 4.2.10 y 4.2.13.

Ejemplo 4.4.3. Hemos simulado una muestra de 10 realizaciones de una nor-
mal bidimensional N5(0,7) y dibujado algunas de las regiones centrales se-

miespaciales de su distribucién empirica en la Figura 4.1.

0.0
|

-0.5
|
+

1.0

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.1: Contornos de HD*/'°(P), HD3/1°(P) y HD*/'°(P).
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4.4.2. Regiones centrales del zonoide

Segin hemos visto en el Teorema 3.5.2, las regiones centrales del zonoide se
pueden escribir como ZD(P) = { [ zdQ(z) : Q € P*}.

Antes de demostrar que las regiones centrales del zonoide pertenecen a
la familia de regiones centrales integrales, analizamos el comportamiento de
sus proyecciones unidimensionales. Recordamos que P, es una probabilidad
en R definida por P,(A) = P({x : (z,u) € A}) para cualquier A € B;.

Lema 4.4.2. Para todo u € R, ZDY(P,) = {(z,u) : z € ZD*(P)}.

Demostracion. Este resultado es inmediato a partir de la representacion de
las regiones centrales del zonoide a partir del zonoide elevado y el Teore-
ma 0.3.1. O

Teorema 4.4.3. El conjunto de funciones F = {l : RY — R lineal} y la
familia de conjuntos F, = {l, : l,(x) = (x,u)}, u € R? inducen cada uno de
ellos las regiones centrales del zonoide como regiones centrales integrales, es

decir, ZD*(P) = D$(P) = Df{"fu}UERd(P) para cualquier o € (0,1], P € P.

Demostracion. Primero probaremos que ZD*(P) = D%(P) y a continuacion,
como para todo u € R? tenemos que F, C F, segin el Teorema 4.2.1 se
cumple ZD*(P) C D?fu}uemd (P). Finalizaremos la demostracién probando
que ZD“(P) D D?}—u}uekd (P).

Sea z € ZD®(P), por la definicién de regiones centrales integrales tie-
ne que existir Q € P* tal que z = [xdQ(z), equivalentemente (z,u) <
[{z,u)dQ(x) para todo u € R? y finalmente se tiene que z € D¥(P).

Sea z € D{z, (P), entonces claramente (z,u) € D{,,, _ (F) para

weRd
todo u € R? lo que Ef)Ror la primera parte de este resultado implica (z,u) €
ZD*(P,) para todo u € R?. Por la caracterizaciéon previa de las regiones
centrales del zonoide como regiones centrales integrales y segun el Teore-
ma 4.2.3 estas regiones centrales son convexas y entonces por el Lemma 4.4.2
z € ZD%(P). Obsérvese que a partir de los resultados del Capitulo 3 ya

sabiamos que las regiones centrales del zonoide eran convexas. Il
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El anidamiento de las regiones centrales del zonoide puede deducirse del
Teorema 4.2.2, la convexidad del Teorema 4.2.3 y el hecho de que todos los
elementos de F son convexos. La equivarianza afin se sigue del Teorema 4.2.9.
Estas tres primeras conclusiones ya habian sido obtenidas en el Capitulo 3 a
partir de la caracterizacion de las regiones centrales del zonoide como regiones
centrales recortadas. A partir de la caracterizacién como regiones integrales
ademds obtenemos que como la familia de conjuntos {F,},cra satisface las
hipétesis de los Teoremas 4.2.10 y 4.2.13, las regiones centrales del zonoide
son compactas, propiedad que ya ha sido demostrada en el Teorema 5.4 de
Koshevoy y Mosler (1997b).

Ejemplo 4.4.4. Para la distribucién de probabilidad empirica del Ejemplo
4.4.3 obtenemos las regiones centrales del zonoide que aparecen en la Figu-
ra 4.2.

Figura 4.2: Contornos de ZD'(P), ZD*/?(P), ZD*/°(P), ZD?°(P) y ZD'/5(P).
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4.4.3. Regiones centrales de la envolvente de zonoides

Recordamos que segun se vio en el Lema 3.5.4, las regiones centrales de la
envolvente de zonoides vienen dadas por WD*(P) = UgepaZ(Q).
El zonoide de una distribucién de probabilidad se puede caracterizar a

partir del siguiente resultado.

Lema 4.4.4. Dado P € P, z € Z(P) si y sdlo si (z,u)y < [(x,u).dP(x)
para todo u € RY.

Demostracion. Sabemos que Z(P) es convexo y ademds contiene al origen,
0 € Z(P), por lo tanto z € Z(P) si y sélo si Z(d,) = [0,z] C Z(P) donde
0, es una distribuciéon de probabilidad degenerada en z. Finalmente, por la
caracterizacion del orden del zonoide como orden estocéastico integral dada
en el Lema 0.5.8, esto es equivalente a (z,u); < [(z,u);dP(z) para todo
u € R4, [

Lema 4.4.5. Para cualquier u € RY, WD*(P,) = {{z,u) : 2 € WD*(P)}.

Demostracion. Como consecuencia de la representacion del cuerpo convexo

W segun el zonoide elevado y el Teorema 0.3.1,

W(P) = W(P) ((1) f)

para todo v € R?. Finalmente por la relacién WD*(P) = o~ 'proj,(W(P))
obtenemos el resultado deseado. O

Las regiones centrales de la envolvente de zonoides pertenecen a la familia
de regiones centrales integrales.

Teorema 4.4.6. El conjunto de funciones F = {l; : | : R? — R lineal} y la
familia de conjuntos F, = {(l,)+ : l.(x) = (z,u)}, u € R? inducen cada uno
de ellos las regiones centrales WD*(P) como regiones centrales integrales, es

decir, WD*(P) = D%(P) = D‘{XH}UEM(P) para cualquier o € (0,1], P € P.
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Demostracion. En primer lugar demostraremos que WD*(P) = D%(P) y a
continuacién, como para todo u € R? se cumple F, C F, entonces por el
apartado iii. del Teorema 4.2.1 se tendra WD*(P) C D‘{)‘fu}uERd(P) y s6lo
faltard probar que WD®(P) D D?fu}ueRd(P)'

Sea z € WD?(P), segin el Lema 3.5.4 esto es equivalentemente a la
existencia de Q € P* tal que z € Z(Q) y de acuerdo con el Lema 4.4.4 se
cumple (z,u); < [(z,u);dQ(z) para todo u € R? con lo que finalmente se
tiene que z € D%(P).
uGIRd(P)7 por definicién (z, u)y € D{, 3, ., (Fu) para to-
do u € R? y por la primera parte de este resultado esto implica (z,u), €

Sea z € D?ﬂ}

WD®(P,) para todo u € R% Por la caracterizacién previa de las regiones
centrales de la envolvente de zonoides como regiones integrales y el Teore-
ma 4.2.3, estas regiones centrales son convexas y entonces por el Lema 4.4.5,
z € ZD%(P). Obsérvese que a partir de los resultados del Capitulo 3 ya
sabiamos que las regiones centrales de la envolvente de zonoides eran conve-

Xas. L]

Las regiones centrales de la envolvente de zonoides forman una familia
de regiones anidadas y convexas como se deduce de los Teoremas 4.2.2 y
4.2.3 y del hecho de que los elementos de F sean convexos. Obsérvese que
estas dos primeras consecuencias ya habian sido obtenidas en el Capitulo 3.
A partir de los Teoremas 4.2.10 y 4.2.13 y por la caracterizacion de las re-
giones centrales de la envolvente de zonoides como D?‘Fu}ueRd(P) éstas son
compactas. Finalmente, por el Teorema 4.2.9 y el hecho de que para cual-
quier matriz no singular A € R™4 se cumple que F = {f o Tao: f € F},
tenemos WD*(P4o) = AWD®(P). Claramente estas regiones centrales no

son equivariantes en localizacién.

Ejemplo 4.4.5. Para la distribucién de probabilidad empirica del Ejemplo
4.4.3 obtenemos las regiones centrales de la envolvente de zonoides que apa-

recen en la Figura 4.3.
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-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.3: Contornos de WD!(P), WD*°(P), WD*5(P), WD?5(P) y
WD/5(P).

4.4.4. Regiones centrales integrales y recortadas

Las regiones centrales integrales inducidas por un tinico conjunto de funciones
pertenecen a la familia de regiones centrales recortadas. El estimador de
localizacién se definira a partir de las integrales de las funciones del conjunto
de generadores. Regiones centrales de este tipo son, por ejemplo, las del
zonoide y las de la envolvente de zonoides.

Teorema 4.4.7. Cualquier region central integral generada por un unico
conjunto de funciones es una region central recortada para el estimador de

localizacion apropiado.

Demostracion. Sea F un conjunto de funciones, para cualquier P € P defini-
mos L7 (P) = Nyerf~((—o0, [ f(z)dP(x)]), entonces D4(P) = D¢ (P). O
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4.5. Comentarios y problemas abiertos

Existen varios trabajos que relacionan las ordenaciones estocésticas con las
regiones centrales. Por afinidad con la linea seguida en esta memoria, desta-
camos los estudios de Koshevoy y Mosler (1997b) y (1998). Como los 6rdenes
estocasticos integrales son la familia mas estudiada de ordenaciones estocésti-
cas, hemos utilizado el marco que proporcionan los recortes de una proba-
bilidad para definir la nueva familia de regiones centrales integrales. De este
modo ahondamos en las relaciones de los érdenes estocasticos con las regiones
centrales.

En el futuro pretendemos seguir trabajando con problemas relacionados
con el estudio del grado de centralidad de un punto con respecto a una pro-
babilidad. En concreto, una de nuestras ideas es construir una generalizacion
de este problema y analizar el grado de afinidad de una probabilidad con
respecto a un funcional de capacidad.

Dado un conjunto aleatorio cerrado X, su funcional de capacidad se
denota por Tx y se define para cualquier compacto no vacio en R%, K € K

como

Tx(K):=Pr(X NK #0).

La distribucion de un conjunto aleatorio cerrado queda caracterizada por su
funcional de capacidad.

El grado de afinidad de una probabilidad con respecto a un funcional
de capacidad podria medirse mediante funcionales que satisfacen condiciones
semejantes a las que se proponen en la Definicion 0.4.1 para una funcién de
profundidad estadistica. Serian funcionales acotados, preferiblemente norma-
lizados al intervalo [0, 1] que cumplen las siguientes condiciones:

i. snvarianza por transformaciones ortogonales, se consideran transfor-
maciones afines definidas por matrices ortogonales porque son las que
preservan las distancias y por lo tanto respetan las especiales condicio-

nes geométricas de los conjuntos aleatorios;
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ii. maximalidad en el centro, donde los centros de un funcional de ca-
pacidad serian probabilidades que cumplen ciertas condiciones que se
consideren convenientes en cada caso. Las distribuciones de probabili-
dad de las selecciones de un conjunto aleatorio con dicho funcional de
capacidad podrian ser, por ejemplo, centros;

iii. conservacion del grado de afinidad minimo bajo combinaciones lineales
convexas, es decir, fijado un funcional de capacidad, el grado de afinidad
de una probabilidad que se obtiene como combinacién lineal convexa
de otras dos probabilidades es, al menos, el menor de los grados de
afinidad de estas probabilidades;

iv. convergencia hacia cero cuando la probabilidad “se aleja arbitrariamen-
te del origen”, este alejamiento del origen puede entenderse, por ejem-

plo, como un crecimiento arbitrariamente grande del primer momento

de la probabilidad.

El grado de afinidad de una probabilidad P € P con respecto a un
funcional de capacidad T'x podria adoptar una expresion del tipo de las dos

que aparecen a continuacién,

(1+inf{A>0: P(K) < T(K") para todo K € K})™;  (4.4)
2(1+inf{A > 0: P(K) < T(K") + X para todo K € IC})_l — % (4.5)

Las aplicaciones de estos grados de afinidad pueden ser muy diversas.
Principalmente permiten ordenar distribuciones de probabilidad con arreglo a
un funcional de capacidad. A continuacién se explica un ejemplo de aplicacion
practica:

Supongamos que la seccion de recursos humanos de una empresa ha de
seleccionar al individuo mas idoneo, dentro de los que se presentan para ocu-
par cierto puesto. Si el comportamiento de cada uno de estos individuos en
las pruebas de seleccién es modelado mediante una distribucién de probabi-
lidad y el conjunto de individuos idéneos esta modelado segin un funcional
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de capacidad, entonces ordenando a los individuos segiin su grado de afi-
nidad con respecto a dicho funcional de capacidad, habremos obtenido una

ordenacién segun la idoneidad para ocupar el puesto que se ofertaba.






Capitulo 5

Profundidad segiin un nimero

de observaciones

En los Capitulos 3 y 4 se han estudiado regiones centrales, con respecto a
una probabilidad, inducidas por ciertos funcionales de probabilidades per-
tenecientes a recortes de la probabilidad original. En el primer caso estos
funcionales eran estimadores de localizacién cualesquiera y en el segundo
venian dados por familias de conjuntos de funciones.

A lo largo del presente capitulo se consideraran funciones de profundidad
con respecto a una probabilidad cuyo valor en un punto viene determinado
por el nimero de observaciones independientes de un vector aleatorio que
sigue la distribucion de probabilidad anterior necesarias para que el punto
esté contenido en su envolvente convexa. Tales funciones de profundidad son,
por su propia filosofia, diferentes a las consideradas con anterioridad.

El procedimiento del “convex hull peeling”, véase por ejemplo Eddy
(1982), consiste en trazar la envolvente convexa de una nube de puntos,
eliminar los puntos de la nube en la frontera de la envolvente, volver a trazar
la envolvente convexa y asi sucesivamente para obtener la capa a la que cierto
punto pertenece. Este procedimiento es muy habitual en la practica para
estudiar el grado de “exterioridad” de un punto con respecto a un conjunto

de observaciones. Las nuevas profundidades estan inspiradas en el “convex

135
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hull peeling” y en los trabajos de Liu (1990) y Chiu y Molchanov (2003).
El primer inconveniente que nos encontramos al estudiarlas es la dificultad
de su calculo en la préactica. Para algunas de ellas este cédlculo se basa en
la distribucién del nimero de semiesferas, equivalentemente hemisferios, no
necesariamente uniformemente distribuidas, que se necesitan para recubrir
una esfera. Nosotros resolvemos este problema en R2.

En primer lugar, proponemos el estudio de funciones de profundidad
dadas por el nimero de observaciones independientes de un vector aleato-
rio necesarias para contener a un punto en su envolvente convexa con cierta
probabilidad y por el nimero medio de observaciones independientes de un
vector aleatorio necesarias para contener a un punto en su envolvente conve-
xa y damos ademds un método para calcular estas profundidades en R2. A
continuacion, estudiamos regiones centrales definidas como la esperanza de
Aumann de la envolvente convexa de un conjunto de copias independientes

de un vector aleatorio y su relacién con el orden lineal convexo.

5.1. Introduccion

Las construcciones que se realizan en este capitulo estan inspiradas en las de
Liu (1990) y Chiu y Molchanov (2003). En este dltimo trabajo los autores
consideran el problema de la pertenencia de un punto a la envolvente con-
vexa de ciertos puntos de un proceso, mientras que Liu (1990) considera el
problema de la pertenencia del punto a un simplex cuyos vértices son copias
independientes de un vector aleatorio.

A lo largo del presente capitulo £ denotara un vector aleatorio genérico
en R definido en un espacio de probabilidad (€2, A, Pr), mientras que &, &, . . .
seran vectores aleatorios independientes distribuidos igual que ¢ y definidos
en el mismo espacio de probabilidad. Mas brevemente diremos que &, &, . ..
son copias independientes de €.

Si tenemos n copias independientes de una variable aleatoria &, denota-

mos por &;., al i-ésimo estadistico ordenado con 1 < i < n.
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Chiu y Molchanov (2003) definen el grado de un punto concreto de un
proceso puntos como la variable aleatoria N que representa el menor niimero
de puntos del proceso comenzando por el mas cercano al punto concreto
de tal modo que dicho punto esta contenido en el interior de su envolvente
convexa.

Liu (1990) define la profundidad simplicial de un punto z € R? con
respecto a P, la probabilidad inducida por el vector aleatorio &, a la que
denotamos por SD(zx; P), como la probabilidad de que x esté contenido en
la envolvente convexa de un simplex cuyos vértices son d + 1 copias indepen-
dientes de &, es decir,

SD(x; Pe) := Pr(z € co{&,..., &1 }).

Definicion 5.1.1. Definimos la variable aleatoria grado de un punto x con

respecto a una distribucion de probabilidad P: como
grado(x; P¢) :=min{n € N: z € co{&,..., &}

Obsérvese que esta variable aleatoria toma valores en N U {400}, pero
como razona Billingsley (1986), pag. 185 esto no supone ningin inconveniente
para su medibilidad.

La profundidad simplicial y la variable aleatoria grado estan intimamente

relacionadas. Asi, una se puede expresar en funcién de la otra como
SD(z; P¢) = Pr(grado(z; P¢) < d +1).

La nocion de simetria multivariante respecto de una distribucién de pro-
babilidad estda muy relacionada con la de estimador de localizacién y por lo
tanto con la de punto més profundo, como se razona en los trabajos de Small
(1990) y Zuo y Serfling (2000b). A lo largo del presente capitulo haremos uso
de la simetria esférica y la simetria angular.

Definicién 5.1.2. Dado & un vector aleatorio d-dimensional y z € R%, decimos
que:
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i. la distribucion de & es esféricamente simétrica respecto de x si toda

transformacién lineal ortogonal de £ — z sigue la misma distribucién;

ii. la distribucién £ es angularmente simétrica en torno a x si (£ —x) /|| —

x|y —(& —x)/||§ — z|| siguen la misma distribucién.

5.2. Profundidades relacionadas con el grado

En esta seccién se definen dos profundidades relacionadas con la variable
aleatoria grado, la profundidad de conteo y la profundidad del grado me-
dio. El resultado mas importante que se obtiene sobre ellas es que ambas
son funciones de profundidad estadistica en el sentido de la Definicion 0.4.1.
Ademas, presentamos varios ejemplos en los que se calculan dichas profundi-
dades apoyandonos en la relacién existente entre la variable aleatoria grado y
el problema del recubrimiento de una esfera mediante semiesferas, problema
que resolvemos en el caso de R2.

Definicion 5.2.1. La profundidad de conteo de un punto con respecto a una
distribucién de probabilidad en R? es el inverso del minimo ntiimero de copias
independientes de un vector aleatorio distribuido segun la probabilidad ne-
cesarias para que el punto pertenezca a su envolvente convexa con cierta

probabilidad p € (0,1). Sea x € RY, entonces

-1

D,(x; P) := (min{n e€N: Pr(x € co{&,...,&}) > p})

Al igual que sucede con la profundidad simplicial, podemos relacionar la
profundidad de conteo con la variable aleatoria grado,

D,(z; P¢) = (min{n € N : Pr(grado(z; P;) < n) > p})fl.

Definicion 5.2.2. La profundidad del grado medio se define como el inverso
del grado medio de un punto con respecto a una distribucion de probabilidad.
Sea = € R?, entonces

ED(z; F%) := (Egrado(z; F)) -
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En la definicion de la profundidad de conteo y en la de la profundidad
del grado medio tomamos (+o00)~! = 0.

Como el grado mide el alejamiento del punto al centro de una distri-
bucién de probabilidad, cualquier transformacién decreciente de su media o
cuantil p seria un candidato sensato para funcién de profundidad. Hemos

elegido el inverso por simplicidad.

5.2.1. Propiedades

Veamos que las nociones de profundidad de conteo y profundidad del grado
medio son en efecto funciones de profundidad estadistica en el sentido de la
Definicién 0.4.1.

Proposicién 5.2.1. Una transformacion afin aplicada simultaneamente a
un vector aleatorio y a un punto nunca disminuye ni la profundidad de conteo

nt la del grado medio.

Demostracion. Sea A € R™? y bz € R si z € co{y,..., &}, entonces
Ax +b € co{A& + b, ..., AL, + b}, por lo tanto Pr(z € co{&,...,&.}) <
Pr(Az +b € co{A& +b,..., AL, + b}). Finalmente ED(Ax + b; Pagyy) >
ED(z; Pe) y Dp(Az + b; Pagssy) > D, (5 Pe) para cualquier p € (0,1). O

Proposicion 5.2.2. La profundidad de conteo y la del grado medio son in-

variantes afines.

Demostracion. Si A no es singular, € co{;,...,&,} siy sélo si Ax +b €
co{A& +0b, ..., A&, + b} con lo que tenemos ED(Ax + b; Paeyy) = ED(z; Pe)
y Dp(Ax + b; Pagsy) = Dy(x; Py) para cualquier p € (0,1). Il

Liu (1990) demuestra que la profundidad simplicial es decreciente en
rayos que parten del punto de simetria angular de una distribucion siempre
que ésta sea absolutamente continua. Tal propiedad la cumplen también la
profundidad de conteo y la del grado medio. Como la demostracién es similar
a la del Teorema 3 en Liu (1990), utilizaremos una notacién muy semejante.
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Proposicién 5.2.3. Si la distribucion de & es absolutamente continua y an-
gularmente simétrica en torno a 0, entonces para cualesquiera o € [0,1],

r€R? yn €N, se cumple
Pr(grado(d + a(z — 0); Pr) < n) > Pr(grado(z; P) < n).

Demostracion. Para hacer la demostracién mas sencilla, tomamos € el punto
de simetria angular igual al origen, # = 0, lo que no supone ninguna restric-
cién ya que del mismo modo que segin la Proposicion 5.2.2 las profundidades
establecidas son invariantes afines, la variable aleatoria grado también lo es.

Queremos demostrar que para cualquier o € [0, 1], se cumple Pr(zx €
co{&1,...,&.}) < Pr(ax € co{&,...,&.}) para cualquier n € N. Como la
distribucién de £ es absolutamente continua, la probabilidad P de cual-
quier hiperplano es 0. Asi, si n < d, Pr(z € co{&,...,&}) = Pr(ax €
co{&i,...,&}) = 0. Tomemos, por tanto, n > d + 1.

Consideramos el segmento orientado que va de axr a = y los sucesos que

nos indiquen bien que entra o que sale del politopo aleatorio co{¢1, ..., &, },
A;y = {el segmento orientado de ar a x entra en co{&y, ..., &, }}
Aou := {el segmento orientado de ax a z sale de co{&y, ..., & }}-

Obsérvese que como la probabilidad de todo hiperplano es 0, con probabilidad
1 la dimensién afin de co{¢y,...,&,} es d.

Dados d puntos {z1,...,24} € R? con dimensién affn d — 1, denotamos
por H({x1,...,x4}) al semiespacio cerrado que tiene por frontera la clausura
afin de los d puntos, aff{zy,..., x4}, y contiene al origen de coordenadas. Si
0 € aff{xy,..., x4}, el semiespacio cerrado H({z1,...,x4}) serd cualquiera
de los dos que delimita aff{z1,...,z;}. Denotamos por C' al conjunto de d-
tuplas de elementos de R? cuya envolvente convexa interseca con el segmento
co{z,ax}, C = {(z1,...,24) : 2; € RY co{wy,..., x4} Ncol{z, az} # 0}.

Para cada subconjunto S de d elementos de {1,2,...,n}, el suceso A3
consiste en que la envolvente convexa de las d copias independientes del

vector aleatorio {&; : ¢ € S}, interseca con el segmento orientado que une o
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con x y de entre las restantes copias independientes de &, no hay ninguna en
H({&:i1eS}),esdecir {&:ie{l,...,n}\S}CRI\H{&: i€ S}).

En las mismas condiciones el suceso AS . consiste en que la envolvente
convexa de las d copias independientes del vector aleatorio, {&; : i € S},
interseca con el segmento orientado que une ax con x y las restantes copias
independientes de § estan todas en H({ : i € S}), es decir {& : i €
{1,...,n}\ S} CH{¢& : i€ S}).

Para 0 € {«,1}, denotamos por Bg al suceso “fBx pertenece a la en-
volvente convexa de las n copias independientes de £”, esto es Bz = {fz €

co{&1, &, ..., &}, entonces tenemos que

Pr(az € co{&,...,&})—Pr(z € co{&y, ..., &}) = Pr(Ba\B1)—Pr(Bi\B.).

Estos nuevos sucesos son facilmente expresables a partir de los anteriores,
Bo\ By = Agu \ Ain,  B1\ By = Ain \ Aout-

Podemos simplificar la expresiéon que tenemos, obteniendo,

Pr(ax € co{&, ... ,fn}) - Pr(m € co{&y, ... ,fn})
= Pr(Aout) — Pr(Aow N Ain) — (Pr(Aim) — Pr(Am N Aoy))
= Pr(Aou) — Pr(Ai).

Ahora como (Z) es el nimero de conjuntos diferentes de d elementos que

podemos tomar con n elementos diferentes, dado S C {1,...,n} con d ele-
mentos, Pr(Aoy) = (7)Pr(AS,), mientras que Pr(A,) = (5)Pr(Af). Por

out

otra parte se cumple

Pr(AS ) = /C Pr(e € H({z1,...,2q}))" “dPi(x1) ... dPu(za),

mientras que

Pr(AS) — /CPr(§ ¢ H({xr,....2a))" "dPe(ay). .. dPs(za).
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Por la simetria angular de la distribucion de & respecto del origen y el hecho
de que el origen pertenece a los semiespacios H({z1,...,z,}), se cumple
Pr(¢ € H({x1,...,z4})) > 1/2, y por tanto Pr(¢ ¢ H({z1,... ,xd}))n_d <
Pr(¢ € H({x1,... ,xd}))n_d, de donde Pr(AS ) > Pr(A2), en consecuencia

out
Pr(Aou) > Pr(A;,) y finalmente

Pr(az € co{,...,&}) = Pr(z € co{&,...,&}).
[l

Las dos diferencias esenciales con el Teorema 3 en Liu (1990) es que
nosotros hemos tenido que considerar politopos en lugar de simplices y he-
mos tenido que negar la condiciéon de que haya alguna realizacién de la va-
riable aleatoria en ciertos semiespacios, en lugar de trabajar con la condiciéon
positiva.

De la Proposicion 5.2.3 se obtiene de modo inmediato el siguiente resul-
tado que aparece en términos de la profundidad de conteo y de la del grado

medio.

Corolario 5.2.4. Si la distribucion de £ es absolutamente continua y an-
gularmente simétrica en torno a 0, entonces para cualesquiera p € (0,1),
a € [0,1] yx € RY, se cumple Dy(z; P) < Dy(0+a(x—0); P;) y ED(x; P) <
ED(6 + a(z — 0); P).

El Corolario 5.2.4 es fundamental para la justificacién del estudio de
profundidades relacionadas con el grado. En el caso unidimensional relaciona
los puntos de profundidad maxima con la mediana. Dada cualquier mediana
de una variable aleatoria £ que no constituya un atomo de la probabilidad
inducida P, la distribucién de § serd angularmente simétrica en torno a ella.
Asi, si tenemos una variable aleatoria cuya distribucion es absolutamente
continua, su mediana sera el punto de profundidad maxima con respecto a
la profundidad de conteo y a la del grado medio. Si la distribucién de £ no
es absolutamente continua, esto no se cumple necesariamente como se ve en

el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.2.1. Sea £ una variable aleatoria discreta que toma los valores —1
y 1 con probabilidad 0’45 y el valor 0 con probabilidad 0’1. Claramente la
mediana de £ es 0, pero los puntos de maxima profundidad de conteo para
cualquier p mayor que 0’1 son —1 y 1. Con la profundidad del grado medio
sucede lo mismo, mediante un sencillo computo podemos calcular que las
profundidades de los puntos —1 y 1 son ED(—1; P¢) = ED(1; P) = 0’45,
mayores que la profundidad de la mediana, ED(0; P;) = 11/29.

Puesto que segun el Corolario 5.2.4, las profundidades de conteo y del
grado medio alcanzan su valor maximo en el punto de simetria angular de
las probabilidades absolutamente continuas y son decrecientes en rayos que
parten de dicho punto, para demostrar que son funciones de profundidad,
s6lo nos falta comprobar que convergen hacia cero para sucesiones de puntos
cuya norma diverge a +00.

Proposicién 5.2.5. Las profundidades de conteo y del grado medio conver-

gen a cero para puntos cuya norma diverge a +00.
Demostracion. Para cualquier n € N, se cumple
Pr(z € co{&y,...,&}) < nPr(l¢]] = [l2]]) = nPe (R \ int(Byy))),

donde int(Bj,) denota la bola abierta centrada en el origen y de radio ||z||.
Segun el Teorema 0.1.3 todas las probabilidades de P son tight, por lo tanto
también lo es P y asf nP:(R?\ int(By,)) converge a 0 cuando ||z|| — +oo.
Es entonces claro que para cualquier p € (0, 1),

Iim ED(z;FP;) =0 y lim D,(z;FP) =0

[[]| =00 llz[| =00

]

Teorema 5.2.6. La profundidad de conteo y la del grado medio son funciones
de profundidad estadisticas en el sentido de la Definicion 0.4.1.
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5.2.2. Ejemplos y aplicaciones

A continuacién explicamos cémo calcular las profundidades relacionadas con
el grado a través del estudio del recubrimiento de una esfera con semiesferas,
problema que resolvemos completamente en R?. Ademds, presentamos algu-
nos ejemplos de los valores que toman estas profundidades para puntos que

satisfacen ciertas condiciones de simetria multivariante.

Relacién del grado con el recubrimiento de esferas

Dados z,91,...,Y, € R? con y; # x para todo i € {1,...,n}, el punto x
pertenece a la envolvente convexa del conjunto {y,...,y,} si y sélo si todo
semiespacio cerrado que contenga a x contiene algin punto del conjunto.
Equivalentemente, dada S¢~1(x) la esfera de radio unidad centrada en x, las
semiesferas de S¢~!(x) con centro en las proyecciones de y; sobre S~1(z), es
decir, en las intersecciones de los rayos con origen en x y que pasan por cada

y; con la esfera unidad centrada en z, recubren la esfera S¢!(x).

Ejemplo 5.2.2. Sea & un vector aleatorio en RY tal que (£ — x)/||€ — x| es
esféricamente simétrico respecto del origen y Pe({x}) = 0. Las proyecciones
de las observaciones del vector aleatorio & en la esfera S?!(z) estan unifor-
memente distribuidas sobre tal esfera. En el Teorema 1.5 en Hall (1988) se
calcula la probabilidad de que n semiesferas independientes y uniformemen-
te distribuidas recubran completamente la esfera, y dicha probabilidad en
nuestro marco nos proporciona la distribucion de la variable aleatoria grado,

d—1
—1
Pr(grado(z; ;) <n) =1-—2""" Z (n : ), para n > d. (5.1)
1
i=0
A partir de la férmula (5.1) se puede calcular la profundidad del grado me-
dio que serd el inverso del niimero esperado de semiesferas uniformemente
distribuidas necesarias para recubrir una esfera y que aparece, por ejemplo,
en Hall (1988), pag. 69

-1 1
ED(z; P¢) = (Egrado(z; P)) = 1
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Ademds, si un vector aleatorio & en R? y x € RY satisfacen las condiciones
anteriores y otro vector aleatorio 7 en R4™! e y € R?! también satisfacen
las mismas condiciones, Wendel (1962) obtiene una relacién que expresada
en términos de la variable aleatoria grado adopta la siguiente forma

Pr (grado(x; Pe) < n)

- %(Pr(grado(x; P¢) <n—1) + Pr(grado(y; P,) <n — 1))

De esta férmula y de (5.1) se deduce facilmente la siguiente relacién que es
de utilidad para calcular la profundidad de conteo para cualquier p € (0, 1).
Sin>d+ 1, se cumple

-2
Pr(grado(m; Pe) < n) = Pr(grado(x; Pe) <n— 1) +27 (Z _ 1)'

Grado en R?

Sea £ un vector aleatorio en R?, veremos cémo calcular la profundidad de
conteo y del grado medio de cualquier punto x € R? con respecto a & cuando
P:({z}) = 0. Si P:({z}) # 0, el céomputo de las profundidades anteriores
puede realizarse con la misma técnica, pero es algo mas engorroso. Como estas
dos funciones de profundidad son equivariantes respecto de las traslaciones,
de hecho son equivariantes afines, es suficiente explicar como se calculan para
xz =0.

Sean S! y Si dos semicircunferencias complementarias de S*, la esfera
unidad centrada en el origen en R?, es decir, la circunferencia unidad centrada
en el origen, tales que si H € S N Si es la recta que definen, se cumple
P:(H) = 0. El grado de 0 con respecto a £ es a lo sumo n si y sélo si las
primeras n semicircunferencias con centro en la proyeccion de una observacion

del vector aleatorio ¢ recubren la circunferencia S*. Definimos dos sucesos,

A,, = {las primeras n semicircunferencias recubren la circunferencia},

B!" := {de las primeras n proyecciones, exactamente 7 pertenecen a S* }.
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Por la ley de la probabilidad total, Pr(A,) = 3.1 Pr(A,|B})Pr(BP).
Es claro que Pr(B}") es la probabilidad de i éxitos en n realizaciones
independientes, con ¢ = P¢(S) la probabilidad de un éxito,

Pr(B}') = Pr(Binom(n, q) = i) = (ZL) ¢(1—q""

donde Binom(n,q) es una variable aleatoria con distribucién binomial de
parametros n y ¢ definida en el espacio de probabilidad (€2, A4, Pr). Para todo
1 € N, definimos la variable aleatoria 7; como el angulo de la i-ésima proyec-
cién sobre S! medido empezando en el punto (0, —1) y la variable aleatoria
¢; como el dngulo de la i-ésima proyeccién sobre S} medido empezando en
el punto (0,1), ambas en la direccién de las agujas del reloj. Se tiene que

Pr(An|B?) =1- Pr({nzz < Cl:n—i} U {nl:i > Cn—i:n—i})
=1 —=Pr(nii < Cin—i) = Pr(nisi < Cion—i)-

Ejemplo 5.2.3. Sea & un vector aleatorio en R? angularmente simétrico en
torno a z y tal que P:({z}) = 0. Para cualesquiera dos semicircunferencias
complementarias S* (z) y S} (x) que consideremos, por la simetria, n y ¢
seguirdn la misma distribucién y la probabilidad de que £ esté en cualquiera
de las semicircunferencias S (z) y S%(z) es la misma, ¢ = 1/2.

Ejemplo 5.2.4. Sea & un vector aleatorio en R? tal que P:({z}) = 0 y las
proyecciones de ¢ sobre la circunferencia S'(x) estdn uniformemente distri-
buidas sobre cierta semicircunferencia con probabilidad ¢ y uniformemente
distribuidas sobre la semicircunferencia opuesta con probabilidad 1 — gq.

Un ejemplo practico de tal situacion se obtiene con un vector aleatorio
p que sigue distribucién normal Ny(0,7) donde I es la matriz identidad y
otra variable aleatoria 7 independiente de p y que satisface, Pr(7 = —1) = g,
Pr(r = 1) =1—gq. Si u € R\ {0}, el vector aleatorio psigno((p,u)) - 7,
donde signo(z) = z/|x| si x # 0 y signo(0) = 0, sigue una distribucién como
la del vector aleatorio £ que acabamos de describir.
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Las variables aleatorias 7 y  seguirdn una distribucién uniforme en (0, 7)
o —

y Pr(niq < Gim—i) = (Z) 1, con lo que obtenemos

n—1

Pr(grado(z; Pe) <n) =1—¢"=(1—¢)" =2 ¢'(1—q""  (5.2)

=1

ED(z; P;) = (Egrado(a:; P,g))‘1 _ q(1—gq)

— m. (5.3)

Ademas, podemos obtener una férmula muy simple que evita muchos calculos

al calcular la profundidad de conteo con respecto a cierto p € (0, 1).

Lema 5.2.7. Dado un vector aleatorio & en las condiciones anteriores, se
cumple Pr(grado(x; Pr) < 2) =0 y para n > 3,

Pr(grado(:v; P) < n) = %(Pr(grado(x; P <n-— 1) Flog"'—(1 _q)n—1>.

Demostracion. Denotamos por p, a la probabilidad de que el grado de un
punto x respecto de una distribucién de probabilidad P sea menor o igual
que n, esto es p, = Pr(grado(z; P¢) < n). Segin la expresién (5.2) se cumple,

n—1
pn=1—q"—(1—¢q"=2> ¢(1—q""

=1

n—1
=1-q"+(1-q"—=2> ¢(1—q""

1=0

Podemos desarrollar el sumatorio de la formula anterior para que aparezca

Pn_1 €N su expresion, asi

n—1 n—1
2 (l—q)" =(1-q2) q(1—g)" V7
1=0 =0

(n—1)—1
= (1—¢) (2(1 —)" 42" 2 > (- Q)("1“>

=(1-q)(1—ppr+ Q=g +q"").
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Como ¢ y 1 — ¢ juegan el mismo papel, podemos intercambiarlas, asi obtene-
mos una férmula que se deriva de las expresiones anteriores para p, y luego

la misma férmula intercambiando ¢ y 1 — ¢,

Pn=1-¢"+(1-q)"-A-q)(I=por+ A —q" ' +¢""),
po=1-(1=q)"+¢" —q(l=por+¢""+(1—9)"").

Sumando estas dos expresiones obtenemos
2pn =1 + Pn-1 — (1 - C])n_l - qn—17

lo que finaliza la demostracion. O

5.3. Esperanza de la envolvente convexa

Presentamos una nueva familia de regiones centrales, junto con su funcién de
profundidad estadistica asociada. La relacion de contenido de estas regiones
centrales induce un orden estocéstico segtin la variabilidad mas débil que el
orden lineal convexo.

Dado un vector aleatorio & con primer momento finito, consideramos
la sucesién de conjuntos aleatorios {co{¢i,...,&,}nen, donde los vectores
aleatorios &; son copias independientes de &.

Es importante observar que a lo largo de la presente seccion se supondra
que todos los vectores aleatorios con los que trabajemos tienen primer mo-

mento finito.

Definicion 5.3.1. La profundidad de la envolvente convera de un punto con
respecto a un vector aleatorio con primer momento finito es el minimo ntimero
de copias independientes de si mismo necesarias para que el punto pertenezca
a la esperanza de Aumann de su envolvente convexa. Dado x € R?, tenemos

Dep(2; P¢) := (min{n € N: z € Eco{¢; .. .fn}})fl.
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De nuevo tomamos (+00)™ = 0.
Las regiones centrales de la envolvente convexa se definen del modo ha-

bitual, dado « € (0, 1],
8 (P):={x € R: Dy(z; P:) > a}. (5.4)

Si denotamos por |a] a la parte entera de a, entonces a partir de la Defi-
nicién 5.3.1 y de la férmula (5.4) es claro que para cualquier a € (0, 1], se
cumple

Sﬁ(}%) ::Hico{gla"'>€La*1j}'

5.3.1. Propiedades

Veamos que la profundidad de la envolvente convexa es una funcién de pro-
fundidad estadistica.

Teorema 5.3.1. La familia de regiones centrales inducida por la profundidad
de la envolvente convexa satisface las siguientes propiedades:

Day (Fe) = {EE}:
ii. D2 (P.)  DP.(P.) para todo 8 < a;
iii. DG (Pagry) = ADG, (Fe) +b;
iv. De, (P

) es compacto y convezxo.

De las propiedades de las regiones centrales deducimos las propiedades
de la funcién de profundidad.

Corolario 5.3.2. Sea ¢ un vector aleatorio en R? con primer momento finito,
la profundidad de la envolvente convera satisface las siguientes propiedades:

i. Den(Ax + b; Pagyy) > Den(x; Pe) y si A es una matriz no singular, se
satisface la igualdad Do, (Az + b; Paeyy) = Den(; Pe);

ii. Den(EE; Pe) = sup Doy (z; Pe);

z€ERY
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iii. Den(; Pe) < Den(EE + a(z — EE); Pe), para todo o € [0,1];
iv. Den(x; Pe) — 0 cuando ||z|| — +oc.

Corolario 5.3.3. La profundidad de la envolvente convexa es una funcion
de profundidad estadistica en el sentido de la Definicion 0.4.1.

Veamos el tipo de regiones centrales que obtenemos para esta nueva
profundidad.

Ejemplo 5.3.1. Si tomamos la distribuciéon de probabilidad P que asigna
probabilidad 1/4 a cada uno de los puntos (1,1), (1, —1),(=1,1) y (—1,—1),
obtenemos las regiones centrales que aparecen en la Figura 5.1 para la pro-
fundidad de la envolvente convexa.
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Figura 5.1: Contornos de D, (P), DY/*(P) y DX/*(P).
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5.3.2. Orden estocastico en variabilidad inducido

El punto mas profundo con respecto a la profundidad de la envolvente con-
vexa es la esperanza del vector aleatorio. Deberia, por tanto, existir alguna
relacién con otra funcién de profundidad que satisface la misma propiedad,
la profundidad del zonoide. Tal relacién se encuentra en el orden estocéstico
definido por la relacién de contenido de las regiones centrales. La profundi-
dad del zonoide induce el orden linear convexo. A continuaciéon definimos el
orden de la envolvente convexa a partir de la relacion de contenido de las

regiones centrales de la profundidad de la envolvente convexa.

Definicion 5.3.2. Definimos el orden de la envolvente convera como
E<amn si Dg(FP) C Dg(P,) para todo a € [0,1].

Nota 5.3.1. El orden de la envolvente convexa puede caracterizarse de un
modo més simple como & <q, 1 siy s6lo si Eco{&y, ..., &} C Eco{ny,...,nn}
para todo n € N.

El orden de la envolvente convexa es un orden estocastico en el sentido
de que satisface las propiedades de reflexividad, transitividad y antisimetria.

Proposicién 5.3.4. Dados &,m dos vectores aleatorios en RY, se tienen las

siguientes propiedades:
1. Reflerividad, & <4, &;
1. Transitividad, st € <, m yn <o C, entonces & <q, (;
it Antisimetria, st & <a n yn <o §, entonces Pr = P,.

Demostracion. Como el orden de la envolvente convexa se define a través
de inclusiones de conjuntos y la inclusiéon de conjuntos es reflexiva y tran-
sitiva, se verifican los dos primeros enunciados. La antisimetria se satisface
por el hecho de que la sucesion de esperanzas de Aumann de la envolvente
convexa de conjuntos formados por una sucesién de copias independientes
de un vector aleatorio con esperanza finita caracteriza su distribucién, como
demostrd Vitale (1987). O
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Propiedades del orden estocastico

En primer lugar daremos unas propiedades generales del orden estocastico

de la envolvente convexa que enunciamos sin demostracion.

Proposicién 5.3.5. El orden de la envolvente convexa verifica las siguientes
propiedades:

. 81 & < M, entonces K = En;
1. st B =0, entonces & <, a& para todo a > 1;
. 51 & < m, entonces AL+ b <a An+ b para todo A € R4 b € RY;

iv. si & <am, entonces co{supp &} C co{suppn}.
Donde supp & denota al soporte de la variable aleatoria &.

El orden de la envolvente convexa para variables aleatorias puede ca-
racterizarse a partir de desigualdades en las esperanzas de los estadisticos

ordenados extremos.

Lema 5.3.6. Dadas &, dos variables aleatorias, £ <, n sty solo si E&,., <
Enpn v E&n > Enpy para todo n € N.

Podemos demostrar que se trata de un orden estocastico lineal.

Lema 5.3.7. Dados &, dos vectores aleatorios en R?
€ <am siy sélo si (€, u) <a (n,u), para todo u € R%.

Demostracion. Por definicion se tiene que £ <q, 1 si y s6lo si Eco{&, ..., &}
C Eco{ni,...,n.} para todo n € N lo que, por la relacién entre la esperanza

de Aumann y la funcién soporte, es equivalente a

Emax{(&,u), ..., (&, u)} <Eméx{(ny,u),..., (N, u)}

para todo n € Ny u € R? Si conjuntamente con cualquier v € R? tomamos
su opuesto, —u, la relacién entre valores maximos se convierte en una relacién
entre valores minimos y obtenemos la equivalencia con (£, u) <u, (n,u) para

todo u € R, O
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Hoeffding (1953) prueba que la sucesién de esperanzas de los maxi-
mos de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
{E&.n }nen caracteriza su distribucién. Dadas dos variables aleatorias & y 7,
las condiciones E¢ = En y EE,,., < En,., para todo n € N no son suficientes
para tener la ordenacion £ <g, 7.

Ejemplo 5.3.2. Dada (¢ una variable aleatoria que sigue una distribuciéon ex-
ponencial con media 1, sean ¢ = 1 —( y n = ( — 1. Es facil comprobar

que
Bty =1 BEGu=1- 1 | B =1-E(u=-> L
nmn — 1im — n ) 1Im — nn — a 2.7
Enpn = ECum — 1 = -, Enm,=EG,—1=——-1.
t n

1=2

Entonces claramente E¢ = En = 0 y E&,., < En,., para todo n € N, pero
E¢.3 = —=5/6 < —2/3 = Eny.3 y es falso que £ <g4 1. Se puede probar que
tampoco se cumple n <q, &.

El orden de la envolvente convexa es un orden segin la variabilidad
estrictamente mas débil que el orden linear convexo. Este resultado se pro-

bard en el Teorema 5.3.11 y para ello necesitaremos algunos lemas previos.

Lema 5.3.8. Sean &y, ..., & ym, ..., nn dos conjuntos de variables aleatorias
independientes y f : R™ — R creciente convexa, entonces

si & <iex M para todo i, se cumple f(&1, .., &n) <iex (M5 Mn)-

Demostracion. Sean &;,1n; v f cumpliendo las condiciones impuestas en el
enunciado del resultado. Sea g : R — R una funcién creciente y convexa,
entonces go f : R™ — R es creciente convexa.

Como para todo 7, se cumple &; <ix 7; y tanto las variables &, &, ...,&,
como las variables 1,79, ...,n, son independientes, por Teorema 0.5.7, se
tiene que (&1,...,&,) <iex (M,--.,Mn). Por lo tanto E(g o f)(&,...&) <
E(go f)(m,...n,) y finalmente f(&1,..., &) <iex f(M15-- 7). [
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Lema 5.3.9. Si dos variables aleatorias &,m satisfacen & <i.x 1, entonces
E¢,.. < En,., para todo n € N.

Demostracion. Sean &p,...,&, ¥V M1,...,7n, copias independientes de £ y n
respectivamente. Como méx : R” — R es creciente y convexa, segin el
Lema 5.3.8 max{&y, ..., &} <iex max{ny,...,n,} y finalmente EE,.,, < En,.,
para todo n € N. Il

Lema 5.3.10. 57 dos variables aleatorias £,n satisfacen & <. 1, entonces
5 Sch n.

Demostracion. Sea & <. 1, entonces & <i;x 7y —& <iex —7. Segun el
Teorema 5.3.9 E&,., < Enpn v E(—=&)nn < E(—7)nn 0 equivalentemente

E&y., > Eny., para todo n € N lo que implica £ <, 1. O

Teorema 5.3.11. Si dos vectores aleatorios £, m satisfacen & <ix 1, entonces
5 Sch n.

Demostracién. Dado & <j 1, se cumple (&, u) <. (n,u) para todo u € R,
segtin el Teorema 5.3.10 (£, u) <4 (n,u) para todo u € R? lo que por el
Lema 5.3.7 implica £ <, 7. O]

Para finalizar, mostramos un ejemplo de dos variables aleatorias ordena-
das respecto del orden de la envolvente convexa, pero que no estan ordenados

segun el orden convexo.

Ejemplo 5.3.3. Sea ¢ una variable aleatoria discreta que toma los valores
—2/3 y 2/3, ambos con probabilidad 1/2 y sea n otra variable aleatoria
uniformemente distribuida en el intervalo (—1,1).

Es facil comprobar que E&,.,, = (2" —1)/(3-2"2%) y Eny, = (n —
1)/(n+ 1) y por lo tanto se cumple E¢,,., < En,., para todo n y como £ y n
estan simétricamente distribuidas en torno al 0 esto es suficiente para probar
que € <, 1.

Si tomamos la funcién convexa f(z) = x4, se tiene que Ef(§) = 1/3 >
1/4 =Ef(n) y por lo tanto no se satisface & <. 7.
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5.4. Comentarios y problemas abiertos

A lo largo de este capitulo se han introducido, en primer lugar funciones de
profundidad inspiradas en el niimero de observaciones independientes de un
vector aleatorio necesarias para contener a un punto en su envolvente convexa
y en segundo lugar una funcién de profundidad determinada por el nimero
de realizaciones independientes de un vector aleatorio necesarias para que
un punto esté contenido en la esperanza de Aumann del conjunto aleatorio
formado por la envolvente convexa de esos vectores aleatorios. El estudio
del primer tipo de funciones de profundidad nos ha servido para ahondar
en la investigacion sobre problemas de recubrimiento de esferas mediante
semiesferas, que resolvemos en el caso general sobre el plano. El segundo
tipo de funciones de profundidad nos ha llevado a un nuevo orden estocastico
segun la variabilidad, el de la envolvente convexa. Este orden es mas débil que
el orden lineal convexo, al igual que el orden simétrico que estudiabamos en el
Capitulo 1. Una de las diferencias con el orden simétrico es que, para que dos
vectores aleatorios puedan estar ordenados segin el orden de la envolvente
convexa, es necesario que tengan la misma esperanza

Los problemas que dejamos abiertos en este tema y estudiaremos mas
adelante son los siguientes:

Seria interesante poder describir cémo se obtiene la profundidad del
grado medio y de conteo de un punto con respecto a una distribuciéon en
R? cuando d > 3, problema que involucraria resolver completamente el del
recubrimiento de la esfera con semiesferas.

Pretendemos obtener el comportamiento asintético de las funciones de
profundidad introducidas, tanto la de la esperanza de la envolvente conve-
xa como la del grado medio y la de conteo y estudiar bajo qué condiciones
las profundidades con respecto a una distribucion de probabilidad empiri-
ca convergen a las profundidades con respecto a la distribucién poblacional
correspondiente.

Finalmente, continuaremos el estudio del orden estocdstico de la en-

volvente convexa. Existe otro modo alternativo, distinto al seguido en esta
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memoria, para demostrar que este orden, aplicado sobre variables aleatorias,
es mas débil que el orden convexo. Basta con utilizar los funcionales pro-
puestos por Ramos y Sordo (2003) y resultados clasicos sobre estadisticos
ordenados que se encuentran en Galambos y Kotz (1978), David (1981) o
Arnold et al. (1992). Los funcionales propuestos por Ramos y Sordo (2003)
para una variable aleatoria ¢ son de la forma

1.(6) = / w(p) (B (p) — E€)dp, (5.5)

donde Fgl es la funcién cuantil de ¢, es decir Fgl = inf{z : Fe(z) > t}
para 0 < ¢t < 1y las funciones w : [0,1] — R pertenecen a cierta familia.
Si para dos variables aleatorias £ y 7, se tiene que I,,(§) < I,(n) para todas
las funciones w de cierta familia, se define una ordenacién estocastica. La
relacion de estos indices con el orden de la envolvente convexa se basa en que
si w es la funcién w(z) = nz™ !, entonces el indice que induce es la esperanza
del maximo de n copias independientes de la variable aleatoria &, mientras
que w(z) = n(l — z)""! induce como indice la esperanza del minimo de n
copias independientes de la variable aleatoria &.

Continuando con el estudio del orden estocastico de la envolvente con-
vexa, seria muy interesante saber si se trata de un orden estocastico integral
y podria generalizarse el problema para estudiar qué ordenes estocasticos
integrales pueden describirse a partir de desigualdades de los funcionales de
Ramos y Sordo (2003) y qué 6rdenes del tipo de los de estos autores son
ordenes estocasticos integrales.



Epilogo

Comenzaré reflejando mis sensaciones sobre la investigacion que he llevado a
cabo. A continuacién resumiré las aportaciones que considero mas interesan-
tes dentro de las que se han hecho en esta memoria y comentaré el trabajo
que tengo previsto acometer con inmediatez.

Los dos grandes temas sobre los que gira esta memoria son los Ordenes
Estocasticos y las Funciones de Profundidad. Estas dos areas de estudio re-
ciben en la actualidad gran atencion por parte de la comunidad estadistica y
probabilista. Los 6rdenes estocasticos han adquirido gran importancia gracias
a sus numerosas aplicaciones tanto practicas en campos como la Economia,
las Ciencias Actuariales o la Epidemiologia, como tedricas en la Teoria de
la Probabilidad y en la Teoria de la Aproximacion para obtener teoremas
limite. En cuanto a las funciones de profundidad, su estudio estd enmarcado
en el Analisis Multivariante no Paramétrico, area en la que se estan haciendo
grandes progresos. A titulo personal, creo que de esta memoria deben desta-
carse las relaciones que se establecen entre estos dos temas y la utilizacion
de los conjuntos aleatorios, o mas especificamente, la esperanza de Aumann
como una herramienta que nos permite avanzar en ambos. Los resultados
sobre ordenaciones estocdsticas no tienen visos de aplicaciéon inmediata, pero
constituyen un estudio de base que puede ser muy tutil en el futuro.

Resumidas en tres puntos, las aportaciones mas novedosas que se pre-

sentan en esta memoria son:

= Las comparaciones segiin la variabilidad para algunos tipos de elemen-

tos aleatorios. En concreto, vectores aleatorios con distinta esperanza a
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través del orden simétrico y conjuntos aleatorios compactos a través del
orden simétrico, del lineal convexo y de los 6rdenes lineales crecientes

convexos y de los indices de desigualdad para conjuntos aleatorios.

= Un nuevo marco de trabajo para la obtenciéon de funciones de profun-
didad y regiones centrales a partir de los recortes de una probabilidad.
En su contexto se construyen las regiones centrales recortadas y las
integrales y se obtienen varias de sus propiedades. Estas familias de
regiones centrales engloban otras regiones centrales clasicas facilitando
el estudio de sus propiedades.

= Gracias al estudio de las funciones de profundidad basadas en un ntime-
ro de observaciones de un vector aleatorio, se explica como calcular en
el caso general la distribucién del nimero de semicircunferencias nece-
sarias para recubrir una circunferencia y ademas se obtiene un nuevo
orden estocastico segun la variabilidad que permite comparar algunos
pares de vectores aleatorios no comparables segtin el orden lineal conve-
x0. Ademas, el orden de la envolvente convexa nos sirve para insistir en

la relacion de las regiones centrales con las ordenaciones estocésticas.

Los proyectos en los que estoy trabajando y estan méas avanzados son,
por un lado, el estudio de las funciones de profundidad propuestas en el
Capitulo 5 que tengo pendiente finalizar con el Profesor Molchanov y por
otro lado el estudio de diferentes grados de afinidad de distribuciones de
probabilidad con respecto a un funcional de capacidad con el Profesor Lépez
Diaz, codirector de mi Tesis Doctoral. Este tipo de funcionales se han descrito
en la Seccion 4.5.
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