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En numerosas ocasiones estudiamos méas de una variable asociada a un
experimento aleatorio. Un vector aleatorio es una aplicacién del espacio mues-
tral £ en R". En el caso bidimensional (n = 2),

(X,Y): E — R

1. Distribucion conjunta de un vector aleatorio

A la distribucién de probabilidad que describe el comportamiento si-
multaneo de todas las variables que componen un vector aleatorio se le llama
distribucion de probabilidad conjunta.

1.1. Vectores aleatorios discretos
Si X e Y son dos variables aleatorias discretas, podemos definir

» funcion de probabilidad conjunta: p(x,y) = P(X = x,Y = y), que debe
cumplir, p(z,y) > 0y >, >, plz,y) = 1.

» funcion de distribucion conjunta: F(xg,yo) = P(X < x0,Y < yo) =

ngxo Eygyo p([L’, y) :

1.1.1. Distribucién Multinomial

Dado un experimento aleatorio con k posibles resultados con probabilida-
des p1,p2, - .., pr constantes en distintas realizaciones y que se repite n veces
en condiciones de independencia, un vector aleatorio (X1, Xs, ..., X,,) sigue
distribucién multinomial si cada X; representa el nimero de veces (de entre
las n realizaciones experimentales) en las que ocurre el resultado i-ésimo.
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La funcién de probabilidad conjunta es

n! -

P(Xy =21, Xy = @a,..., X = 1p) = SR

xplxs! - -

donde x1 +xo+---+xpr=nypr+p+- - +p. =1

1.2. Vectores aleatorios continuos

Si X e Y son dos variables aleatorias continuas, podemos definir
» funcion de densidad conjunta: f(x,y) que debe cumplir f(z,y) >0y
fj;o f_tf: f(z,y)dxdy = 1. Sirve para calcular cualquier probabilidad,
b pd
Pla<X <bec<Y <d) :/ / [z, y)dydz .
s funcion de distribucion conjunta:

o Yo
F(zo,y0) = P(X < 20, Y < yo) — / / F(a,y)dyde

Ademas tenemos que

O?F(x,

2. Distribuciones marginales y condicionadas

Las distribuciones marginales y condicionadas son distribuciones unidi-
mensionales asociadas a las de un vector aleatorio. Para ellas podemos cal-
cular probabilidades, medias, varianzas, etc.

2.1. Distribuciones marginales

A la distribucion, por separado, de cada una de las variables que compo-
nen el vector aleatorio, se le llama distribuciéon marginal.



Variables discretas. Si X e Y son variables aleatorias discretas con fun-
cién de probabilidad conjunta p(z,y)

» funcion de probabilidad (marginal) de X :

px(@) = P(X =2) =3 P(X =2,Y =y).

» funcion de probabilidad (marginal) de Y :

py(y) =PY =y)=> P(X=uxY =y).

Variables continuas. Si X e Y son variables aleatorias continuas con
funcién de densidad conjunta f(z,y)

» funcion de densidad (marginal) de X :
+0o0

fx(x) = [z, y)dy.

—00

» funcion de densidad (marginal) de Y :
400

fr(y) = f(x,y)dz.

—0o0

2.2. Distribuciones condicionadas

Variables discretas. Si X e Y son variables aleatorias discretas con fun-
cién de probabilidad conjunta p(z,y)

» funcion de probabilidad de Y condicionada a X = xo (px(x¢) > 0):

» funcion de probabilidad de X condicionada oY = vyy (py(yo) > 0):

P(X:$7Y:y0) _ p(%?JO)

p(xlyo) = P(X =z|Y =) = P(Y = yp) ~ py(wo)




Variables continuas. Si X e Y son variables aleatorias continuas con
funcién de densidad conjunta f(x,y)

» funcion de densidad de Y condicionada a X = xo (fx(x9) > 0):

. f(aco,y)

» funcion de densidad de X condicionada a'Y = yo (fy(yo) > 0):

Falyo) = L

3. Independencia entre variables aleatorias

Dos variables aleatorias son independientes si el valor que toma una no
aporta informacion sobre el valor que tomara la otra.

» Variables discretas: X e Y son independientes si para todo x, y se cum-
ple alguna de estas condiciones

» Variables continas: X e Y son independientes si para todo z,y se cum-

ple alguna de estas condiciones

fllz) = fr(y)
f(zly) = fx(x)
flx,y) = fx()fy(y)

En general X y Y son independientes si su funcién de distribucién conjunta
puede escribirse como producto de las marginales, F(z,y) = Fx(x)Fy(y)

para todos x,y.



4. Caracteristicas de un vector aleatorio

Trabajamos con un vector aleatorio con n componentes Xy, Xs,..., X,
representandolo como un vector columna,

4.1. Esperanza

El vector de medias de un vector aleatorio X es aquel cuyas componentes
son las esperanzas de cada componente de X,

Dado un vector aleatorio bidimensional (X,Y"), podemos hallar la esperanza
de una transformacién suya como:

> e 2y M@, y)p(e,y) si X,Y discretas

]E[h(X7 Y)] = { fjozo fj;o h(%y)f(% y)dxdy si X7 Y continuas

4.2. Covarianza
La covarianza es una medida de la relacién lineal entre dos variables,
Cov(X,Y) = IE[(X —EX)(Y — E[Y])} =E[XY] - E[X|E[Y].
Propiedades de la covarianza:
» si X e Y son independientes, Cov(X,Y) =0 (E[XY] = E[X]E[Y]).
» Cov(X,Y) =0 no implica que X e Y sean independientes.
» Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y).



4.3. Correlacion

La correlacion es una medida adimensional de la relacién lineal entre dos
variables,
Cov(X,Y
p(X,Y) = X, X)

V/Var[X]Var[Y]
Propiedades de la correlacion:

» si X e Y son independientes, p(X,Y) = 0.

» [p(X,aX +0b)] = 1.

4.4. Matriz de varianzas y covarianzas

Se trata de una matriz cuadrada n X n que viene dada por

Var[X}] Cov(Xy,Xs) -+ Cov(Xy,X,)
" COV(Xl, XQ) Var[Xg] cee COV(XQ, Xn)
Mx =E[(X—p)(X—p)"] = 5 5 _
Cov(Xy, X)) Cov(Xe, X,,) --- Var[X,,]

5. Transformaciones de vectores aleatorios

Dado un vector aleatorio X = (X1, ..., X,,)" con funcién de densidad con-
junta fx(x1,...,z,) lo transformamos en otro vector aleatorio Y = (Y1,...,Y¥,)"
con la misma dimensién

3/1 — gl(le' .. aXTL)
Yn = gn(Xb cee 7Xn)

de tal modo que existan transformadas inversas.
La funcién de densidad del nuevo vector aleatorio Y es

dzy ., dzy
dyy dyn
fY<y17'--7yn):fX(gil(yh"'ayn)) det : :
dz, dﬂ
Ay T dyn



5.1. Convolucién

Si X7 y X5 son variables aleatorias independientes con funciones de den-
sidad fx, (1) v fx,(x2), la funcién de densidad de Y = X7 + X5 es
+o0

fy(y) = Ix(y — ) fx, (w)d .

5.2. Transformaciones lineales

Si X = (X1, X, ..., X,)" es un vector aleatorio n-dimensional y A es una
matriz de dimensiéon m x n, el vector aleatorio Y = AX (m-dimensional)

satisface:
ElY] =E[AX] = AE[X],

My =E[(AX — AE[X])(AX — AE[X])"] = AMxA".

6. Distribucion Normal multivariante

Decimos que X = (X1, X3)" sigue distribuciéon Normal bivariante con
vector de medias = (1, p2)® y matriz de varianzas y covarianzas

2
Y 07 PO102
= 2
PO102 05
si tiene funcién de densidad

_ 1 1 1 T1— M
f(xay)—WQXP{—§<I1—M1,$2—M2)E <$2—M2 , T1,793 €R.

6.1. Propiedades de la distribucion Normal bivariante
= Si p =0, entonces X; y X5 son independientes.

= dados a1, as € R, la variable aleatoria a,X; + asXs sigue distribucién
Normal,

a1 X1 + asXo ~ N<a1,u1 + ao iz, \/CL%U% + a3o3 + 2a1a2p0102> .
En particular, X; y X, siguen distribucién Normal.

» Las variables aleatorias Xi|x,—z, ¥ Xa|x,—s siguen distribucién Nor-
mal.



