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RESUMEN

En este trabajo se analizan algunas de las aplicaciones de las medidas de
entropia y divergencia en Estadistica poniéndose de manifiesto la creciente
atencion que esta rama de la Estadistica, conocida con el nombre de Teoria de
la Informacion Estadistica, ha tenido en los ultimos afos por parte de un gran
numero de investigadores. Se destaca la nueva perspectiva que se abre en la
construccion de contrastes de hipotesis mediante la utilizacién de medidas de
entropia y divergencia.

Palabras clave: Medidas de entropia, Medidas de divergencia, Medidas paramé-
tricas de informacion, Indice de Diversidad, Contrastes de hipotesis.

Clasificacion AMS: 62B10, 94A17, 62E20.

1. INTRODUCCION

Un hecho importante que puso de manifiesto Shannon (1948) al dar las bases
de lo que hoy se entiende por Teoria de la Informacién, fue que a los términos
coloquiales «incertidumbre» e «informacion» era posible darles un significado
matematico sobre la base de un modelo probabilistico y en términos de una
cantidad medible numéricamente, que él denominé entropia y que en la actuali-
dad recibe el nombre de Entropia de Shannon. De esta forma muchos problemas,
primero de transmision de la informacion y posteriormente de ecologia, biologia,

(*) Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado con la ayuda de la Direccion General de
Investigacion Cientifica y Técnica (DGICYT) como parte del proyecto de referencia PB91-0387.
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probabilidad, musica, psicologia, economia, urbanismo, tomografia computeriza-
da y reconstruccion de imagenes, estadistica, criptografia, etc., se han podido
modelizar y resolver mediante la citada medida de entropia.

En general, se pueden distinguir dos lineas de actuacion en el estudio de la
Teoria de la Informacion: Una axiomatica y otra de aplicaciones. La primera
requiere establecer una serie de axiomas aceptables y encontrar funciones que
satisfagan los axiomas impuestos, mientras que la segunda establece la aplica-
bilidad de estas funciones en términos de las propiedades que verifiquen. Si bien
a veces han surgido medidas a partir de situaciones reales concretas, otras no
han tenido ni antes ni después una justificacién de su necesidad. Esto llevo en
1980 a la creacién del denominado «coédigo de ética» de Teoria de la Informacién:
«Avoid defining new information measures without a realistic hope of applications,
deriving their often not very interesting properties and then characterizing, by
several of these properties, the «measures» which you have introduced in the
first place» (consensus at the special Session on Information Measures, 1980).

El enfoque que se dara en este trabajo sera esencialmente el de poner de
manifiesto diversas aplicaciones de la Teoria de la Informacién en Estadistica;
es decir, lo que hoy en dia se conoce con el nombre de Teoria de la Informacion
Estadistica. No obstante, en el apartado siguiente se analizaran las diversas
medidas introducidas hasta la fecha y se justificara la necesidad de establecer
funcionales que las unifiquen.

Sea X una variable aleatoria con valores en el espacio (X, By, P)con P € 1,
dependiendo o no de un parametro desconocido 8 e ® c RM y sea f la funcién
de densidad de P respecto de una medida o-finita 1. La entropia de Shannon se
define mediante la expresion

H(X)=- _“\_ f(x) log f(x) du(x).

Esta medida cuantitativa, propuesta por Shannon, acerca de la cantidad de
informacioén proporcionada por un experimento aleatorio esta basada en la en-
tropia clasica de Boltzmann (1896) de la fisica estadistica. Boltzmann fue el
primero en enfatizar el significado probabilistico de la entropia clasica en termo-
dinamica y por tanto parece légico que se le considere como el precursor de la
Teoria de la Informacion. Aunque Bolzmann no hizo referencia explicita a la
palabra informacion, observé que la entropia de un sistema fisico se puede
considerar como una medida del desorden del mismo. En un sistema fisico con
muchos grados libertad (por ejemplo, un gas perfecto), el numero que mide el
desorden del sistema mide también la incertidumbre en relacién a los estados
de las particulas individuales. La entropia clasica de un sistema fue primeramente
definida por Clausius (1864) como una funcion de algunas otras macrocoorde-
nadas que se pueden medir directamente. La entropia de Clausius es un con-
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cepto no probabilistico. En termodinamica estadistica, la entropia se definio como
una funcién de posiciones y velocidades de todas las particulas incluidas en el
sistema fisico, y Boltzmann se dio cuenta de su significado probabilistico. Por
analogia con la expresién probabilistica de Boltzmann de la entropia clasica,
Shannon introdujo en 1948 la entropia, en abstracto, como una medida de la
informacion o incertidumbre de experimentos probabilisticos arbitrarios. Por su-
puesto, la entropia de Shannon es independiente de la entropia clasica. Entre la
entropia clasica e informacion existe, sin embargo, una relacién de naturaleza
diferente. Viene del hecho, sefalado por Georgescu (1971), de que no podemos
obtener, transmitir o incluso almacenar informacién de cualquier clase sin un
aumento en la entropia total del sistema aislado en el cual se actua.

Son numerosas las caracterizaciones que de la entropia de Shannon se han
dado desde que Shannon (1948) y Khintchin (1953) establecieron las dos prime-
ras. Estas se suelen agrupar en cuatro grandes grupos dependiendo de algunas
caracteristicas comunes: i) Caracterizaciones basadas en la recursividad:
Faddev (1956), Renyi (1959, 1961), Tverberg (1958), Daroczy (1969), Kendall
(1964a), Lee (1964), Daroczy y Katai (1970), Diderrich (1975), Aczél y Daréczy
(1975). ii) Caracterizaciones en base a la aditividad: Chaundy y McLeod
(1960), Aczél y Daroczy (1963), Daroczy (1971). iii) Caracterizaciones en base
a la desigualdad de Shannon: Aczél y Pfanzagl (1966), Fisher (1972), Aczél y
Ostrowski (1973). iv) Caracterizacion en base a la propiedad de ramificacion:
Forte y Daroczy (1968a). Todas estas caracterizaciones hacen referencia al caso
en el que p es una medida contable. En el caso de que u sea la medida de
Lebesgue destacaremos Unicamente |la debida a Hatori (1958).

En contraposicién a la entropia de Shannon y todas sus generalizaciones que
se veran en el apartado siguiente, estan las denominadas medidas de divergencia
que expresan la cantidad de informacion en los datos para discriminar en favor
de una distribucion f contra otra g o la afinidad o distancia entre fy g. Si bien la
primera medida de divergencia se debe a Bhattacharyya (1943) la que ha tenido
un mas amplio eco es la debida a Kullback y Leibler (1951). La idea de esta
medida de divergencia la tomaron Kullback y Leibler de un trabajo de Jeffreys
(1946) en el que aparecia la expresion de la divergencia al abordar el problema
de encontrar una densidad invariante respecto de una probabilidad «a priori».

Sean X e Y dos variables aleatorias con valores en los espacios estadisticos
(X, Bx, P)e (1, By, Q) con Py Qe 3 y sean f(x) = (dP/du)(x) y g(x) = (dQ/du)(x)
sus respectivas densidades. Se denomina informacion media por discriminacion
en favor de P frente a Q, divergencia de Kullback-Leibler entre P y Q, a la
expresion

DX, Y)=] fx log f® dux), Sy = { x/g(x) > 0}.
Sy g(x)



198 FSTADISTICA ESPANOIL A

Es claro que D(X,Y) es no negativa pero no es una distancia o una métrica en
sentido general, ya que D(X,Y) no es una funcién simétrica de f y g. No obstante,
D(X,Y) caracteriza en realidad desde el punto de vista estadistico la desviacion
de Y respecto a X.

La medida de divergencia de Kullback esta estrechamente relacionada a los
conceptos de entropia de Shannon e informaciéon mutua, 1(X,Y), entre las varia-
bles X e Y (diferencia entre la entropia de Y y la esperanza de la entropia de la
variable Y condicionada a cada valor x de la variable aleatoria X). Si en la
expresion de la divergencia de Kullback, se considera como primera variable la
correspondiente al par (X,Y) con la distribucién conjunta asociada, y como se-
gunda variable la misma pareja con la distribucién asociada a la condicion de
independencia (que representaremos por X*Y) resulta, empleando las notaciones
habituales, D[(X,Y),X*Y] = I(X,Y). Por otro lado si se supone que u es una medida
contable y Q es una medida de probabilidad uniforme discreta, entonces: D(X,Y) =
= logn -H(X), expresiéon que para n fijo, es maxima cuando la entropia se
minimiza, esto es, cuando la distribucién de probabilidad P, esta concentrada en
un solo valor, y se hace minima cuando la distribucion P es uniforme discreta, lo
que permite la interpretacion de la divergencia como una «distancia» entre las
distribuciones, idea valida aun en el caso de no elegir necesariamente la distri-
bucion uniforme como punto de referencia. Desde otro punto de vista, la igualdad
anterior permite caracterizar la entrcpia de una distribucion discreta P en funcion
de su divergencia a una distribucion uniforme discreta Q.

Finalmente se tiene H (X) + H (X || Y) =D (X,Y) siendo, H (X|| Y), la inacuraci-
dad introducida por Kerridge (1961), al estudiar algunos problemas de inferencia
estadistica y cuya expresion viene dada por

H X Y)=- J\_ f(x) log g(x) du(x).

Conviene sefalar que en el caso de poblaciones normales n-dimensionales, la
divergencia de Kullback-Leibler, con vectores de medias p; y p, y matrices de
varianzas covarianzas X, y 2, viene dada por

1 t -1 1 22 1 -1
D , 21, (H2, = - - log t -,
[(n1, 21, (u2, 22)] 5 (Mg —H2) 22" (g — M) + 5 og 5| + 5 rez; -0

y en caso de que Y, . Y,, esta expresioén coincide con la distancia de Mahalanobis
(1936).

Al igual que ocurria con la entropia de Shannon, son numerosas las caracte-
rizaciones axiomaticas que de la divergencia de Kullback-Leibler se han dado en
el caso discreto. Entre ellas mencionaremos las siguentes: Kannappan y Rathie
(1973) y Mathai y Rathie (1975). En el libro de Aczél y Daréczy (1975), se recogen
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otras caracterizaciones debidas a Ng (1974), Kannappan y Ng (1973), etc. Para
el caso general conviene mencionar la de lkeda (1962a, b).

2. MEDIDAS GENERALIZADAS DE ENTROPIA

Con el nombre de entropias generalizadas se recogen aquellas medidas de
entropia dependientes de parametros y tales que a partir de ellas, bien para algun
valor particular de los mismos bien por paso al limite, se obtiene la entropia de
Shannon. El primer intento para desarrollar una generalizacion de la entropia de
Shannon fue llevado a cabo por Renyi (1961), el cual definié la entropia de orden
r en los siguientes términos:

H (X)=(1-r""log U f(x)" dp(x)). r£1,r>0
X

Puede comprobarse que se cumple lim H, (X) = H(X); es decir, la entropia de

r—1
orden r, H(X), contiene como caso limite la entropia de Shannon. La anterior
medida, H(X), fue caracterizada posteriormente por Daroczy (1963).

Por motivos operativos, parece mas natural considerar la expresion
K, %) = ] _foor dnoo

como una medida de informacion en lugar de la entropia de Renyi de orden r.
Asi, Havrda y Charvat (1967) propusieron la siguiente entropia de grado s

Ho(X) = (1 - s)! [I %) dp(x) — 1}, s£1,5>0.
X

Nuevamente, la entropia de grado s, H%(X), contiene como caso limite (s = 1) a
la entropia de Shannon. Dardczy establecio en 1970 una caracterizacion de la
entropia de grado s mediante una ecuaciéon funcional.

Arimoto (1971) presentd otra generalizacion de la entropia de Shannon que se
llama entropia de clase t y que viene dada por

t
HX) = (1 =) [[j f)" dpu(x) ] - 1], t=1,t>0.
X

En este caso también es cierto que

lim H(X) = H(X).

t—1
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Las tres entropias generalizadas, tienen en comun la expresion K(X), lo cual
permite relacionarlas en los siguientes términos:

H(X) = (1 =1 Iog[(1—r)H'(X)+1}=r(1—r)" 409[':1 1H(X)+1:|.
r

Sharma y Mittal (1975) introducen y caracterizan dos entropias generalizadas
que denominan entropia de orden 1 y grado s y entropia de orden r y grado s,
dadas por las expresiones:

$X) = (1 =8y {[ exp(s — 1) | f(x) log f(x) dy(x) }—1 } s#1,5>0
X

H?(X)=(1—-S)_1{[jf(x) dp(x):’r1 }r¢1 s#1,r>0.

La idea de Sharma y Mittal fue generalizar las tres entropias, H,(X), H3(X) y {H(X).
Las relaciones entre ellas son las siguientes:

(i) Cuando r=s, H¥}(X) = H3(X) = H%(X)
(i) Cuandot=r"=2—s, H}X) = H{(X) = H(X)
(i) lim H3}(X) = H(X)

s—1

(iv) lim Hz(X) = H3(X)

r—1

(v) lim H(X) = lim H(X) = lim {H(X) = Ilm H3(X) = H(X)

r—1 s—1 t—1
Existen otras muchas medidas de entropia y certidumbre que han jugado un

papel mas o menos relevante dentro de la Teoria de la Informacién. Gran parte
de ellas se pueden expresar, Salicru y otros (1993b), en la forma,

HR(X) = h [L o (f(x)) du(X)}

donde ¢ : [0, ) ——> R es céncavay h: R —— R creciente 6 ¢ : [0, =)
——> Resconvexay h: R —— R decreciente. En los casos restantes; es
decir, h creciente y ¢ convexa o h decreciente y ¢ céoncava H"q,(X) juega el papel
de una medida de certidumbre (Van der Lubbe, 1981). En las tablas 1y 2 se
presentan algunas medidas de entropia y certidumbre que se obtienen como
caso particular del anterior funcional.
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TABLA 1
(h, ¢)-Entropias

o(x) h(x) (h,¢)-Entropias

~xlogx X Shannon (1948)
x' (1 = ) logx Renyi (1961)
x M (m = r)'logx Varma (1966)
X m(m — r)logx Varma (1966)
(1 =s)"(x* = x) X Havrda y Charvat (1967)
x" @ '= 1)1 Arimoto (1971)
x logx 1 - s)"{expz [(s—1)x] - 1} Sharma y Mittal (1975)

r L, 3 Sharma y Mittal (1975)
X (1-s) (x*1-1)
x'logx -2 Taneja (1979)
x" - x® ' =2""%"x Sharma y Taneja (1975)

(1 +Ax) log (1 + Ax) [1 + 1]109 (1+2) —; Ferreri (1980)

—x lo _xsens Sant' T 2 (1985
X 9[ 2 sen(s/2) antanna y Taneja (1985)
X senx X senx .
— _2°F1% o A SCHIA , T
) 2 sen(s/2) [2 sen(s/2)] Sant'anna y Taneja (1985)
TABLA 2

Medidas de Certidumbre

h(x) o(x) Medidas de Certidumbre
X x2  Energia Infomacional (Onicescu, 1966)
X" (r>1) x"  r-Norma (Van der Lubbe, 1977)
X"~ Nr21,>0) x'  r-Media (Van der Lubbe, 1981)
x® x"  Medida Generalizada de Certidumbre (Van der Lubbe, 1981)

En el calculo efectivo de algunas entropias, juega un papel esencial la ex-
presion

Ki(X) = J[Rf(x)’ du(x)

por ello, Pardo, J. A. y otros (1993) determinaron su valor para las distribuciones
continuas mas comunes. La tabulaciéon se hace de forma similar a la empleada
por Lazo y Rathie (1978), correspondiente a la entropia de Shannon para varia-
bles aleatorias continuas.
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3. MEDIDAS DE DIVERGENCIA GENERALIZADAS

Rényi (1961) dio la primera generalizacion de la divergencia de Kullback-Lei-
bler, en los siguientes términos,

D/(X,Y)=(r—1)"log { J f(x)" gx) " du(x) } r£1,r>0.
X

Sharma y Mittal (1975), estudiaron dos generalizaciones paramétricas de
D(X,Y) que incluyen como casos limite a la establecida por Renyi, D}(X, Y)

s—1
-1

DX, Y)=(r—1)" {[I fx)" gx)'" dp(x)} -1 { r«1,s#1,r>0s>0.
X

En particular, cuando r = s, se tiene

Ds=X,Y)=(s—-1)" {I f(x)® g(x)"s dp(x) - 1 | s=z1,s>0.
X

f

La medida Dg(X; Y) ha sido estudiada extensamente por diversos autores. Un
amplio estudio de ella, para el caso discreto, puede verse en Mathai y Rathie
(1975) y Taneja (1979).

Es facil comprobar las siguientes relaciones:

lim D3(X; Y) = D/(X; Y); lim DE(X; Y) = D§(X; Y);

s -1 r—1
lim D](X; Y) = lim D(X; Y) = lim D§(X; Y) = D(X; Y),
r—1 s—1 s—1

donde
X, Y)=(s-1" {exp [(s = 1) D(X; Y)]—‘I}, s#1.

Al estudiar la divergencia de Kullback-Leibler, se analizaba la relacion de ésta
con la entropia de Shannon en el caso de variables aleatorias discretas. La
relacion existente entre las divergencias generalizadas y las entropias generali-
zadas viene dada, para variables aleatorias discretas, mediante la expresion:

D¥(X, Y)=n>" [H?m - H?(X)].

siempre que la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Y sea la
uniforme discreta. Esta relacion es importante ya que una vez estudiadas las
propiedades de las divergencias generalizadas se pueden obtener como caso
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particular las propiedades de las entropias generalizadas. Esto, por ejemplo,
puede verse en Taneja y otros (1989b).

La expresion

DFX, )

(X, Y) = ,
% NS~ H(Y)

con X e Y variables aleatorias discretas e Y uniforme, representa una generali-
zacion de las medidas de desigualdad de renta dadas por Theil (1972, 1980).

Las R-divergencias fueron introducidas y estudiadas por Burbea y Rao
(1982a,b), Rao (1982). Es sabido que

HX)+HY) c g X+Y
2 - 2 '
siendo H(X) la entropia de Shannon de la variable aleatoria X. La diferencia

R(X, Y) = H [ XY ]_ HOO + HCY)

:J‘ [ f(x) logf(x) + g(x) logg(x) }dp(x) _J [ f(x) + g(x) J,og [ f(x) + g(x) ]du(x)
2 ¥ 2 2

x

se conoce con el nombre de radio de informacién (Sibson, 1969) o divergencia
diferencia de Jensen (Burbea and Rao, 1982a,b; Rao, 1982). Es sencillo com-
probar que

RX,. Y)=1| D[ x, X+Y |4+p| v, X+Y ||
2 2 2
Por simplicidad, la medida R(X,Y) se denomina R-divergencia. Rao (1982) y Sgarro
(1981) establecieron que J(X,Y), = 4 R(X,Y), siendo J(X,Y) = D(X,)Y) + D(Y,X).

El concepto general de ¢-Divergencia fue introducido en la literatura por Csis-
zar (1967) en la forma siguiente:

D X, ¥) = J_1x) olforgo] dux),

donde ¢ es una funcién continua y convexa en [0,), finita en (0,-) y estricta-
mente convexa en algun punto x, O<x<eo,

La ¢-Divergencia fue también introducida independientemente por Ali y Silvey
(1966). Las propiedades y aplicaciones de la ¢-divergencia han sido estudiadas
posteriormente por Pérez (1967a,b), Csiszar (1967, 1972, 1978), Vajda (1972),
Liese (1975), etc. Una excelente recopilacion de las propiedades y aplicaciones
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de esta familia de divergencias puede verse en los libros de Liese y Vajda (1987)
y Vajda (1989).

Antes de seguir adelante conviene poner de manifiesto que las ¢-divergen-
cias constituyen una forma alternativa, de generalizar la divergencia de Ku-
liback. Obsérvese que si se toma ¢(x) = xlogx, entonces la ¢-Divergencia de
Csiszar coincide con la divergencia de Kullback. Es interesante sefalar que
si bien las propiedades que en general verifican las ¢-Divergencias son cono-
cidas desde hace poco tiempo, algunas ¢-Divergencias en particular se cono-
cian y habian sido estudiadas sus propiedades y aplicaciones desde hace
bastante tiempo, dada su importancia en el Analisis Funcional, Estadistica
Matematica, Teoria de la Informacion, etc. Casos particulares de ¢-Divergen-
cias se han utilizado como métricas o distancias no metricas. Asi por ejemplo,
si @(x)=|x—1]|, se obtiene la denominada divergencia variacional con importan-
tes aplicaciones en Analisis Funcional y Estadistica Matematica: En este caso
se obtiene

D o(X, ¥) = |_Ifx) = g0 dao

que no es sino la norma variacional de la medida signada P-Q en el espacio
de Banach F* (conjunto de todas las medidas signadas finitas). Referencias
a esta norma pueden verse en Halmos (1964), Dunford y Schwartz (1958). A
su vez la divergencia variacional tiene una gran importancia en Estadistica,
donde se denomina distancia variacional o estadistica entre distribuciones de
probabilidad, como puede verse en Le Cam (1964, 1974), Torgersen (1976,
1980), Ibragimov y Chasminskij (1981). En caso de tomar ¢(x) = (1 — x)?, se
obtiene

2
DX, Y)=] [F) = 90T gy,
{xg(x)>0} g(x)

que generalmente se denomina y2-Divergencia. Esta expresion fue utilizada por
Pearson (1900). La y2-Divergencia en el contexto de las divergencias fue
introducida y estudiada en relacion con generalizaciones de la desigualdad de
Cramer-Rao y de la informacién de Fisher en Vajda (1973). En caso de ser
¢(x) = (1-x?)"@ D<a< 1, se obtiene la distancia introducida y estudiada por Matu-
sita (1955, 1964), conocida con el nombre de distancia de Matusita. Otros
importantes casos pueden verse en Vajda (1989).

Como en el caso de las medidas de entropia, ante la gran cantidad de medidas
de divergencia en Menéndez y otros (1992b) y Morales y otros (1993b) se plantea
fa posibilidad de definir un funcional que las unificase. Tal objetivo no puede
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conseguirse, aungue si resulta factible con el empleo de dos funcionales. Asi, se
definieron las (h, ¢)—divergencias por medio de la expresion

h
Dy(X, Y) = _f . h, { L g(x) ¢“[f(x)lg(x> } du(x) — 0 (1 } dn(m),

donde h = (h ) 4 A O=0WDur Puy h, son funciones C2, con h(0)=0ynes
una medida positiva o-finita definida sobre un espacio medible (A.B), supuesta
la existencia de las integrales y la de los limites siguientes:

lim ¢ ,(X) y lim ¢ o(X)
x -0 x -0’ X

y las Rp—divergencias mediante la expresion
R{X,Y)=h [ L ¢)( f(x) ;g(x) ]dp(X) —_

1 |
21 (L o [x)] du(x) )+ h ( J_otgu0l duc )f

Eligiendo convenientemente las funciones h, y ¢, se obtienen importantes
medidas de divergencia como caso particular de las (h,¢)-divergencias; en este
sentido se pueden obtener las siguientes: (1) Csiszar (1967), (2) Kullback-Leibler
(1951), (3) Variacional o Estadistica, (4) x2-Divergencia o Kagan (1963), (5)
Matusita (1955), (6) Balakrishman y Sanghvi (1968), (7) Havrda y Charvat (1967),
(8) Cressie y Read (1984), (9) Renyi (1961), (10) y (11) Sharma and Mittal (1975),
(12) Battacharyya (1943), (13) Trigonometrica, (14), (15), (16) y (17) Taneja
(1989).

La tabla siguiente indica, elegidos A = {1,2} y n(1)=n(2) = 1, las funciones h,,
y ¢, que permiten expresar como caso particular de (h,¢)-divergencias las ante-
riores medidas de divergencia. En algunas de ellas aparece la expresion genérica
h(x) correspondiente a

h(x) = 11[(x+1)f~~1 -1 ]
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N. Divergencia h, Do
(1) De(P. Q h1(x) = x, h2(x) = 0 01(x) = @(x) + o(1)
(2) D(P, Q) (x) = x, hy(x) =0 91(x) = xlogx
(3) D™(P,Q) hi(x)=x,hyx)=0 01(x) = |x - 1]

(4) D Q
(5 D™ (P.Q)

(6) D (P.Q)

hy(x) = x, ha(x) =
hi(x) = x, ha(x) =

hy(x) = x, ha(x) =

01(x) = (1 - x)°
o1(x) = (1 - x)™, 0<a<1

o1 )= = 1)°
x+ 1

(7) D (P.Q) hi(x)=x, hy(x)=0 o) = "1' "a ), a>0
+1

8) DSR(P,Q) hi(x)=x, ha(x)=0 o =X =1

a(@a+ 1)
9 D'P.Q  hix)= ‘09"‘1+ Dhox)=0  01(x)=x

r_

(10) DS(P,Q)  hy(x) = ‘“";thz(x):o 01(x) = xlogx
(1) Dps(P.Q)  hi(x) = h(x), ha(x) = o1(x) = x’
(12) DP®*(P, Q) hi(x) = —Iog (x+ 1), hz(x) o1(x) = x"

(13) D™ (P, Q)

o1(x) = x*, 0<o<1

)
)

h1(><) =tg7'(x), ha(x) =
) =

(14) P, hi(x) = ha(x) = h(x) o1(x) = X', ¢a(x) = x'
(15) 295 (P, Q) h1(x) = 2h(x), ha(x) = 01 (X) ; x"+x'7)

1-r 1-r
(16) 'RP(P,Q)  hy(x)=hy <x)=;h(x> 01 (X) = 1;" 02 (x) = X' 1;" )
(17) 2R} (P,Q)  hi(x) = h(x), ho(x) = 0 01(x) = 272 (1 + X)) (1 + %)

En relacién con la Rg-divergencias conviene destacar que ademas de englobar,
como es obvio, a las que se obtienen a través de las medidas de entropias y
certidumbre para h(x) = x, se tiene la R-divergencia de Burbea y Rao (1982 a,b)
y si ademas ¢(x) = —xlogx se tiene el Radio de Informacién introducida por Sibson
(1969).

Ciertamente existen algunas otras medidas de divergencia que no quedan inclui-
das dentro de estos funcionales pero, aparte de las M-divergencias y K-divergencias
definidas y estudiadas por Burbea y Rao (1982a,b) carecen de importancia.

4. PRINCIPIO DE MAXIMIZACION DE LA ENTROPIA Y MINIMIZACION DE
LA DIVERGENCIA

Quiza sea el contenido de este apartado el que ha tenido un mas amplio eco
por parte de investigadores de diversos campos. Los principios de maximizacion
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de la entropia de Shannon y de minimizacion de la divergencia de Kullback han
sido aplicados con notable éxito en innumerables y distintos campos. Kapur
(1989) senala, con amplia documentacion, los siguientes campos en donde estos
principios han alcanzado resultados importantes: (1) termodinamica y mecanica
estadistica; (2) estimacion no paramétrica de funciones de densidad; (3) disefo
de experimentos; (4) tablas de contingencia; (5) analisis de series temporales
relativas a datos: geograficos, astrondmicos, metereologicos, pluviométricos, etc.;
(6) analisis de sefales y de textos; (7) tomografia computerizada y reconstruccion
de imagenes; (8) procesos de busqueda; (9) analisis de la fiabilidad de sistemas;
(10) teoria de colas; (11) teoria de juegos y de la decisién; (12) economia,
comercio internacional, concentracion industrial, problema de la cartera, etc.; (13)
clasificacion y reconstruccion de formas; (14) actividades bancarias y seguros;
(15) publicidad y estudios de mercado; (16) geografia; (17) distribucion de la
poblacion, planificacion urbana y regional y transportes; (18) modelos biolégicos,
ecologicos y médicos; etc.

Antes de pasar a analizar algunos de los resultados mas importantes me
parece interesante recordar el teorema de Boltzmann, sobre la irreversibilidad
macroscopica (la entropia de un sistema evoluciona siempre en un sentido
creciente), como una justificacion al principio de maximizacion de la entropia.
Este principio, dado inicialmente por Jaynes, escoge como distribucion de pro-
babilidad en un cierto momento aquella que, siendo compatible con los conoci-
mientos en dicho momento, maximiza la entropia.

Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, se obtiene que la
densidad o probabilidad que maximiza la entropia de Shannon bajo restricciones

del tipo B; = f[R bj(x) f(x) du(x) j=1,..., s, viene dada por

f(x) = exp{—Aq — A1 by(x) — ... — Asbs(x)}.

Conviene observar que este procedimiento conduce a que f(x)=0. Si en lugar
de considerar la entropia de Shannon se considera otra medida de entropia, la
obtencion de la distribucion de maxima entropia bajo restricciones analogas a las
dadas anteriormente no queda, a veces, resuelto mediante la utilizacion del
método de los multiplicadores de Lagrange ya que éste no cubre las restricciones
de no negatividad.

El proceso para determinar los multiplicadores de Lagrange corresponde a la
resolucion del sistema proporcionado por las s + 1 ecuaciones de restriccion,
pero esto resulta muchas veces tedioso. A veces se consigue simplificar el
problema introduciendo la funcién denominada de particion

Z(Aq,.y As) = J[Rexp { —A1 by(x) — ... —Ag bg(x) } dp(x).
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Denotando Aq = logZ(A4,..,As), €l problema de encontrar los multiplicadores de
Lagrange conduce a resolver el sistema

exp(Ag) = Z(Aq,..., Ag)

exp(=Ao) 9Z(Aq,..., hs) _

-B; j=1,...,s.
o\, i )

Ademas, la determinacién efectiva de la entropia maxima correspondiente a la
distribucion hallada, resulta de la expresion

Hmax(X) = A0 + Aq By + ... + A5 Bs.

La existencia de los multiplicadores de Lagrange queda garantizada siempre
que el conjunto de funciones {1,b,(x),...,bs(x)} sea un conjunto de funciones
linealmente independiente ya que hay s ecuaciones implicitas para determinar
los s multiplicadores de Lagrange, Aq A,,..., A,

IZ(Aq,..., N,

s) _ .= 0; j=1 s
akj Bj ’ J 10y )

fi(A, Az..., As) = €xp(—Ag)

y esta condicion implica que el determinante de la matriz( of; / oAk )  €s distinto
I8

de cero y en consecuencia el teorema de la funcién implicita garantiza que es

posible usar el sistema anterior para encontrar Ay Ap,...,As.

La funcién de particion tiene interesantes propiedades:

Jdhg %N %N
a =B, b = Var [b(X)], 2 =Cov [bi(X), b(X
) o, B;, b) axf [b;(X)], ¢ oy O, v [bi(X), b(X)]

y como consecuencia la funcion Ay es convexa.

Son importantes los estudios encaminados a la caracterizacion de distribucio-
nes, tanto continuas como discretas, utilizando el principio de maxima entropia,
Kapur (1989) recoge algunos resultados interesantes dependiendo de que el
conjunto de valores que toma la variable sea finito o infinito numerable. Impo-
niendo restricciones acerca de la media aritmética, media geométrica, varianza,
etc., obtiene diversas distribuciones discretas tales como la geométrica, geomé-
trica generalizada, zeta de Riemann, etc. En lo que hace referencia a las distri-
buciones continuas existe una amplia e interesante bibliografia. Asi, Kagan,
Linnik y Rao (1973), caracterizaron las distribuciones uniforme, exponencial,
gamma, normal y Laplace; Gokhale (1975) caracterizé la normal, doble exponen-
cial y Cauchy; Wragg y Dowson (1970), la normal truncada y la exponencial;
Tribus, M. (1969) la Beta; Kapur, J. N. (1982) la normal truncada. Este mismo
autor en 1983 caracterizo las distribuciones de Pareto, la Beta de tipo II, la
logaritmo-Normal, la Cauchy generalizada, asi como otras distribuciones de
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interés. Finalmente, Preda V. C. (1980) ha caracterizado la distribucion t-Student.
En el caso de distribuciones k-dimensionales conviene destacar los resultados
debidos a Kapur (1989), y la caracterizacién de las distribuciones de Wishart y
Dirichlet debidas a Gokhale (1975). Otra aplicaciéon importante del principio de
maxima entropia se encuentra en la estimacion no paramétrica de densidades
como puede verse en Kapur (1989), Theil y Fiebig (1984), etc.

El principio de maxima entropia tiene su aplicabilidad en aquellas situaciones
en las que se necesita una distribucion de probabilidad e inicialmente sélo se
dispone de una cierta informacion parcial acerca de ella, cuantificada en términos
de valores esperados o restricciones sobre la o las variables. Un nuevo problema
se presenta cuando ademas de esta informacion se dispone de una estimacion
previa de la distribucién de interés. En lineas generales, el principio de minima
divergencia establece un procedimiento de inferencia acerca de una densidad o
probabilidad desconocida, g(x), cuando se dispone de cierta informacion sobre
ella, en términos de valores esperados o restricciones sobre la o las variables
ademas de una estimacion previa de la distribucion de interés. Si f(x) es la
estimacion previa que se tiene de la densidad o probabilidad de una variable
aleatoria X y supuesto un conocimiento inicial adicional en términos de

Bj:bej(x) gx) du(x); j=1,..., s, se establece que la densidad o probabilidad

resultante es de la forma

g(x) = f(X) exp {= Ao — Aq by () = ... = Agby(x)}.

La funcion obtenida debe verificar las restricciones impuestas, lo que permite
construir un sistema con el que determinar los multiplicadores, si bien en la
practica la obtencidn explicita de los mismos se realiza con ayuda de la «funcion
de particion», que ahora queda determinada por

S
Z(Asees Ag) = f{Rf(X) exp {—_ Zﬁ bj(x) % du(x) ,
J

y para la que se cumplen, entre otras, propiedades analogas a las encontradas
en el desarrollo del principio de maximizacion de la entropia. La determinacion
efectiva de la divergencia minima da lugar a

D(", X) =—logZ - ¥ A b; .
i=1

La matriz cuyos elementos son las derivadas parciales segundas del logaritmo
de la funcidon de particiéon con respecto a los multiplicadores, que coincide con la
matriz de varianzas-covarianzas de las variables que determinan las restriccio-
nes, se denotara en lo sucesivo mediante 2, (x, .. b, x)- Nuevamente una condi-
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cion suficiente para garantizar la existencia de los multiplicadores A;, es que el
conjunto de funciones {1,b;(x),.,bs(x)} sea linealmente independiente.

La aplicacion del principio de minima divergencia a la construccion de tests de
hipotesis resulta interesante. A tal fin se utilizara la notacion que recuerde direc-
tamente los problemas que van a ser tratados; asi, la variable X de partida
quedara sustituida por una muestra aleatoria simple X,,...,X,, de una cierta varia-
ble aleatoria (su funcion de densidad sera representada por Lg{xy,...,X,) = Lg(x),
los valores medios asociados seran sustituidos por valores 6; correspondientes a
parametros de la distribucion, y la formulacién de las restricciones se dara en la
forma E(T;) = 6,. En la practica los valores 6; son desconocidos y se estiman a
traves del correspondiente T; lo que proporcionara a su vez unos estimadores
para los multiplicadores A; mediante la resolucion del sistema

_ d logZ (21...., Xs)

T (Xq,..., X
j( 1 n) 5)}\.1

y de este modo no se,dispondra de la divergencia minima sino de su estimador,
que se denotara por D [*, L (x4,..., X5)] Y viene dado por

A S
D [*, Lt X1,..., Xn)] = —l0gZ A1, Ae) “IAT
i

En Kullback (1959) se establece, supuesto que A # 0, que

1 " L
N2 {D[*, Lt (Xq,..., X)) = D [¥,Lg (X, )]} ———> N(O, A Zy 7. %)

..... s

donde Xy,
de que A = 0, se tiene

T, €s la matriz de varianzas covarianzas de Tj,...,Ts. Bajo la hipotesis

A L
2n D [*, L (Xq,..., Xy)] —— xi.

Supongamos el problema general de contrastar la hipétesis nula Hy: f(x)e Co,
contra la alternativa Hy: f(x)e C4. Se trata de decidir, a partir de un estadistico T
[tal que E(T)=6], si la muestra obtenida es consistente con la hipétesis nula o con
la alternativa, en el sentido de disponer de una mayor informacién minima de
discriminacion contra una de ellas. El procedimiento general de decisién consis-
tira en determinar los estimadores de las informaciones minimas de discrimina-
cion contra cada hipoétesis,

A A A A
D (*, Hy) = Min D [ L ()] y D (*, Hg) =M in D [+, Ly (0],
feCy

feC,
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Estan seran tanto mayores cuanto «peor» es la similitud entre la muestra
obtenida y la poblacion considerada en la hipotesis, rechazandose entonces la
hipétesis nula si la diferencia entre la primera y la segunda cantidad supera un
cierto valor ¢ que se determinara una vez fijado el nivel de significacion («) del

A A
test, esto es: Py, D¢, Hy)—-D(x,H)=2c |<a.

SiCy = {fo}, Cy ={f1} y se elige T (x4,..., X,) = log L1 (X450 Xn), que es el estima-
Lo (X1,..0, Xn)
dor insesgado de la diferencia de divergencias entre cualquier otra distribucion

muestral y las correspondientes a ambas hipotesis, se obtiene que

A A
D (¥, Hp) — D (*, Hy) = log L (%),
Lo (X4,---.Xn)

es decir, el procedimiento de contraste dado por Kullback coincide con el dado
por Neyman-Pearson.

Sea M un conjunto de poblaciones pertenecientes a la familia exponencial, 2
el conjunto donde varia A sobre la familia exponencial y sea w el conjunto donde
varia A sobre M, se verifica que

SuUp g(xi,..., Xp)

A

D [*, Lf (X4,..., Xn)] = lOg re Q v
sup g(Xq,..., Xp)
AEe @

Si ahora se desea contrastar, Hy: A € wgc Q frente Hy: A € oy < Q, con wy M o4 =
=, se tiene,

SUp g(Xq,..., Xn)

A " A N _ A€y
D (*, Hg) — D (*, Hy) = log
sSup gXq,..., Xp)

A€ oy

luego nuevamente, en este caso, el test de Kullback vuelve a coincidir con el test
del cociente de verosimilitudes.

Una aplicacion especialmente importante del principio de minimizaciéon de
la divergencia de Kullback, puede verse en Berger (1980), se presenta cuando
nos situamos en el contexto bayesiano y nuestro conocimiento a priori viene
dado en términos de valores esperados de funciones relacionadas con la
distribucién a priori. En esta situacion parece especialmente interesante con-
siderar como estimacién de la distribucion a priori dada, la correspondiente
distribucion a priori no informativa. Esta es la distribucion que no contiene
informacion acerca del parametro desconocido; es decir, la que no favorece
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posibles valores de 8 sobre otros. Claramente, en el caso discreto, la distri-
bucion a priori no informativa es aquella distribucion que asigna igual proba-
bilidad a todos los valores del espacio paramétrico. Esta idea al trasladarla al
caso continuo da lugar a considerar distribuciones a priori no informativas del
tipo np(8) = ¢, > Be O. La principal critica que tiene esta forma de proceder es
la falta de invariancia por transformaciones. Propiedad que seria deseable que
tuviera ya que parece l6gico que dado el conocimiento de una cierta distribu-
cién a priori no informativa respecto de ©. se conozca la correspondiente a
una transformacion del parametro ©, sin mas que aplicarla, para no tener que
efectuar de nuevo los calculos. Para la resolucién de este problema se han
dado innumerables procedimientos, siendo quiza el mas sencillo el consisten-
te en utilizar nyg(6) « 1(6)"? donde 1(8) es la informacion de Fisher. Este
procedimiento fue establecido por Jeffreys (1961).

Sea cual sea el procedimiento seguido para la determinacion de la distribucién
a priori no informativa, el método de la divergencia minima permite la construc-
cién de una distribucion a priori que se separe de la no informativa lo menos
posible y ademas aproveche la informacion adicional dada por las restricciones
conocidas, ésto es: encontrar una distribucién a priori n(8) que satisfaga restric-

ciones del tipo ﬁj=f bi(6) n(8)d6; j=1,...,s, y haga minima la expresion
(C]

| m®)10g ™® go.

3] To(0)

Obsérvese que si la distribucion no informativa a priori se elige como habiamos
sefalado en primer lugar, valores constantes para la probabilidad o densidad, los
resultados de la aplicacién de los principios de minima divergencia y maxima
entropia son coincidentes, en virtud de la relacion vista entre la entropia de
Shannon y la divergencia de Kullback-Leibler.

Conviene sefalar la importante relacion existente entre la divergencia de
Kullback y la funcidn de verosimilitud. De acuerdo con el principio de minima
divergencia, dada la densidad o probabilidad f(x), se desea encontrar la densidad
o probabilidad g(x) que minimice

J.\_ g(x) log g(x) du(x) — J.*_ g(x) log f(x) du(x)

y satisfaga las restricciones dadas. Alternativamente se puede dar g(x) y encon-
trar f(x) que minimice la divergencia de Kullback o lo que es lo mismo maximice,

Gs= J.\_ log f(x) dG(x).
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Sea x4,...,X, una muestra aleatoria simple obtenida de G y sea G,(x) la corres-
pondiente distribucion empirica de la muestra. Un estimador de la expresion
anterior es

A 1 n
Gi = > log f(x;)
ni 1

y como consecuefcia la maximizacion de Gy conduce, aproximadamente, a la
maximizacion de Gy. Si ahora se supone que f pertenece a una familia paramé-
trica que denotaremos por fy4(x), el problema de encontrar f maximizando Gy sera
aproximadamente el mismo que el de encontrar 6 maximizando,

n
‘11 2 log fy(x)) = Ly (8 Xq,..., Xp)
i- 1

es decir, maximizando la funciéon de verosimilitud.

En Bernardo (1979a, 1979b), Guttman y Pefia (1988) y Pera y Guttman (1989)
pueden verse aplicaciones estadisticas importantes de la divergencia de Kull-
back.

5. MEDIDAS PARAMETRICAS DE INFORMACION

Las medidas de entropia dan la cantidad de informaciéon contenida en una
distribucién; esto es, la cantidad de incertidumbre o informacion concerniente
con la realizaciéon de un experimento. Por otro lado, las medidas de divergen-
cia expresan la cantidad de informacion que los datos proporcionan para
discriminar en favor de la primera poblaciéon contra la segunda o la medida de
la distancia o afinidad entre las dos poblaciones. Frente a estas dos concep-
ciones, las medidas paramétricas de informacién miden la cantidad de infor-
macioén proporcionada por los datos acerca del parametro desconocido y son
funciones del mismo.

Sea (X, Bx, Py), 6 € ©, O abierto de R, un espacio estadistico y supongamos
que la familia de distribuciones de probabilidad {P,, 6 ©} esta dominada por una
medida o-finita yu, siendo f(x,0) = (dPy/du)(x) la densidad correspondiente. Su-
puesto que se verifican las habituales condiciones de regularidad, se define la
cantidad de informacién de Fisher sobre 6 contenida en Py, mediante la expresion

2
log f
Ix(e):Ee{ [a 09}) éX, 0) ] :I
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y dadas las variables aleatorias X e Y, se denomina Informacion de Fisher
contenida en Y acerca de 6 cuando X es igual a x, a la expresion:

2
log f (Y/x, 6
IY/Xx(e):Ee[[a 09()(9, X, )J J

Verificandose
Ix v(B) = 1(B) + lyix(8) = Iy(B) + Ixv(6) N TICH
donde
lvix(8) = Ex [lvix = x (8)].
Si 6 es el estimador de maxima verosimilitud de 0, se tiene
| A - Ix (8)
n/" lx(e) - Ix(e) —— > N 0, X o
n— e Ix (8)”

resultado que permite la comparacion de cantidades de informacion.

Como generalizaciones de la medida de informacion de Fisher conviene des-
tacar las dadas por Vajda, Mathai y Boekee. Estas se definen, en los siguientes
términos:

V@) = Ee{ l a'°gafgx49) ‘ } o> 1 Vajda (1973)
1/a
Jlog f(X, 0) |~
IM@©) = | Eq| | © %ﬂé—'— ) ,a>1 Mathai (1967)

s/(s—1) s—1
1'3(9):[5,“ 200005 9) ) J } s > 1 Boekee (1977)

La cantidad de informacion de Fisher puede generalizarse al caso de que el
parametro del que depende la densidad f(x,0) varie en un abierto © de RM. En
esta situacion supuestas las habituales condiciones de regularidad, se define,
como cantidad de informacion de Fisher, la matriz I¢(8) = || I () || cuyos elemen-
tos son

1i0) = Eo| 2 logf(X, ) 2 log f(X, 0) |.
(6 =Eq| o 107X, 6) C log f(X, )

¢ i
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En el caso M-dimensional es posible también definir la Informacion de Fisher
contenida en Y acerca de 6 cuando X = x. Esta viene dada por la matriz
€/x «(8) =1 Wx - (8) |, donde

i x (8) = Eo| -9 log f(Yix, 8) 2 log f(Y/x, 8) |.
Yix - x () e(aei g «( )aej g i( )

La relacién vista anteriormente en el caso uniparamétrico entre la informacién
conjunta, condicionada y marginal se mantiene en el caso M-parameétrico.

Las propiedades de no negatividad, aditividad, invarianza y suficiencia, conve-
xidad y pérdida de informacion debida al agrupamiento ponen de manifiesto que
la matriz de informacién de Fisher posee las principales propiedades de una
medida de informacién.

Sea 6 un parametro real y 6= g (¢4, ¢2,-.., ¢;) una transformacion en un espacio
unidimensional ©, desde un espacio r-dimensional ®. El caso r=1, es quiza el
mas comun en la practica. Supongamos que g es una funcion real que posee
primeras derivadas parciales con respecto a sus argumentos. Un simple calculo
da lugar a:

ij ]g(¢11"'! ‘Dr) ag(q)h-'-y ¢r)
| (1) = 1 ¢. =0 o L A | v

Si 6 € RM se obtiene de la misma forma la expresién de la matriz de informacion
resultante, si bien ahora es mas complicado. Fisher (1925), suponiendo igualdad
en las dimensiones de los espacios paramétricos @ y ®, dio la férmula general
de reparametrizacion, Ig(¢) = Al Iz (6) A donde

A=l agi / a¢] 0 wxr -

En definitiva se tiene que la medida de informacion de Fisher no permanece
invariante bajo transformaciones paramétricas.

Una cuestion resulta interesante: ; Existe alguna reparametrizacion del modelo
estadistico que haga que la informacion de Fisher permanezca insensible a los
valores del parametro? Es claro que estas parametrizaciones se obtendran me-
diante la resolucién de las ecuaciones diferenciales determinadas por las formu-
las de reparametrizacion.

La cuestion que se aborda ahora es la de definir medidas paramétricas de
informacién a partir de medidas de divergencia. El primer método de construir
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medidas paramétricas de informacion consiste en definirlas mediante la siguiente
expresion:

(0) = lim inf 12 D[fx. 0), fix, 6 +t] 0e O
t—-0 t

siendo B una medida cualquiera de divergencia. Este procedimiento ha sido
utilizado por Kagan (1963), Papaioannou and Kempthorne (1971), Vajda (1973),
Aggarwal (1974), Boekee (1977), Ferentinos y Papaioannou (1981), Taneja
(1987), Pardo, L. Taneja y Morales (1993), etc. Segun sea la divergencia que se
utilice asi sera la informacion paramétrica resultante. Estas medidas paramétricas
resultantes verifican interesantes propiedades dependiendo de la medida de
divergencia utilizada.

Kale (1964), Papaioannou and Kempthorne (1971) y Ferentinos y Papaioannou
(1981) han utilizado otro procedimiento para construir medidas paramétricas de
informacion. Sea h(6) una transformacion biyectiva del espacio paramétrico en
si mismo con h(8)20. La cantidad

*I(8) = 1 [f(x.8), f (x,h(6))]

se puede considerar como una medida paramétrica basada en h(6). En cuanto
a las propiedades de estas medidas, se puede decir lo mismo que se habia dicho
de las medidas paramétricas definidas por el procedimiento anterior.

En el caso M-dimensional existen diversos procedimientos de obtencion de
matrices informativas basadas en divergencias. Siendo quiza el mas interesante
el basado en la consideracion de las matrices informativas asociadas a métricas
diferenciales. Atendiendo a que toda funcién de densidad f(x,0) viene caracteri-
zada por el parametro 6e O, se puede interpretar {f(x,6), 6e ®} como una superficie
en donde las componentes del parametro 6 = (6,,..., 6,) juegan el papel de
coordenadas. En este contexto, para un valor fijo de parametro 6 ®, cuando las
of (x, 6) - 1.

6

M funciones ., M'son independientes, entonces el espacio tangen-

te Ty en el punto 6 es el que viene generado por

{af(x.e)} .
96, i=1...,M

En la direccion de este espacio tangente, es posible definir una métrica diferencial
en la que el elemento diferencial de arco venga caracterizado por

ds?(6) = lim A [f(x, 0), f(x,za) + tdf(x, 6)]
t—>0 t
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siendo # una medida de divergencia.

En caso de utilizar como divergencia las (h, ¢)—divergencias en Pardo, L. y
otros (1993c), se estableci6 que

M M "
ds2@) =3 3 | hy0 %V i) de, de,.
i=1j=1"A 2

Es obvio que cuando la matriz
. 0u(1) i
IM®) = || h(0) 2 1@

es definida positiva, entonces ds?(8) define una métrica Riemaniana, ya que
M 2(9) define un tensor simétrico y covariante de segundo orden para todo 6€ ©.
En el contexto de la Teoria de la Informacién las matrices que definen la métrica
diferencial se las denomina matrices informativas.

En lo que hace referencia al funcional de las RY—divergencias en Morales y
otros (1993b) se obtiene que la diferencial de arco viene dada por la expresion

M M
ds?@) =3 X gy(6) de; de,
i=1j=1
siendo,

© = L8] 2705 0 g [ o [0y 210 ©
9i(6) a{“ [Lcn[f(x.e)]du][u[f(x,en S au ] o trocon 710 du}

* - of(x, 8) of(x, 6)
h f(x, 8)] d f(x,0)] v ) dp | L.
+ [Ltbl(x )] u][fxtb [f(x,0)] 26 26, u”

Rao (1945) fue el primero que puso de manifiesto la importancia de la geome-
tria diferencial en estadistica, introduciendo la métrica Riemaniana en un modelo
estadistico al considerar los elementos de la matriz de informacion de Fisher
como los elementos del tensor covariante de orden 2 que define la métrica.
Ademas calculo la distancia geodésica entre dos distribuciones para diversos
modelos estadisticos. Las propiedades y aplicabilidad de la distancia de Rao en
modelos estadisticos ha tenido y sigue teniendo un amplio eco y son muchos los
trabajos desarrollados en esta direccion. Asi Campbell (1985, 1987) hace un
desarrolio de los resultados clasicos de Teoria de la Informacién utilizando la
geometria diferencial. Amari (1984, 1985) aborda diversos problemas estadisti-
cos usando métricas diferenciales. Burbea (1986) define una geometria informa-
tiva en espacios de probabilidad. Atkinson y Mitchell (1981) obtienen el valor de
la distancia geodésica para distribuciones unidimensionales, multinomiales y
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normales con el mismo vector de medias o misma matriz de varianzas-covarian-
zas. Oller y Cuadras (1985) y Oller (1989) calculan las distancias para distribu-
ciones logisticas de valores extremos y multinomiales negativas y acotan la
distancia para distribuciones normales mulitivariantes.

A la vista de las propiedades de las matrices de informacion, se puede concluir
que poseen las principales propiedades de una medida de informacion y en ello
radica su importancia. Sin embargo, pensemos en el problema de evaluar la
posible pérdida de informacién que, acerca del parametro, se produce cuando
aparece una variable de censura, o aquel otro en que, entre varios experimentos
con el mismo espacio paramétrico deseamos elegir el que proporciona mayor
informacion acerca de dicho parametro. En estos y otros muchos problemas
nuestro interés sera cuantificar la informacion, y en este sentido, la matriz de
Fisher es inoperante y por consiguiente insuficiente para nuestros objetivos.

A esta insuficiencia practica podemos afadir otra intuitiva de la matriz de
informacion de Fisher como medida de informacidn. Asi, mientras los elementos
de la diagonal principal de dicha matriz, 1i(8), son las medidas de informacion de
Fisher (unidimensionales) acerca de cada parametro 6; dados los valores del
resto de parametros 6, j # i; no existe, sin embargo, una interpretacion teérica
analoga en términos de informacién para los elementos que estan fuera de la
diagonal principal. Parece pues, dificil medir la informacién acerca de un para-
metro M-variante por medio de una matriz MxM, algunos de cuyos elementos no
tienen connotacién de informacion.

A este respecto se han propuesto dos procedimientos para solventar estas dos
dificultades. El primer procedimiento consiste en definir una medida real asociada
a la matriz de Fisher con una interpretacion intuitiva de informacion y como tal,
buenas propiedades.

Turrero (1988) propone como medidas escalares de informacién, cuando 0 es
M-variante, las siguientes funciones reales:

a) Ax(e)Z f1 ()\1 )\.2,..., )\.M) =

A, a constante, a > 0

hMg

-

M:Z

1

1/2
7 ] .
A

donde los A; son los autovalores de la matriz de informacion de Fisher.

b) Bx(0) =1 (A, Ap,..., M) :[ A J , o constante, o> 0

I‘Mg

C) Cx(0)="f3(Aq Ap,..., Ay) =[

Ferentinos y Papaioannou (1981), basandose en las propiedades que como
medidas de informacion poseen, proponen las siguientes medidas: a) Traza
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de Ie(6); b) Determinante de Ig(8); c) A, i-ésimo autovalor de Ig(6); d)

M
L= wiA,w,>0,i=1,..., M. Logicamente parecen mas razonables las dos pri-
i1

meras que las dos ultimas. El autovalor i-€simo no parece una buena medida de
informacion pues sdélo reflejara una parte de la dispersion de Ix(8). De elegir algun
autovalor parece logico elegir el mayor. Respecto de la medida L, no es simétrica
respecto de los autovalores, salvo cuando w; = w, i = 1,...,M, que coincide con

Ax(9).

El segundo procedimiento consiste en construir medidas de informacion aso-
ciadas a divergencias en base a la perturbaciéon de todos los parametros. En
Pardo, L. y otros (1993c) se propone considerar la medida que resuita de pertur-
bar el parametro en todas sus componentes. Asi, se considera la cantidad de
informacién definida mediante la expresiéon

n (f(x, 0), f [X,(07 +t,..,6 + 1)] )

Inf(f(x,e))zlhninf o

t—-0

En el caso de la (h, ¢)-Divergencia se obtenia el siguiente resultado:

h 0y QD) S 1o
Inf, [ f(x, 8) )= h,(0) "™ 7 d 1Y (0).
nf o (fx, 0) ) {IA(A) ; “}eF1 ®)
Ademas se encuentra la distribucion asintotica del estadistico Inf (f(x, 6) )
donde 9 es el estimador de maxima verosimilitud.

En Morales y otros (1993b), se obtiene la cantidad de informacién asociada a
las R,—divergencias.

6. LAS MEDIDAS DE ENTROPIA COMO INDICE DE DIVERSIDAD.
COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

El problema de encontrar la distribuciéon asintética de las medidas de entropia
y divergencia, para su posterior utilizacion en el analisis de datos categorizables,
ha sido y sigue siendo un problema de interés entre los estadisticos. En lo que
hace referencia a la utilizacién de las medidas de entropia en el analisis de datos
categorizables, hay que destacar la importancia que éstas han tenido como
indices de diversidad o concentracion.

Considérese una poblacion finita constituida por N elementos que, de acuerdo
con un proceso X, puede clasificarse en M categorias o clases xi, ...., Xxy. Se
denota por X el conjunto formado por las M clases o categorias; ¥ = {X1,..., Xm}.
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distribuciones de probabilidad definidas sobre X. Se denomina indice de diversi-
dad (Rao, 1982) a toda funcion |: Ay — R, verificando:

i) I(P)=0,>P e Ay con I(P) =0 si y sélo si P es degenerada.
ii) | es una funcion céncava.

Intuitivamente un indice de diversidad permite cuantificar la variabilidad en una
poblacién con respecto a un proceso de clasificacion en términos del numero de
clases y de la probabilidad de cada una de esas clases.

En este sentido, Patil y Taille (1982) y Pielou (1975) utilizan la entropia de
Shannon como indice de diversidad en estudios de ecologia, Lewontin (1972)
considera la entropia de Shannon en estudios de Biologia, Agresti y Agresti
(1979) utilizan las entropias de Havrda-Charvat de grado 2 en estudios sociol6-
gicos, Lieberson (1969) en estudios de Economia, Greenberg (1956) en linguis-
tica, etc. Rao (1982) planteo la posibilidad de usar otras medidas de entropia
distintas de la de Shannon como indices de diversidad. Posteriormente, Rao
(1982) investigd esta posibilidad; siendo Nayak (1985) quien estudidé el com-
portamiento asintético del estimador analdgico de diversas medidas de entropia
en un muestreo aleatorio simple. Estos resultados fueron extendidos por
Gil, M.A. (1989) al muestreo aleatorio estratificado con asignaciéon proporcional
en el caso de la entropia de Renyi, y por Pardo, L. y otros (1992) al caso de
entropias generalizadas.

Para tener una mayor generalidad se presentaran los resultados en poblacio-
nes generales y luego se particularizaran a poblaciones multinomiales tanto con
muestreo aleatorio simple como estratificado.

Sea (X, Bx, Py) o 0 UN espacio estadistico con © abierto de RM, denotemos
por f(x,0) la densidad o probabilidad respecto de una medida o-finita u, si 6 es
un estimador CAN de 0; es decir,

L

n'2 @ - o) > N[O, 3(8)]

se verifica:

a) n'”2 ( H® (F (x, é)) — H@ (f (X, é)) )
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siendo 6> =T'3(O) T>0y T'=(t;...., ty), con

, of (x, 9)
f(x, 0)] d
o' [f (x, 007 7 2% du

X i

t=h [j* o [f (x, 9)) dp)f

b) SiT'¥(®)T =0, entonces

L M
2n(HY G By -HY o o) ) ——— Tha,
n— oo i=

siendo xf , distribuciones Ji-cuadrados independientes con un grado de libertad
y Bi los autovalores de la matriz C3(8) con C = (C)ij=1. m Y

":h“ f’ /f ,9 ()f(x,e)d /f , ()f(x,(-))d
o (Ix¢[(x9)]dujf§¢[(x R uLM(xe)} 6% dus

. " of (x, 8) Jf (x, 8) . dJf (x, ©)
h f(x, 9)]d f(x, 0 % B) 1L d f(x,0)] "% T g
+ [I\ o[f (x, 0] u){f}}b [f (x, )] 26, 28, u+L¢[ (x, 9] 26, u}

Estos resultados permiten resolver entre otros los siguientes contrastes:

1) Adherencia a un valor prefijado, Hy: H? [f (x, 8)] = D,. En este caso, el
estadistico a utilizar es

A

Z= 2 ( H (f (x, 8)) — Do
(o)

. . . ¥ . A
que se distribuye asintéticamente segun una normal cero uno y ¢ es el valor
. P A
obtenido en a) al sustituir 6 por 6.

2) lgualdad de r-diversidades a un valor prefijado,
Ho: HO [f (x, 81)] = ... = H? [f (x, 6] = Dy

En este caso, el estadistico a utilizar es

2
r nJ(Hr? (f (X, 6]))~D0)
Z=3 Ao
j=1 o

_que se distribuye asintéticamente segun una Ji-cuadrado con r grados de libertad,
siendo n; el tamafio de la muestra utilizado para estimar la (h,0)-entropia en la
poblacién j-ésima.

3) Igualdad de r-diversidades,

Ho: HO [f(x, 8")] = ... = H? [f (x, 8")]
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En este caso, el estadistico a utilizar es

— 2
r H® (f(x, 8)) - H
Z:zn',(, o (:( ) -H ]

j=1 ojz

que se distribuye asintéticamente segun una Ji-cuadrado con r — 1 grados de

libertad. Siendo,
A
H- Er:nj Hr?E\f(X, )| é /'\‘j
j=1 6,2 i=1 g2
Conviene sefalar que para aquellos casos en los que la (h,p)-entropia sea
funcién biyectiva de los parametros, entonces, las hipotesis
Ho: 6=6° Hp: 6'=0%<= ...=0'=0%y Hy: 0'=02= .= 6"

pueden resolverse a partir de los contrastes

Ho = H? [f(x, 8)] = H [f(x, 89)], Ho: H? [f(x, 81)] = ... = H? [f(x, 8] = H/? [f(x, 6°))],

y Ho: H? [f(x, 6] = ... = HY [f(x, 8")], respectivamente.

Una situaciéon especialmente interesante se presenta al contrastar, si las va-
rianzas de r poblaciones normales son iguales utilizando la entropia de Shannon.
En este caso, se llega a rechazar las hipdtesis nula si se verifica

2

1< 62 r
Snflog 7l : > %24 o N=Zn |.
2 j-1 ]SI Ay n/N j=1
pa
]:1( ‘)

Este contraste esta siendo objeto de estudio por nuestra parte en la actualidad.
En concreto se esta llevando a cabo un analisis similar al efectuado por Conover,
W. J.; Johnson, M. E. and M. M. Johnson (1981) con los tests de Bartlett,
Cochran, Bartlett y Kendall, Hartley, Cadwell, Box, Levene, etc.

Si § es el estimador de maxima verosimilitud entonces la matriz >.(0) seria la
inversa de la matriz de informacion de Fisher. Un amplio estudio de estos
resultados pueden verse en Salicru (1993).
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M
Seaahora® =< P=(py,...,pm)/Pi>0y X pi=1 } X ={Xq,..., XM }, M uUNa me-
-1

dida contable dando masa uno a cada x; y f(x,6,) = (dP¢/du)(x;)) = p,, i = 1,....M.
Dado Pe O la (h,¢0)-entropia asociada a P viene definida mediante la expresion

M
H#(P)=h[ Zop) ]

A
Si se considera el estimador de maxima verosimilitud de P, P, basado en una
muestra aleatoria simple de tamano n, se tiene

A L
n1/2 (Pt _ Pt)

— N0, X, .

n — oo

Siendo 2p=[pi(6j.p))]ij=1...m la inversa de la matriz de informacion de Fisher.

Ademas,

Y 2l ™ M ¢
TEOT=T'Z,T :{ h [_Zp (P ” _21[¢’(pi)]2 Pi— [ , ?_1¢’ (P Pi ]

siendo,
X M
ti=h [_Z1¢ (Pi) Jd)' P, i=1,.,M.
Sipi=py=...=pu= lzll Tt3pT =0y en este caso se obtiene,
2 [H‘l’(lg) h[M¢[1 ﬂ]
n -—
h M L )

i ela)

Este resultado permitira efectuar contrastes de bondad de ajuste, a una distri-
bucién conocida, sin mas que considerar una particiéon equiprobable del soporte
de la distribucion considerada.

Ahora, se supone que ta poblacion considerada en M clases se puede dividir
en L estratos (subpoblaciones homogéneas y no solapadas), de forma que
W;,,...,W_ sean los tamanos relativos de cada uno de los estratos.

Sea p,; la probabilidad de que un individuo seleccionado al azar de la poblacion
pertenezca a la clase i-ésima y al estrato I-ésimo, p; la probabilidad de que un
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individuo seleccionado al azar en la poblacion pertenezca a la clase x; y p, la
probabilidad de que un individuo seleccionado al azar en la poblaciéon pertenezca
al estrato I-ésimo. Entonces,

L M L M L
pi. =Iz1p.|, pi=W,= Z1p.|, 2 Z1pu = 1,| Z1WI =1.

i = I=11-

En estas condiciones, la (h,¢)-entropia poblacional puede cuantificarse mediante
M
H?;(P):h( 3 opi) ]
=1

Para obtener una estimacioén de la (h,¢)-entropia poblacional, procederemos a la
obtencion de una muestra estratificada de tamano n, donde las submuestras
correspondientes a los distintos estratos se tomaran de forma independiente y
de acuerdo con una afijacion predeterminada w;, ... , w, . En este contexto se
estimara la (h,¢)-entropia mediante el estimador.

A M A M L N
Hp (P,)=h[§1¢ (p.,)}zh[_‘g@b( z Wi, H

1=1 W,

. A . . . .. .
siendo p; la frecuencia relativa de la interseccion del estrato I-ésimo con la clase
L

Xy 6i, =[ 21 v“\,/' 6“ el estimador insesgado de p;. en muestreo estratificado.
= |

Ahora bien como se verifica,

n"2 (®1. —p1...., Pr. — Py — N(@©, %9
n — co
siendo
L 2
s =3 Wi sq)
1=1W,
con

s(h=| Pl -Ps }
{WI[J W']i,j:1 M
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se sigue que,

n”z(Hﬁug_)—H% (P,)) — N (0,%?)
n — oo
donde
2 2
Lw, [ M[ (™ 1 M (M )
So?2=3 X h| Zom) 0P| Pu—- | Th| o) |¢ (PP >0
1=1W, [i=1 i= W li=1 i=1
b) Cuandopi =ps =...=pm = l\1/| entonces se tiene

2n (HE (P) — HY (P)) L M
n(P)—Hp(P) R

[ ]Je(h)

siendo los f; los autovalores de la matriz

L ow P ]
Y i i 6i._ Fil
l:l=1W1 pl[ J W') Lj=1... M

Una cuestién interesante es la obtencion de la asignacion éptima en el sentido
de Neyman. En este caso se tiene que: Para un tamafo muestral fijo n, la
varianza asintotica Sto? se minimiza para

w, = LO"}Q, I=1,..., L
zalﬂ2
I=1
siendo
2 2
M[ (M g (M (m
o =W, Z[h[ Zq)(pi.)]q),(pi):l P — [z[h[_E‘D(Ps‘)](b'(pi.)pn} }

i=1 i=1 W, li=1 i=1

Finalmente conviene sefialar que el paso a muestreo estratificado supone una
ganancia en precision. En este sentido se tiene el siguiente resultado,

st 2 st 2 st
OMINIMA = ~ OPROPORCIONAL < ~O.

En Salicru y otros (1993b) se hace un amplio estudio de las (h,¢)-entropias en
muestreo estratificado.



226 ESTADISTIC A ESPANOLA

7. MEDIDAS DE DIVERGENCIA Y CONTRASTES DE HIPOTESIS

Kupperman (1957) establecio que la distribucion asintética del estadistico

A oy A f(x, §)
2nD(0, 6) = 2n j; f(x, 8) log fx. 6) du(x) ,
es una Ji-cuadrado con M grados de liberad siendo 8= (61,..., §M) el estimador
de maxima verosimilitud de 6=(6,,__6y). Este resultado permite contrastar hipéte-
sis del tipo Hy: 6=6,. Para una distribucion normal K-dimensional, 6 = (u; o; oj;
i=1,.. K, j=1,... K, j>i), se puede contrastar Hy: (11.2) = (1o 2o), donde p=(t ..., 1)t
es el vector de medias y ¥ = (o;) es la matriz de varianzas covarianzas.

Para dos muestras, Kupperman (1957) establecio que si 8,=0,, entonces

L

2 mn D(éh 62) - X2
m+n N — oo M
A A A A A A . P
donde 84 =(644,..., O1m) Y B2 =(B24,..., B2) soOn los estimadores de maxima ve-

rosimilitud de 0,=(011__01m) v 0,=(021, . B2\) basados en muestras independientes
de tamafos n y m respectivamente. Este resultado permite contrastar hipdtesis
del tipo Hp: 64=6,. Para dos poblaciones normales K-dimensionales, se puede
contrastar Hy: (11 21)= (12, 22), es decir, el contraste de homogeneidad completa.
Es claro que existen otras posibilidades de contraste que no son cubiertas con
las dos distribuciones asintdticas dadas por Kupperman. Asi, en el caso de una
muestra no se puede contrastar Hy: =%, (cuando p es desconocida) o Hy: p=pg
(cuando % es desconocida) y en el caso de dos muestras Hg: py=p, (cuando 3,
y 22 son iguales pero desconocidas), Hy: 24=3, (cuando u, , H, son iguales pero
desconocidas), Ho: pq =ps2y 24 = X, (cuando uj3 es un valor prefijado de p,) y
Ho: 1= M3 Y 015 = Oy (cuando oy, Gy son iguales pero desconocidas para
cada igj).

En Salicri y otros (1993a) se da solucion a los problemas enunciados ante-
riormente, utilizando las (h, ¢)—divergencias. Por un lado se abordan estos nue-
vos problemas y por otro se da una metodologia general que puede utilizarse
con las medidas de divergencia que se obtienen como caso particular de las
(h, ¢)—divergencias. De forma mas precisa se supone que 6:=(014,...,01) €S
desconocido y que

* *
02 = (021,..., B2, Opci1)---, O2my, Omy + 1)0---0 OM)

es parcialmente conocido. Asi, 8,=04; si y s6lo si i € 1,={1,2,...,k}, 0, es desco-
nocido y diferente de 6,; cuandoiel, = {k + 1,....My } y 6,; es conocido e igual a
0 cuando i e I3 = {Mp + 1,..., M }. Por tanto el espacio paramétrico conjunto, T,
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es un subconjunto abierto de RM™Mo~*, sin embargo, si se afiade la hipotesis 8,=6,,
el espacio paramétrico conjunto, Iy es un subconjunto abierto de RM.. Ademas
los elementos del espacio paramétrico y=(y,..., mm,—k) € ', son de la forma

siguiente
o 01 si1<is<M
“1 Gaimig SIM+1<i<M+My—k
es decir, Yy = (011,..., O1m, O2ki1s- -, O2m,)-

De cada poblacién se obtienen fer/]\das muestras independientes de
tamafos n y m respectivamente. Sea 6;; 6y, i=1,... M, j=k + 1,..., My, el esti-
mador que maximiza el logaritmo de la verosimilitud conjunta

m m

logL(y) = X logf(x; 64) + X logf(x; 8,) y sea ?(: (?1,..., ?M+Mo_k) el estimador de ma-
i=1 i=1

xima verosimilitud de v, es decir,

A 61i si1sisM
h= DiMik)y SIM+1<i<M+My—k.

La distribucion asintética del estadistico D; (61, 62). donde
A A A A A A A A . . A A
81 = (B11,..., B1m), B2 = (821,--., B2k, B2ks1),- -1 Bamys Ot - O B2i =V

si1<i<ky 62i =6/ si My + 1 <i<M, viene dada en los siguientes términos:

Resultado 1

Supuestas las condiciones de regularidad estandar, se verifica:

@ Si-m — Ae (0,1 y T (84, 0,)"' T >0, entonces
m+n m,n — oo

L

V2

h h

[mm:‘n} Dy 1, 82) - Dy (81, 62)] ———N (0, T'X (81, 8)7'T)
n,m — oo

(b) Si 6, =06, entonces
h
D¢ (61, 62) L M -k

2nm
O — IR
m+n'[ha(0)¢u(1)dn T
A
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donde las %2 son independientes y los 3, son los autovalores de la matriz Ay
ademas, T'=(ty,..., tm.m,«). CON

: f(x, 67) of(x, 6,) f(x, 61)
ti= h, f(x, 6 o - du - o 1 — O +
IA|: { j* 2) @ [ f(x, 92)J M Ol )} j*{ 201 ¢ ( f(x, 82)

4 9f(x, 69) o, f(x, 84) — 0, f(x, 8y) | df(x, 62) f(x, 8y) du |dn
90y f(x, 62) f(x, 62) 004 f(x, 67)

si1<i<k,

. f(x, 641) of(x, 64) f(x, 64)
t= huJ f(x, @ I3 Yidu - 63 1 - Y- (¢4 L d d
JJ le (x, 82) [f(x‘ 92)J i — O )}Ix{ AN [f(x, o ]} u} n
sik+1<i<M,
. f(x, 64) of(x, 6,) f(x, 64)
t= h f(x, © o | o du — o, (1 o -
I"[ { L (. 02 @ [ f(x, 92)] S )} I*{ 002, i_Mk ¢ t(x, 6,)

— o, | T00 00) ) fx, B2) fx, 60) | g gy SiM+1<i<M+My—k
f(x, 82) | 002 i m.k f(X, 62)

Mientras que las matrices (684 0,), 23 y A tienen por expresiones,

1 1k 1 1k 1 1 1 :
N G R L S B EY CH BV B Y
1 k+1,M 1 ki1,
(65, 8;) = D! A in IF (01) 0
1 +1,M 1 +1,M,
1 ;xk 1k IF(62) 0 1'_;»&1'30 Ir (62)

vile (0) es la submatriz de dimension (j—i + 1) x (r — s + 1), cuyas filas son la

i,i+1, ..., jcuyas columnas sonlar, r+ 1, ..., s, de la matriz de Informaciéon de

Fisher, I (8) J

k+1.M _
A k:1,M|F (62) ! 0

Z —
h k+1,Mg 1
0 (1-2) k+1’M0|F (02)
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y
kv 1M, K+ 1. M, /K1 M
K+ 1,M0)|F (0) M, + 1'MIF (0) —-L ‘e 1IMSIF (0) )
Mg+ 1. M M, + 1, M Mg+ 1. M
A= k?mMO'F(e) Mz”‘MlF(e) ‘{kftMolp(G)) ,

k+1 M k+1, M k+1, M
‘(km,Mz'F (6) ) ‘( M0+1,:A|F ®) ) k+1,MZ|F (8)

respectivamente.

Un caso especialmente importante del resultado 1 se presenta cuando M,
M, es decir, cuando el parametro de la segunda distribucion es 6,
62M), donde 024

(921,---,92k,92(k+1)
mientras 0+1),._
tros de la primera distribucion.

i) Silas k primeras componentes de los parametros 8, , 8, son desconocidas
e iguales y las M-k restantes son desconocidas, se tiene que

@ Si M — 5 Xxe@© 1)y T (O, 6,)' T >0, entonces
M+N  mnoe

1/2 L
h h
( m n J (Dﬂéhéz)—oq,(ehez)) ———— N[0, T'S (6, 0,7'T)
m+n LN — oo

donde T = (ty,...,tm_k)' ¥ lOs t; vienen dados en el resultado 1.

by Si M —— A e (0, 1)y 9, =6, entonces
m+n

m,n — oo

h A A
D, (04, 62) L
2nm N xi/IAk'

men IA ho (0) 0, (1) dn m e

Otro caso interesante se presenta cuando no se posee ninguna informacién
previa sobre ambos parametros, My = M y k = 0, en cuyo caso se tiene:

i) Sean 61 y 62 los estimadores de maxima verosimilitud de 6, y 6, Entonces

@ S m - Ae O,y ATI O T+ (1-2)SU8,) ' S) >0,
m+n mn - oo
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entonces
1/2 o L
[mm nnJ (D) By, ) — D} (81, 8] ——NO, A T' I (0)7'T + (1 =) S'Ie (B2 ' S,
+ m,n—oo

donde T = (t1,..., ty)'y S = (81,..., sw)' con

b= | i J ox, 8 0| T 00 Napggey | 1 00O g [ TOC O gy i
A X x

f(x, 62) 90 f(x, 62)
y
’ f(x, 64) of(x, 64) f(x, 84)
Si= hu f(x, 6 o d o 1 o d
[ f(x, 81 | If(x, B2) f(x, 61)
a - - d d
- ( f(x, 8) } 26, f(x, 62) } " ] "

b Si M. — 5xe (0,1 y 0, =6, entonces
m+n mn — oo
h
>mn D@(éhéz) L )
nan (o —XAm
M+ [ b @ ¢ (1ydn noe

Cuando M; = k, es decir, solamente se observa una muestra de tamaiio n en
la primera poblacién, se obtiene un nuevo resultado

Résultado 2

Sean 8 = (§1,..., éM) y B = (61,‘.., @Mo, Oy + 10+ 05y) los estimadores de maxi-
ma verosimilitud de © = (84 By) y 6% = (04,..., Oy, By, + 1.---, Ola) respectivamente
basados en una muestra aleatoria simple de tamafio n de f(x, 6). Entonces

L

(@ n"2(Dg (B, 6+)- DG (6, 6%)) — N0, T (0)7'T],

n - oo

cuando TU(8)' T > 0, donde T = (ty,...,ty)", con

=] | hod [ fox 0m0u | 00O apg, ) L] 4 M6 0, [ 10O D)
A X X

f(x, B%) 06, f(x, 0%)
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L ox, 0) d>{,,[ fix, 0) ]-@',( fx, 8) J()f(x, 0) fx, 6) ldqun

09, f(x, O%) fix, 0%) | a6, f(x, 0%) |
si1<i<M,
_ ’ ; f(x, 0) of(x, ) .- | f(x, 0)
t=[ | nd [ fix, o dp—o,(1 . du |d
IA[ { J )%[ﬂx, 6*)J B0 )}fx 0o (f(x‘ 9*)J u] n

SiMg+1<i<M

(b) Si 6 = 06*, entonces

2n D; (é, é-k) L )
: AV B U
J-A hu (0) O @) dn n— o

Si Mp=k = 0, solamente se observa una muestra aleatoria simple de tamano n
de la primera poblacion. Obsérvese que 6, es completamente conocido. Se define
6=0, ,60=8, y se tiene:

iii) Si 6 es el estimador de maxima verosimilitud de © y 6o es conocido,
entonces

L
— N[O, TUg (8)-'T],

n-— o

(@) n1/2[ Df; 6, 60) - Dg (8, 6p) ]
donde T = (t4,...,ty)! y los t; estan definidos en (ii) (@) y TUg(6)~1T>0.
(b) Si6 =6y, entonces

h A
D, (6, 6 L
2n - ’ ?( e 0)
'[A h(1(0)¢(1(1)dn n—ee

2
—-)XM.

Los resultados obtenidos anteriormente se pueden utilizar para construir diver-
sos contrastes de hipotesis. En este sentido se tiene:

(1) Para contrastar Hy: D} (6, 60) = Do, se puede utilizar el estadistico:

h
n"2 (D, (8, 6) — Do)
. :

Z1=

que se distribuye asintéticamente, bajo la hipétesis nula, como una normal d?
media cero y varianza 1. El valor de ¢ se obtiene de (iii) al reemplazar 6 por 6

en [T (9)T)V2.
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(2) Para constrastar Hy:6= 6y, donde 6, es un valor dado del parametro, se
considera el estadistico,

2n Dy (8, 6¢)
1= , Y )
J hi©@oq(1)an

que asintéticamente y bajo la hipétesis nula se distribuye como una Ji-cuadrado
con M grados de libertad, segun (iii)(b).

(3) Sea 6=(6,__6y) el valor desconocido del parametro y sea 0 = (0,,..., Om,»

6, ... 6}, un valor de 8 teniendo las M, primeras componentes como 6 y con
0+
sus M-M, restantes componentes un valor prefijado de 6y, , 1,..., 6y. Para con-

trastar la hipotesis de que la divergencia entre 0 y 6" es de una cierta magnitud,
es decir, Hp: Dg (6, 6%) = Dy, se puede usar el estadistico

n" (Dg (B, 6+) - Do)

A
(o)

Zy =

que asintéticamente y bajo I? hipdtesis nula, se distribuye segun una normal de
media cero y varianza 1 y ¢ se ob;c‘iene del resultado 2(a) al sustituir 6 por su
estimador de maxima verosimilitud 8.

(4) Bajo las condiciones dadas en (3), para contrastar Hy:60=0+*, se usara el
estadistico
2n Dy (8, %)
2= , '
IACEASIEY
cuya distribucion asintotica esta dada en 2(b).
(5) Para contrastar, Hg: Dg (84, 62) = Dg, bajo las hipétesis del resultado ii) se
usara el estadistico

"2 (DZ (ém é2) - Do)

A
(o)

mn
Z3:
m+n

que asintéticamente y bajo la hipé}esis nula, se distribuye segun una nor-
mal de media cero y varianza 1 y ¢ se obtiene de (ii)(a) al sustituir 64 y 6,
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por sus estimadores de maxima verosimilitud 8,y 8, en A T IF' (87 T + (1 — &)
S'IF' (6,) S)".

(6) Bajo las condiciones dadas en (5), para contrastar H,:0,=6,, se considera
el estadistico

h A A
T,=2mn Do 91,62 _
m+n ] i © o (Han

que asintéticamente y bajo la hipotesis nula se distribuye como una Ji-cuadrado
con M grados de libertad, segun (ii)(b).

(7) Sean 841 =8 84, = 6 componentes desconocidas pero iguales de 6,
y 6, respectivamente. Para contrastar, H: DQ (64, 8,) =D,, se puede usar el

estadistico

A

o

Z, = mn 1/2(D;(61!62)'_D0)
m+n '

donde G se obtiene de (i)(a) al sustituir 6, y 6, por 61 y 62 respectivamente en
[T' 281, 62) T)2.

(8) Baijo las condiciones dadas en (7), para contrastar Hy:0,=0,, se usara el
estadistico

h A A
T - 2mn DQ (e1v 62)
m+n [ 1 (0) ¢, (1) dn
A

cuya distribucién asintética esta dada en (i)(b).

(9) Sean 641 = 6,9,..., 81 = 8 componentes desconocidas pero iguales de
6, y 0, respectivamente. Sea O2M, + 1,---» B2 UN valor dado de O2My+ 15+ O2m.
Para contrastar que la divergencia entre 8, y 6, es de una cierta magnitud; es
decir, Hy: DQ (84, 82) = Dy, se usara el estadistico

A

, _[ mn ]”2(02(61, 8,) — Do )
G

donde G se obtiene del resultado 1(a) al sustituir 6, y 6, por 61 y 62 respectiva-
mente en [T'3(64,0,)T]"2.
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(10) Bajo las condiciones dadas en (9), para contrastar Hy:0,=6,, se puede
usar el estadistico

h A A
Ty = 2mn Dq, (84, 02)
m+n [ n (06, (1) dn
A

cuya distribucién asintética esta dada en el resultado 1(b).
Dos cuestiones conviene destacar finalmente:

(@) Si para un o, 0<a<1, dado, existe un test no aleatorizado de Neyman-
Pearson para contrastar una hipétesis nula simple frente a una alternativa simple,

. . h . .
entonces existe un test equivalente basado en la D,~divergencia. Para ello no

hay mas que considerar como estimador de 6 ©= {6, 0},
é_ 91 Si f(X1,...,Xn/61)27tf(x1,...,xn/90)
169 si f(xq,..., Xa/01) < A f(X1,..., Xo/0g)

(b) Sieltestbasado enla Dg— divergencia se construye a partir del estimador
de maxima verosimilitud, entonces el estadistico resultante para contrastar 6 Og
frente 6 ©,, es funcién de cada estadistico suficiente para 6.

Ultimamente son numerosos los trabajos que han aparecido publicados en los
que se abordan diversos problemas estadisticos en poblaciones multinomiales
mediante las divergencias. En Zografos y otros (1990) se estudian las propieda-
des de la gp-divergencias estimadas. Zografos (1992) y Pardo, L. y otros (1993b)
establecen un test de independencia utilizando las medidas de ¢-divergencias.
Con otras medidas diferentes de divergencia, Morales y otros (1993a) han estu-
diado el mismo problema en muestreo estratificado con asignacion proporcional
e independencia entre los estratos. Otros trabajos en esta linea son los de
Menéndez y otros (1992a) y Salicru y otros (1992), Zyarova, J. (1973), Cressie
y Read (1984), Gil y Martinez (1992), etc.

Ahora es estudiara el comportamiento asintético de las (h,¢) — divergencias en
poblaciones multinomiales. Sea (X, Bx, Pgly. 0 CON O ={6 = (p1,..., Pm-1)/ pi >0,
M-1
2pi=1-—pu}y X={x4q,..., X»}. Se consideran los parametros 6, = (p4,...,Pm-1) ¥
i=1

M M
0, = (94,...,Qu-1), donde p=0, q=0 (i = 1,2,..M)y Y p =Y g =1 (Obsérvese
i=1 i1

que ahora el parametro es de dimension M — 1 y no de dimensién M). En este
caso par cada valor x; de X, f(x;,01)=p; y f(x;,6,)=q;, donde se ha supuesto que
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es una medida contable dando masa uno a cada uno de los valores x; de X.
Entonces, se tiene

f(x, 67) M Pi
fX, 3] o - du(x) = i Pu
[ oo % Jown-Fan 2

y Dg (84, 6,) se puede rescribir en la forma

M
Dz (Pa Q) = D: (91: 92) :.“\ hul:,z1 qi ¢(x[ zi ]—¢(1 (1) Jdﬂ .
/ - i

La estimacion de las (h, ¢) —divergencias en poblaciones muitinomiales se puede
hacer de dos formas: Estimando las dos distribuciones que aparecen en ellas o
estimando una y considerando la otra como conocida. En el primer caso se tiene
lo que se denomina un indice de similaridad entre P y Q. En el otro caso se tiene
la divergencia entre la muestra y un modelo de probabilidad dado. La particula-
rizacion de algunos de los resultados vistos anteriormente al caso de poblaciones
multinomiales, permitira construir tests de bondad de ajuste y homogeneidad asi
como obtener su potencia asintética. De forma mas precisa se tiene el siguiente
resultado:

Resultado 3

A A
Considérese el estimador analoégico, DQ (P, Q), obtenido al sustituir los p; y g

por sus frg\cuenci?s oRservadas 6i y ai (i = 1,...,M) respectivamente. Supbngase
que (p1,...pm) Y (Q1....Gm) estan basados en muestras aleatorias simples e inde-
pendientes de tamanos n y m respectivamente. Entonces

1/2 L

mn h D O AP
@ [ BPQ-Die o

— N (O, o9,

m,n — oo

donde 6% = A op + (1-A) 64 > 0,

M M 2
0523 :,z Pi { IA h;x |:Z1QI % [ zi ]“‘D(x(“) jlq)u[ Pi ]dﬂ } -

i1 i i

M ™ ' s 2
—{Zplj‘ h(t[ZQI¢(1[pl]—q)(t(‘])jlq)(x[pl]dn}
i=1 A i1 Qi q
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2

M M
0%=Zq.“ hi{iq.%[p' J-oum“«bu(p' }— p'%[p' ”dn} -
1=1 A =1 q; q, q; q;

2

{EatnfZan(zom][o(2)- 2a(2 o]

(b) Si P =Q, entonces

h A A
2mn D¢(P' Q) t X2 )
m+n [ h (0o, (ydy amae
A

Resultado 4

Si Q es conocido, entonces

A L
(@) n"2[Dg (P, Q) - Dg (P, Q)] ———— N (0, od),

n — oo
donde o3 se ha definido en el resultado 3.

b) Si Q es conocido y P = Q, entonces

A
DE(P,Q) L ,
n N — — .
.‘. h(x(0)¢u(1)dn n — oo M-1
A

A partir de los dos resultados dados anteriormente se pueden construir los
siguientes contrastes:

(11) Test para un valor dado de la divergencia poblacional; es decir,
Ho: D} (P, Q) = Dy.

Ver el test dado en (1) cuando Q es conocido y (5) si Q es desconocido.

(12) Test para un valor dado de r divergencias poblacionales; es decir,

Ho: Dy (P4, Q) = .... = Dj (P,, Q) = Do

con Q; conocido o desconocido. Se procede de forma analoga a como se
procedia en el caso de la igualdad de r (h,¢)-entropias a un valor dado.
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(13) Test para la igualdad de r divergencias poblacionales; es decir,

Ho: Db (Py, Q) = ... = Dy (P,. Q)

con Q, conocido o desconocido. Se procede de forma analoga a como se proce-
dia en el caso de la igualdad de r (h,¢)-entropias.

(14) Test de homogeneidad de m poblaciones a una distribucion conocida Q;
esdecir, Hp : Py =Py = ... =P, = Q.

La distribucion asintética del estadistico

h A
2nD; (P, Q)

T, = , -
J he© e tan
se puede utilizar para contrastar Hqg:F,(x) = Fg(x) en la forma siguiente: Supon-
gamos que estamos obteniendo observaciones de una poblacion con funcion de
distribucién F,(x). Dividimos el soporte de la distribucion en M intervalos disjuntos,
Iy, ..., Im, CON P&Xe ) =p;, i =1,.,M. Sea Xi,...,.X, una muestra de tamano n de
Fo(x) y nﬁ, ..... npy el nimero c/i\e valcl>\res muestrales que caen en los intervalos
ly,...,Im. El vector aleatorio (np4,...,npym) sigue una distribucion multinomial con
parametros (n;p4,...,Pm). Si queremos contrastar la hipotesis Hg : Fyx(x) = Fg(x)
calculamos q; = P(Xel) (i = 1,...,M) bajo Hy. Si Hy es cierta, entonces P = Q e

s A . h A . ~
intuitivamente esperamos que npj=nqi, en cuyo caso D, (P, Q) sera pequefio y

A
en consecuencia valores grandes de DE (P, Q) indican poca compatibilidad de

los datos con la distribuciéon considerada bajo la hipétesis nula. Por tanto, para
valores grandes de n un test de tamafio o vendra dado por,

2

1 siTa>Xy 4,

A A
o (P1,---, PM) =
0 en elresto.

El problema se complica cuando parametros que identifican la distribucion bajo
la hipétesis nula son desconocidos. Supongamos que las probabilidades q; son

funcion de 0 =(8;,..., 8y ), con Be O c RMo, My < M. EI verdadero valor 6, se

supone que es un punto interior de ©. En otras palabras bajo la hipétesis nula,
Ho, la forma de la funcion de probabilidad o densidad esta especificada salvo uno
o varios parametros. En este contexto en Morales y otros (1993c), se establece
un resultado para el problema general de bondad de ajuste cuando las probabi-
lidades de las clases estan especificadas salvo un numero finito de parametros
que son desconocidos. De forma mas precisa en el trabajo citado anteriormente



238 FSTADISTICA ESPANGE A

se establece que si P=Q y 6= [04 (6, ,,,,, 6M) ..... Owm, (;’51 ..... SM)] es un estimador
eficiente de primer orden (e.p.o), entonces

A
D; [P, Q@ B)] L

Tb =2n : -
IA he (0) 0y (1)dn mn-=

A A
donde P = (Py,..., Pw'y Q = [Py B),..., py (B)]!

Este resultado se puede utilizar para contrastar las hipotesis Hy : F € {Fglo c o-
Para ello en primer Iugar se estlma el parametro 6 = (91, . Om), Mg < M, utilizan-
do un estimador e.p.o. 6= [64 (p,, . pM)...., Om, (p1, o pM)] En un segundo paso

se calcula, q; (9) _f dFy (z),i=1,..., M. Si Hy es cierta, entonces P = Q e intui-

tivamente se espera que np; = nQ; (e), en cuyo caso Dq, [P Q (9)] es pequefo y
en consecuencia un test de tamafio o para la hipétesis sefalada viene dado por

1 SITb>x’MM1(x

A A
0[P, Q@®)]=
0 resto

Un problema interesante que surge en este contexto es el de utilizar las
(h, ¢)divergencias como un procedimiento de estimacion puntual: Elegir como
estimador de 0 el valor 6 que verifique,

DI [P.Q B)] =M w, D! (P.Q B .

Be O

En caso de utilizar como caso particular de (h, ¢)-divergencia la divergencia de
Kullback se llega a que 8 coincide con el estimador de maxima verosimilitud del
modelo discretizado.

En los dos test anteriores hemos supuesto que unicamente se disponia del
numero de observaciones, n; (pI = ni/n), que caian en cada uno de los intervalos,
. Sin embargo si se dispone de las observaciones originales xi,...,x, parece
Iégico utilizar estimaciones mas eficientes tales como las resultantes de consi-
derar el estimador de maxima verosimilitud, p;, basado en la utilizacién de toda
la informacion que proporcionan las x;. Si las X; tienen como densidad comun
g(x,0) en lugar de estimar 6, utilizando la informacion que proporciona la distri-

L . . . A A A . o
buciéon multinomial mediante P = (p4,...,pm), parece mas natural y légicamente

n
mas eficiente maximizar la funcion de verosimilitud original; es decir 1 g(x;, 9).
-1

Denotemos por 6 el estimador resultante y sea ﬁi =_f a(x, 6) dax.
‘l
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En este contexto, en Morales y Pardo, L. (1993) se ha obtenido el siguiente
resultado:

h A

Do (P, L M,

n , o ( ”n) Lo N Xf
JA hy (0) ¢, (1) dn n— oo i

T.=2 A

donde la x; vt Y las xf son independientes, los A;son tales que 0 < A; <1y
Mo-

ademas son las soluciones de la ecuacién, | Iz (8) — Al (6) | =0 siendo

le (8) =[irs (0))s - 1....m, 1@ matriz de informacion de Fisher para los datos discre-

tizados; es decir,
, S 1 9q,(®) g, (8)
irs () =X 1) ] .
j=1 Qj(0) 06, d0g
Si los extremos de las M clases consideradas dependen de parametros des-

Z,(8)
conocidos; es decir T, :I f(x, 6) dx y se eligen los z (é), con 8 estimador de

Zi1

maxima verosimilitud de 6, de forma que n; = 1/M, entonces

h A
D, (P, IT) L Mo
n - ¢ - — X2 +_Zuixf
[ heoehan  ne-

Tg=2
M-M, -1 5

donde la fo v Y las xf son independientes y las u; = 1-a; son tales que
Mo

0 < a; < 1y ademas son las soluciones de la ecuacion |TF (8) — alg (8) | =0, siendo

M z,(9) z,(9)
" e 1 of(x, 0) T df(x, 8)
irs () =3 dx ’ dx
rs ( ) |z1 T[| J‘Z, L (0) aer ][ J‘le ) aes

el elemento (r,s) de la matriz TF (0).

A
Tiene interés conocer la distribucién asintética de DQ [P, Q (69)] cuando 6, se

estima utilizando informacion procedente de una segunda poblacién muitimonial
que es independiente de X. Sea X una distribucidén multinomial con parametros
[n,p1(8)....,pm(0)] y sea X* otra distribucion multinomial e independiente de X con
parametros [n*, p4(0),...,pu(6)]. Entonces X y X* tienen la misma dimension vy el
mismo modelo p(6), pero en general n y n* seran distintos. Sean t* = n/n* y
™* = n/(n + n*), y se supone que al crecer n y n* se mantienen las tasas t* y t**.
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Sean ,’3 = (61,...,6M) y Fg* = (63 ..... 65,,) las frecuencias relativas en las dos mues-
tras y 6 el estimador de maxima verosimilitud de 0y basado en la primera
poblacion y 6" el estimador de maxima verosimilitud de 6o basado en la muestra
conjunta X+X*. En Morales y Pardo, L. (1993) se establece el siguiente resultado:

A
D' P, P (& L
0 Te=an  POPED L e e
J\htx(0)¢(x(1)dn n—e 0
h, A A
D, (P, P (oc* L .
(i) Ti=2n 2 ) i +[1+ t u]xz
J h, (0) ¢, (1)dn n-- M-M, -1 1+1 ™™
A

En Morales y otros (1993a) se aborda el problema de obtener la distribucién
asintoética de las (h, ¢)-divergencias en poblaciones multinomiales pero en lugar
de considerar muestreo aleatorio simple se considera muestreo aleatorio estra-
tificado con cualquier tipo de asignacion. Un estudio similar al desarrollado en
esta seccion con las (h, ¢)-divergencias se ha llevado a cabo con las RQ -diver-
gencias, pudiéndose ver los resultados obtenidos en Salicru y otros (1993c) y
Pardo, L. y otros (1993a).

8. COMPARACION Y DISENO SECUENCIAL DE EXPERIMENTOS

Supongamos que se consideran varios experimentos, cada uno de los cuales
implica la observacion de una variable o vector aleatorio sobre cierta poblacion
y tales que sus distribuciones dependen de cierto estado de la naturaleza o valor
de un parametro desconocido. La idea de establecer un orden entre estos
experimentos, con el fin de seleccionar el «mas informativo» sobre el estado o
parametro desconocido, aparece desarrollada por primera vez en una comunica-
cion privada de Bohnenblust, Shapley y Sherman. Blackwell (1951) recogio los
resultados basicos de esa comunicacion, en la que se proponia un criterio de
comparacion de experimentos, formulado en el contexto de un problema de
decision y basado en el concepto de «conjunto de vectores de pérdida accesi-
bles». Si el experimento X es preferido al experimento Y segun este criterio se

escribira: X 2 Y.

Por otro lado, Blackwell sugiri6 ademas un nuevo criterio, formulado en un
contexto mas general y basado en la nocién de suficiencia estadistica. A lo largo
de distintos trabajos, Blackwell, 1951, 1953, Le Cam, 1964, etc., se ha probado
que el criterio de suficiencia y el de Bohnenblust, Shapley y Sherman son
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equivalentes en la mayoria de los casos y que la condicion que exige el primero
es mas fuerte que la que exige el segundo. Si el experimento X es preferido al

experimento Y segun este criterio se escribira: X = Y.

Lehmann establece que el experimento X es preferido al experimento Y, si
existe una variable aleatoria U, independiente de X y de distribuciéon conocida, y
una funciéon medible, h tal que la variable aleatoria H = h(X,U), tiene la misma
distribucion que Y para todo 6 € O. Si el experimento X es preferido al experi-
mento Y segun este criterio se escribira: X 3 Y. Es facil comprobar que si
X2 Y entonces X = V.

A partir de los estudios realizados por Blackwell, la comparacion de experimen-
tos ha ido evolucionando como una teoria estadistica, y el criterio de suficiencia,
se ha erigido en criterio «patréon» dentro de esta teoria, en el sentido que
indicamos a continuacién. Aunque es natural que, debido a su interpretacién, el
criterio de suficiencia de Blackwell esté universalmente aceptado, presenta el
inconveniente de no ser siempre aplicable, ya que existen experimentos no
comparables a través de ese criterio, Hansen and Torgersen (1974). Por esta
razén, han sido muchos los autores que han establecido diferentes criterios de
comparacion que se aplican en condiciones mas generales. Para confirmar la
adecuacion de cada nuevo criterio propuesto, se examinan en los trabajos que
los introducen una serie de propiedades deseables en una comparacion razona-
ble, siguiendo las ideas de Lindley (1956) y se conectan con el de suficiencia de
Blackwell. Esta conexion consiste en comprobar si para cualquier par de experi-
mentos en los que es aplicable ese ultimo, el criterio que se introduce determina
entre ellos el mismo orden que el de suficiencia. De no resultar de este modo, el
nuevo criterio no se considera apropiado.

En la bibliografia sobre esta teoria, se observa que los criterios de comparacion
que se han definido se apoyan en medidas de informacion Lindley, 1956, Stone,
1959, Goel y DeGroot, 1979, Garcia-Carrasco, 1978, 1982, Gil, M. A., 1982,
Pardo, J. A. y otros 1993a, Pardo, L. y otros 1991a, Taneja y otros 1989, Vicente
1991, etc., en medidas del «valor» de la informacién Raiffa y Schlaifer, 1961,
Garcia-Carrasco, 1978, etc. o en otros conceptos o medidas Heyer, 1982, Le
Cam, 1974, etc... El objetivo basico de este apartado es sefialar diversos criterios
de comparacion de experimentos en base a medidas de entropia y divergencia.

Las interesantes propiedades de la cantidad de informacion de Fisher ponen
de manifiesto su conveniencia para definir a partir de ella un criterio de compa-
racion de experimentos. Esta cantidad de informacion tiene ademas la ventaja
de venir definida exclusivamente a partir del experimento, comparando asi éstos,
de una manera absoluta y no en funcién de los términos concretos del problema
de partida.
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Dados los experimentos X = (X, By, Py) € Y = (U, By, Qqp), B O, y O abierto de
R; se gice que X es mas informativo que Y (X £ Y) si 1,(8) = Iy(08), B ©. Se dira
que X = Y siy solo si X £ vyevy?$ x sus propiedades son:

1)

2)
3)
4)

S)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

Para todo experimento X, X £ N donde N = (¥, Bx, Q)es el experimento
nulo; es decir, aquél en que Q no depende de 6.

La relacion £ es un preorden parcial.
(Xy; X5) £ X; con £ si y sélo si f(x,/x4,0) es independiente de 0 c.s.

Xeh £ xm 5>

Si X4, X, y X3 son tres experimentos sobre el mismo © y X; es indepen-
diente de X, y de X,, entonces X; £ X, implica (X; X3) £ (X5, X3).

Si X4, X3, X3 ¥ X4 son cuatro experimentos sobre el mismo O tales que
X4 3 Xa, X3 £ X4, X4 es independiente de X3 y X, de X4, entonces

Xy, X3) £ (Xa, Xa).

Sea X = (X, Bx, Pg) un experimento donde Py, 6 ©, viene descrito por la
densidad f(x/6). Sea {E}l;c n una particion de X por elementos del c-algebra
Bx. Consideremos el nuevo experimento Y =(y, By, Qo) donde
¥ ={E} < n. By es la c-algebra engendrada por los E; y Qq es tal que Qq(E;)

= Py(E;). Entonces X £ Y.

Para todo estadistico T = T(X(™) de la muestra de tamafio n, X™ £ T con
£si y solo si T es un estadistico suficiente.

Sean S y T dos estadisticos suficientes de X" e Y™ respectivamente,
entonces XM Y™ giysolosiSE T.

Sea X=(R,B (R),Pg), 08¢ 0O. Si T es una transformacion de R en R

estrictamente monétona y derivable, entonces X LT

Sean X4,...,X, experimentos sobre (R, B (R)), y consideremos una trans-
formacion h = (hy,...,h,) de R" en R™ tal que para cada (x,...,Xn_m) fijo
la funcion g, . .. (Xn-mi1:---» Xn) = (X4,..., Xn) €s biyectiva con prime-
ras derivadas parciales continuas. Si definimos Y; = hy(X4,....Xp),...,
Ym = hn(X4,...,X,), entonces los experimentos compuestos X™ = (X4,...,X,,)

y Z™ = (Xq,.... Xy Y1...,Ym) SON tales que X ™ £z
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Ademas si X = Y entonces X ¥ Y y si X ¥ Y entonces X £ V.

Sea 6 = (04,.,8y) y supongase que O es un subconjunto abierto de RM. Sean
I¥ (8) e I¥ (8) las matrices de Informacion de Fisher asociadas a los experimentos
X=(X,Bx.Po) e Y=(¥ By, Qp) con 8 = (64,.,0y). Se dice que el experimento X
es preferido al experimento Y si la matriz If (8) — I¥ (6) es definida no negativa.
Las propiedades de este criterio de comparacion de experimentos asi como su
relacién con el criterio de Fisher pueden verse en Goel y DeGroot (1979).

Es posible también definir un criterio bayesiano de comparacién de experimen-
tos en base a la adaptacion de la medida de informacion de Fisher a este
contexto. Las propiedades enunciadas anteriormente se mantienen.

Lindley (1956) establecid un criterio de comparacion de experimentos en base
a la entropia de Shannon. Es claro que la incertidumbre contenida en la distribu-
cién a priori, viene dada por

- ,f(_) P(8) log p(8) dA(6).

Por tanto, la cantidad de informacion que la observacién de un valor x del
experimento realizado proporciona sobre 6, viene dada a través de la expresion
siguiente

—I(_) p(8) log p(8) dA(8) + j(_) p(6/x) log p(6/x) dA(8).

Asi, la informacién que se espera proporcione el experimento X, antes de su
realizacion, viene dado por la expresion

X P = ] [ | pe6ix) 1og peerx) dne) ]f(x) duex) - | p() log p(®) dn(e).

En base a esta cuantificacion de la informacién, el experimento X es mas
informativo en el sentido de la entropia de Shannon que el experimento Y,

respecto de la distribucidon p(6) y se denotara por X 3" vy, si se verifica
FIX, p®)] 2 I [Y, p(0)]
y se dirda que X h oy respecto de p(6) si y solo si X " vyevy3 x.

La relacion 3" eswun preorden completo. En caso de que en la definicidn anterior
no estuviese fija p(0) y se dijese que X v osi y solo si I[(X, p(8)] = I[Y, p(8)] o
p(6), se tendria un criterio no bayesiano ya que no tendria en cuenta el particular
conocimiento que se tiene acerca de 6. Ademas es sencillo ver que en este caso

la relacion X 2" Y es un preorden parcial.
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E! estudio de las propiedades de este criterio conduce a propiedades analogas
a las establecidas con el criterio basado en Ia informacién de Fisher. Este criterio
fue posteriormente generalizado en Pardo, J. A. y otros (1993a) al considerar
entropias generalizadas en lugar de la entropia de Shannon.

Stone (1959) presentd una interesante aplicacion del criterio dado por Lindley
a la comparacion de experimentos de regresion. Resultados analogos con otras
medidas se han obtenido en Pardo, L. y Menéndez (1989), Vicente (1990), Pardo,
J. A. y otros (1993b).

Seguidamente se pasa a analizar sendos criterios de comparacion de experi-
mentos en base a las medidas de divergencia. La diferencia esencial entre ambos
criterios radica en que mientras el primero es un criterio no bayesiano introducido
por Goel y DeGroot (1979), el segundo es un criterio bayesiano y ha sido
ampliamente estudiado por Mallows (1959), Csiszar (1972), Goel y DeGroot
(1980), etc. La eleccidn de la divergencia de Csiszar para dar estos dos criterios
de comparacion de experimentos se basa en el hecho de que una vez establecido
el criterio en base a esta medida se tendra de forma inmediata el criterio y los
resultados para las divergencias generalizadas.

Dados los experimentos X = (X, By, Pg) e Y = (¥, By, Q) se dice que el expe-

rimento X es preferido al experimento Y, X ¥ Y, siy solo si
D 91‘ 92, Dq) (P911 Pﬂz) 2 D(p (001’ Q()2)|
donde

f(x/64)

Dy (Po, Po)= L f(x/67) ‘p[ f(x/0,)

]dp(x) .

Entre otras las propiedades mas importantes de este criterio de comparacion
de experimentos son las siguientes:

1) Para todo experimento X, X ¥ N donde N = (¥, By, Q) es el experimento
nulo.

2) (X4, X2) ¥ X, con < siy solo si f(xy/x;, 0) es independiente de 8 c.s.

3) xmh P xm o n>1.

4) Sea X = (X, PBx, P ¢) un experimento donde Py, 6 € O, viene descrito por la
densidad f(x/6). Sea {E}.n una particiéon de X por elementos del c-algé-
bra By. Consideremos el nuevo experimento Y = (¥, By, Qy) donde
B ={E}ien. By es la o-algebra engendrada por los E; y Qg es la que

Qy(E;j) = Py(E;). Entonces X 2 Y.
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S)  Para todo estadistico T = T(X™) de la muestra de tamafo n, X ™ ¥ T con

< siy solo si T es un estadistico suficiente.
Al igual que ocurria con los criterios basados en entropias se establece que
este criterio es mas débil que los criterios de Lehmann y suficiencia. La validez

de estos resultados para otras medidas de divergencia se mantiene como puede
verse en Pardo, L. y otros (1991d).

La adaptacion de las medidas de divergencia a la comparacion de experimen-
tos en el contexto bayesiano se establece en los siguientes términos: Se dice
que el experimento X es preferido al experimento Y respecto a la distribucion a

priori p(6), X 2 Y, si y solamente si Dy (X,p(.)) 2 Do (Y,p(.)). También, se dice
que los experimentos X e Y son equivalentes con respecto a p(0), 3, si y sola-
mente si X 2 Y,eY ‘2” X,. Donde,

Do (X, p(.)) = Ex ( Do (P(8), p(0/x)) )= ,[\_ [ f(_) P [ p:)%’)‘) )p(e) dA(6) }f(X) du(x) =

p(x)

Las propiedades de este criterio de comparacion de experimentos son las
mismas que verificaba el criterio de comparacion de experimentos basado en la
entropia de Shannon y pueden verse en Pardo, J. A. y otros (1992).

- J.(.,[ j\- @ ( ) ]mx) du(x) } p(B) dA(6) .

La cuantificaciéon de la informacién en modelos con censura para su posterior
utilizacion en la comparacién de los mismos ha ocupado un lugar importante
dentro de la Teoria de la Informacion. Entre otros cabe destacar los resultados
debidos a Hollander, Proschan y Sconing (1985, ay b, 1987), Goel (1986), Baxter
(1989), Turrero (1989), Barlow y Hsiung (1983), y Brooks (1980, 1982).

Mediante un criterio de comparacién de experimentos basado en una medida
de entropia se elige, entre varios experimentos asociados a 0, el que proporciona
mas informacion acerca de él. Puesto que a medida que aumenta el numero de
observaciones de un experimento, X, que contiene informaciéon acerca del para-
metro desconocido, varia la informacion acerca de él, parece logico preguntarse,
una vez elegido el experimento mas informativo, hasta qué momento se debe
continuar la experimentacion. Si se determina de antemano un nivel de incerti-
dumbre, c, una posible regla de experimentacion consiste en repetir el experi-
mento mas informativo hasta que el valor de la incertidumbre que se obtiene sea
menor o igual que el valor prefijado, c. Esta claro que este metodo secuencial no
hace consideraciones de riesgo o de coste de experimentacion, sin embargo
supone un conocimiento a priori. El primer trabajo en esta linea se debe a Lindley
(1956) quien introdujo, desde la perspectiva bayesiana, un plan de muestreo
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secuencial basado en la entropia de Shannon. Posteriormente DeGroot (1962)
estudio algunas de sus propiedades y Lindley (1957) y El Sayad (1969) estudia-
ron el comportamiento de la misma en problemas binomiales y exponenciales,
respectivamente. La utilizacion de otras medidas de entropia e informaciéon con-
duce a resultados analogos como puede verse en Pardo, L. (1984), Pardo, L. y
otros (1985), Pardo y Taneja (1991), Vicente (1990), Pardo, J. A. y Vicente
(1993a), etc.

Si se supone que el estadistico dispone de un conjunto de experimentos, %, y
antes de tomar una decision, puede realizar exactamente n experimentos de
forma secuencial; es decir, puede elegir un experimento X, = X € £, y observar
x € X, a continuacion, puede elegir X, =Y € % y observar y € Y,... El objetivo
sera encontrar la secuencia de experimentos Xj,...,X,, de %, que minimice la
Entropia de Shannon Terminal. En relacién con este problema cabe destacar el
trabajo de DeGroot (1962), Morales y otros (1986), Vicente (1990), Pardo, J. A.
y Vicente (1993a), etc.
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THEORY OF STATISTICAL INFORMATION

SUMMARY

In this paper, an analysis is made of some applications of the measures of
entropy and divergence in Statistics, enhancing the growing interest lately shown
by a great many researchers for this branch of Statistics, known as the Theory
of Statistical Information. Emphasis is laid on the new prospects for the construc-
tion of hypotheses tests through the use of measures of entropy and divergence.

Key Words: Measures of entropy, Measures of divergence, Parametric informa-
tion measures, Index of diversity, Hypotheses tests.
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1. INTRODUCCION

El articulo del Profesor Leandro Pardo Llorente presenta de forma unificada y
sistematizada un conjunto de resultados sobre las medidas de entropia y diver-
gencia que son de gran utilidad en lo que actualmente se conoce como Teoria
de la Informacion Estadistica. En relacién con su articulo voy a destacar dos
puntos que quizas no estén suficientemente tratados: la aplicacion de la diver-
gencia funcional en problemas de estimacion paramétrica y la clasificacion de
distribuciones con maxima entropia y momentos dados.

2. DIVERGENCIA FUNCIONAL Y ESTIMACION PARAMETRICA

Un problema que con frecuencia se suele presentar en la teoria de la estima-
cion es el de elegir la funcidn de pérdida; unas veces se toma la pérdida
cuadratica por la comodidad matematica, en otras ocasiones se elige una pérdida
no cuadratica si no resulta satisfactorio el estimador obtenido bajo una funcion
de pérdida cuadratica, tal es el caso de la estimacion de un parametro de escala
6 al considerar, por razones de invariancia, funciones de pérdida de la forma:

L, 6):|(Z] (1)

Resulta razonable considerar que la estimacion de un parametro es un paso
en el objetivo de estimar la correspondiente distribucién de probabilidad, por lo
cual, la funcién de pérdida debe medir la discrepancia entre la distribuciéon de
probabilidad cuando el parametro desconocido es 6 y la que se obtiene cuando
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se sustituye el parametro por su estimacion 0. Asi pues, si X es una variable
aleatoria cuya distribucion de probabilidad P(x| 8) depende de uno o varios para-
metros 6 e © c R"y 6 es un estimador de o, la funcion de pérdida debe ser
un cierto funcional entre las medidas de probabilidad P(-/6) y P (- | 6), es decir:

L©.8) =W [P ([6),P([d) (2)

pero la discrepancia entre ambas distribuciones de probabilidad podemos medirla
por medio de la divergencia funcional, Kullback (1959), definida en el caso
discreto por:

L, §) = P(x | 0) In P | ?) (3)
k P« [ 8)
y en el caso absolutamente continuo por:
Lo, ) :j fx | 8) Infx 1) gy (4)
f(x | 6)

Kashyap (1974) utiliza la divergencia funcional para la estimacién minimax del
parametro de una distribucion Binomial, extendiendo algunos resultados al caso
multinomial. En Ardanuy (1978) puede encontrarse una aplicacion de la diver-
gencia funcional para estimar secuencialmente el parametro p de una distribucion
binomial. Teniendo en cuenta que In x > 1 — 1/x, resulta inmediato probar que la
funcion de pérdida L definida en (3) y (4) verifica:

{0 sif=

A
L8, 6) = |
[20 Si0#

0
0
asi, para la distribucion binomial ‘B(n,p), p € (0,1) y n conocido, se tiene:

L(p,6)=n[pln§f+(1—p)ln1_53} (6)
p 1-p

funcion que es convexa en 6 y estrictamente positiva para p # f) propiedades
éstas que parecen deseables para una funcién de pérdida; en ocasiones la
propiedad de convexidad no se satisface, pero con frecuencia se cumple la de
ser L direccionalmente creciente, esto es, L es creciente cuando b se aleja de 0
en cualquier direccion fijada de antemano. Para otras distribuciones notables
obtenemos las siguientes funciones de peérdida basadas en la divergencia fun-
cional:

Poisson P(A) LA =& -0 +amn % @)
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Binomial Negativa ‘BN (r, p) L (p, p) = r[ln PyT-pPpt- RJ (r conocido) (8)
P

P 1-p
2 2.8 Ao 1| (-2 o2
Normal N (i, 6?) L (n, 6% p, 6°%) = oW 4 in% -1 (9)
A A
Exponencial ‘E (u) Lu,py=H+inH_1 (10)
TR

Es facil comprobar, por ejemplo, que para la distribucion exponencial ‘£(u) la
.. 2 . A - . . -
funcion de pérdida L(u, 1) asociada a la divergencia funcional no es convexa en
A . . . . .
| pero, en cambio, si es direccionalmente creciente.

3. DISTRIBUCIONES DE MAXIMA ENTROPIA EN [a,b] CON
MOMENTOS DADOS DE SEGUNDO ORDEN

Sea X una variable aleatoria continua que varia sobre un intervalo cerrado [a,b]
y sea f(x) su funcion de densidad, la entropia de Shannon H(f) esta dada por:

b
H(f) = —fa f(x) In f(x) dx 1)

y como muy bien indica el Profesor Pardo Llorente en su trabajo, mediante el
método de los multiplicadores de Lagrange se obtiene que la densidad de pro-
babilidad que maximiza la entropia de Shannon bajo restricciones del tipo:

b
| g f0) dx = o (i=1,2,...,n) (12)
a

esta dada por:

fo0 — Kexp[X A gi(x)] sia<x<b l (13)

0 en otro caso [

con entropia maxima H.x = — In K= X A; o;. Este resultado también es conocido
como Principio de Jaynes de Maxima Entropia (vea por ejemplo Jaynes (1957),
Dowson y Wragg (1973), Kagan, Linnik y Rao (1973), Guiasu (1977), Kapur
(1983), etc.).
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exp [AMb-a)] -1
bexp [Mb—-a)]-a
es facil comprobar que esta funcion satisface lo siguiente:

Si denotamos con @(A) = » con —~ < a < 0 < b <+, entonces

i) @(—o)=1/a y @(+)=1/b

i) @0 =0y 90 =1

iii) @ es estrictamente creciente.

iv) Tomando Ag = In :)Ial / b—), ¢ es estrictamente convexa para A < X, y estric-
-a

tamente céncava para A > A,.

v) La ecuacién ¢(A) = A tiene solo la solucion L =0 sia + b =0, o tiene una
raiz nula y otra que es no nula si a + b # 0, en cuyo caso la raiz no nula
satisface:

'““e_’J’ab—) <A<1b  silal>b

ta<n< ) gija <

pues bien, utilizando distribuciones centradas podemos establecer el siguiente
resultado.

Proposiciéon 1: Dado un intervalo finito [a,b], con a < 0 < b, la funcion de
densidad con maxima entropia y media cero es la distribuciéon uniforme si
a + b =0, o la distribucién exponencial truncada:

Kexp(Ax) sia<x<b
f(x) =
0 en otro caso

A
exp(Ab) — exp(Aa)
o(A) = A. EI maximo valor de la entropia es Hys, = —In K, con K= 1/(b — a) en el
caso uniforme.

sia+b#0,donde K = > 0y A es la raiz no nula de la ecuaciéon

Utilizando el principio de Jayne de maxima entropia podemos obtener el
siguiente resultado para el caso de fijar los dos primeros momentos.

Proposiciéon 2: Dado un intervalo finito [a,b], con a < 0 < b, la funcion de
densidad con maxima entropia, media cero y varianza uno esta dada por:
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K ex ocx+1[3x2 sia<x<b
f(x) = 2

0 en otro caso

con K > 0, y se satisface ademas que:

i) bf(b)—af(a)=p+ 1
iy f(b) - f(a) = o

Asi pues, las situaciones que pueden presentarse bajo las condiciones de la
proposicion 2 son los cinco casos siguientes (vea también la Fig. 1):

a) B > 0: Distribucién exponencial cuadratica truncada.

b) P < O: Distribucion normal truncada.

c) B =0y a>0: Distribucion exponencial positiva truncada.
d) B =0y a< 0: Distribucidon exponencial negativa truncada.
e) B =0y a=0: Distribucion uniforme.

pudiendo caracterizarse las distribuciones uniforme y exponencial truncada del
siguiente modo:

Proposicion 3: Consideremos densidades de probabilidad con media cero y
varianza 1 en el intervalo cerrado [a,b], entonces:

i) La distribucion de maxima entropia es la uniforme precisamente si
b=-a=13.

ii) La distribucion de maxima entropia es una exponencial truncada precisa-
b’ -a®_ |, az -1
ab +1 b -1
(uniforme). En estas condiciones se tiene ademas b > 1, a < -1 y
a+b
ab+ 1

mente si ]cuando b # —a, o bien si es b=—a=V3

o =

Algunos resultados interesantes sobre distribuciones de maxima entropia con
momentos dados son los que pueden encontrarse en Dowson y Wragg (1973),
Goldman (1955), Kagan, Linnik y Rao (1973, Cap. 13), Kapur (1982, 82a, 82b,
83y 89), Lisman y van Zuylen (1972), Wilson y Wragg (1973) y Wragg y Dowson
(1970) principalmente.
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Agradezco a Estadistica Espanola la oportunidad que me ofrece de comentar
el articulo del Profesor Leandro Pardo Liorente, digno representante del grupo
de investigadores espafoles que trabajan en el tema de la medida de la infor-
macion en estadistica.

Cuando en una poblacién se toman datos sobre una o varias variables esta-
disticas, surge de forma natural, en muchas aplicaciones, la necesidad de cuan-
tificar la medida de la incertidumbre o cantidad de informacion de un sistema.

1. SOBRE LA ENTROPIA
Entiendo que la definicion de entropia de una distribucion
H= —J p(x) log p(x) dx (1)

como fue inicialmente dada por Shannon, sigue siendo la que posee mayor
justificacion. En primer lugar, por su origen fisico y como medida de la informacion
en teoria de la comunicacion, como Pardo explica. Otras poderosas razones son
las siguientes.

1.1. Distribuciones continuas con maxima entropia

Fijada la media u y la varianza o2, la distribucion absolutamente continua con
soporte (—o,+), es la normal N(u,062) (Rao, 1973, p. 162). Resultado razonable,
pues una variable normal se puede interpretar como suma limite de infinitas
cantidades aleatorias independientes. Si el soporte es (0,«~) y la media es dada,
entonces aparece la distribucion exponencial. Si el soporte es un intervalo (a,b),
la distribucion de maxima entropia es la uniforme. Todos los puntos en (a,b)
tienen igual densidad de probabilidad y la incertidumbre para el observador es
maxima.

1.2. Distribuciones discretas con maxima entropia

Si un sistema tiene k estados y distribuciéon de probabilidad p = (p4,...,Px),
entonces

k
Hp = - §1pj log p; (2)
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es maximo para p; = 1/k, j=1,..., k. Por ejemplo, si k=8,
1 1
H=-% 8 Iogz[BJ— 3

tiene una sencilla interpretacion: para adivinar una bola de una urna que contiene
8 bolas equiprobables, tenemos que hacer 3 preguntas (existen juegos de adivi-
nacion de cartas que se basan en expresiones analogas). La entropia es una
cota inferior del numero medio de bits (respuestas si 0 no a preguntas binarias)
y como tal posee una perfecta justificacion dentro de la teoria de la informacion.

La entropia (2) se extiende a variables discretas con soporte numerable, pero
entonces es facil construir ejemplos de variables cuya entropia es infinita.

1.3. Aumento natural de la entropia

Existe una tendencia natural en el universo fisico a aumentar la entropia con
el tiempo. Sea pg la distribucion del sistema en un momento dado y supongamos
que la distribucién p4 en el paso siguiente en el tiempo, se rige segun una cadena
de Markov homogénea, p, = P pg, siendo P la matriz de transicion. Una propiedad
interesante es que

Hp, = Hp, 3
donde H, se calcula como en (2), mientras H;, viene dada por

H; =-3 p/ log(p] / p)

donde p;=2,p; Yy pj‘,j =1, ...k, las componentes de p4. La interpretacion de

(3) es que, en cada paso, la entropia o desorden natural aumenta. La tecnologia
seria entonces un intento humano de disminuir este crecimiento natural de la
entropia mediante la imposicidon de restricciones sobre el entorno, aunque la
entropia total no llega a disminuir (Cressie, 1991).

1.4. Como medida de divergencia en estimacion

Pardo nos indica que la medida de divergencia de Kullback-Leibler (K-L),
totalmente ligada a la medida de la entropia (1), proporciona una buena justifica-
cion del método de la maxima verosimilitud. La estimacion ML 8§ de un parametro
6 proporciona, en cierto modo, la densidad p(x, é) que mas se acerca a la
verdadera p(x,0p). Conviene tener presente que K-L nos dice algo mas. Si la
verdadera densidad es q(x), pero no pertenece al modelo estadistico, es decir,
q(x) # p(x,8), para todo 6, entonces el significado de § es como sigue. La
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estimacion ML de 6 bajo p(x,8), proporciona una estimacion 0 de 6g tal que p(x,6,)
. A . .

es la densidad K-L mas proxima a q(x). Ademas 6 es estimador consistente y

asintéticamente normal de 6,

Vn (8 = 8g) ———— N(O, H™"(8) J(8p) H "(8p)).

donde H y J son matrices apropiadas (ver Cuadras y Fortiana, 1993).

1.5. Como medida de dependencia multivariante

Joe (1987) introduce una medida de dependencia entre los vectores aleatorios
X1,...Xm como la divergencia K-L entre la densidad p,, . Yy la densidad

Px, .. Px, correspondiente a independencia estocastica. Dados tres vectores alea-

torios X,,X5,X3, Joe (1989) estudia la medida de dependencia condicional entre
X1y Xz dado X; como la divergencia K-L entre p, « «, y la dependencia condicional

entre X, y X, dado Xj. Tales divergencias, previamente normalizadas por una
expresion dependiente de la entropia de Shannon, proporcionan medidas relati-
vas de entropia que conducen a medidas de dependencia multivariante, absoluta
y condicional, con propiedades bastante satisfactorias.

La divergencia K-L se utiliza también regularmente como medida de discre-
pancia entre una densidad p y una estimacién no paramétrica de p (Abrahamo-
wicz y Ciampi, 1991).

Un estudio reciente sobre la robustez de la estimacion de la divergencia K-L,
asi como las distancias de Mahalanobis, Hellinger y Bhattacharyya, mediante
simulacion partiendo de normalidad multivariante, se debe a Rossa (1993).

1.5. Otras entropias
Sobre el conjunto de los p = (py,...,Px), partiendo unicamente de los axiomas

H(p)=0 si p; = 1, los demas valores 0,
HAp + (1 =Ma) 2AH@P) + (1 = M) H@), 0<A<1,

se pueden construir otras entropias. Por ejemplo, la entropia de Gini-Simpson (G-S)
k
GS(p)=1-% p?
j-1
que esta directamente relacionada con la varianza

k
s2=1 5 p2- (13
K j-1
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El uso de H,(p) = 2pid(p;) da lugar también a otras entropias. Pero en general,
como medidas de incertidumbre, todas vienen a indicar lo mismo (véase la
tabla 1, en la que se aprecia una relacion monétona entre las diferentes medidas).

Tabla 1
Proporciones de grupos sanguineos para diferentes razas humanas
(datos de Mardia et al., 1979) y algunas medidas de diversidad

A AB B o G-S H Sp
Esquimal  0.2914  0.0000  0.0316  0.6770  0.4558  1.0569  0.2712
Bantu 0.1034  0.0866  0.1200 0.6900 0.4913  1.3806  0.2543
Inglés 0.2090 0.0696 0.0612  0.6602 0.5119  1.3817  0.2440

Coreano 0.2208 0.0000 0.2069 0.5723 0.5809 1.4122 0.2056

La entropia no tiene un significado estadistico para medir la dispersién muy
diferente de la desviacion tipica s,. Pero al no depender de los valores que toman
las variables, es una medida de heterogeneidad especialmente apropiada para
datos multinomiales sobre clases no ordenadas (lingtlistica, genética, sociologia,
concentracion industrial). Del mismo modo que en los modelos lineales la disper-
sion se estudia mediante ANOVA, el uso de la entropia es de utilidad en el estudio
de los modelos log-lineales (Haberman, 1982).

En la misma linea de ideas, cuando el estadistico debe trabajar con varias
poblaciones, las medidas de entropia citadas no permiten estudiar la diversidad
dentro y entre las poblaciones, como se hace con los modelos lineales multiva-
riantes a través de MANOVA. Rao (1982, 1984) propone la llamada entropia
cuadratica

Ha(p) = pAp’

donde A = (d;;) es una matriz tal que d; = 0, d;; es el aumento de disimilaridad al
pasar de i a j. Entonces, como en MANOVA, se puede definir un cociente
G=B/(W+B), donde W y B representan diversidades dentro y entre poblaciones.
G refleja un indice de diversidad relativo entre poblaciones.

1.6. Las entropias generalizadas

El hecho de que existan muchas medidas de entropia justifica la introduccion
de las (h,¢)-entropias, funcionales HS(p) de la densidad p, que contienen las
¢o-entropias, Havrda-Charvat, Rényi y otras (Shannon, Taneja, etc.). Esta es la
motivacion de Salicru, Menéndez, Morales y Pardo (1993). Entonces, la declara-
cién ética que menciona Pardo (evitar definir nuevas medidas de informacion sin
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un fundamento aplicado), se cumpliria, si convenimos que soélo existe una, la
medida Hj(p), mientras que las demas serian casos particulares. Pero también
se puede interpretar que, cambiando las funciones ¢ y h, podemos construir
tantas medidas de informaciéon como queramos.

1.7. La medida de la diversidad y sus aplicaciones

Las aplicaciones que poseen las medidas de diversidad en una poblacién estan
bien comentadas por Pardo. Me limitaré Uunicamente a poner énfasis en la
importancia en Biologia de la medida de la diversidad de las especies en una
comunidad. La entropia de Shannon y de Gini-Simpson son las mas utilizadas
por los ecologos. Cuando se mide por el nimero medio de bits (es decir, se basa
en Shannon), es una cantidad indicativa de la comunidad. Raramente supera los
5 bits, valores bajos indican comunidades transitorias, aumenta en el océano con
respecto a las costas (plancton) y de los polos al ecuador, existe una fuerte
correlacién negativa entre dominancia de algunas especies y diversidad, y su
medida puede tener aplicaciones practicas, como indicio de presencia de petro-
leo, grado de explotacidn piscicola, etc. Muchas de estas ideas fueron avanzadas
por R. Margalef en una memoria publicada en 1951 (véase Margalef, 1974). Para
una definicion general, construccion e interpretacion de la diversidad, véase Patil
y Taillie (1982).

2. SOBRE LAS DIVERGENCIAS

2.1. Divergencias generalizadas

Las medidas de divergencia entre dos variables o vectores aleatorios X, Y, o
entre sus funciones de densidad, es un tema de gran interés en Estadistica. Las
divergencias se pueden generar siguiendo tres caminos: D(X,Y) como generali-
zacion de la divergencia de Rényi, R(X,Y) como una diferencia de Jensen sobre
una medida de entropia (Burbea y Rao) y a partir de las ¢-divergencias de
Csiszar-Ali-Silvey. Pardo expone cdomo se obtienen muchas y bien conocidas
medidas de divergencia (incluyendo la célebre y2 de K. Pearson), mediante
elecciones adecuadas de las funciones. La principal contribucién de Pardo y
colaboradores reside en aprovechar las buenas propiedades de las R y las
¢-divergencias para construir las (h,0) y Rg-divergencias, que engloban 17 diver-
gencias conocidas.

Como potencial usuario de tales divergencias, se me presenta la razonable

duda de no saber cual elegir. Cuando se trabaja con datos y se asume un
determinado modelo estadistico, como el normal, existen procedimientos para
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aceptar o rechazar el modelo, con un cierto grado de incertidumbre. Pero la
construccion de una distancia o una divergencia se puede realizar de muchas
maneras, y no parece posible decidir, mediante un test estadistico, si la elegida
es correcta. Sélo podemos recurrir a criterios logicos o simplemente pragmaticos.
Como decia R.R. Sokal en DISTANCIA'92, Rennes, 1992: «Hay tantas distancias
genéticas que utilizo la que me resulta mas sencilla, la distancia de A. Prevosti».

Siguiendo un criterio puramente lo6gico, cuando se define una distancia entre
los parametros de un modelo estadistico (en vez de entre densidades), cumplien-
do ciertas condiciones razonables, aparece de forma natural la entropia de
Shannon y la distancia geodésica de Rao, ligada al tensor métrico que define la
matriz de informacion de Fisher. Las métricas diferenciales construidas sobre una
amplia gama de divergencias coinciden, salvo constantes, con la distancia de
Rao (Cuadras et al, 1985, Salicri, 1987, Cuadras, 1988). En este sentido, la
generalizacion de Pardo y colaboradores (Morales, Pardo, Salicru y Menéndez,
1993), consistente en perturbar el parametro en dos direcciones, segun un calculo
analogo a una velocidad, permite definir matrices informativas representando una
interesante generalizacion de la clasica de Fisher.

2.2. Distribucion asintética y contraste de hipoétesis

Una parte importante de la exposicion de Pardo esta dedicado al tema de la
distribucion asintética de las medidas de divergencia bajo estimacion. Mediante
las (h,0) y Rg-divergencias se resuelven con éxito algunos problemas que no
tenian solucion con planteamientos clasicos. Las distribuciones asintéticas se
reducen a las siguientes: N(0, X( 0)), an y una combinacion lineal de x% indepen-
dientes.

Se llega a los mismos resultados asintéticos por otras vias: en estimacion (Rao,
1973), distribucion asintética de la razon de verosimilitud, caso regular, y en la
también distribucion de —2log(A) cuando la verdadera densidad no pertenece al
modelo estadistico, que es una combinacion lineal de xf independientes, con los
coeficientes valores propias de una cierta matriz (Kent, 1982) (por cierto, —2log(\)
se puede interpretar como una distancia de Mahalanobis; véase Cuadras y
Fortiana, 1993). Surge entonces la pregunta de si tales contrastes ofrecen ven-
tajas sustanciales con respecto a los clasicos, aunque en algunas situaciones
(como en muestreo estratificado) el uso de las divergencias generalizadas aporta
novedades.

Finalmente, mi felicitacion al Profesor Leandro Pardo por su articulo tan com-
pleto, que nos proporciona una amplia panoramica sobre este importante tema.
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¢ Por qué no una teoria no estadistica
de la informacién?

PEDRO GIL ALVAREZ

Universidad de Oviedo

Me satisface por muchas razones participar en esta «mesa redonda» en torno
al trabajo del Prof. Pardo; sin duda la que considero mas entranable es la de
haber sido el encargado de ensefarle el abecé de la disciplina hace algunos
afnos, pudiendo comprobar ahora el nivel que ha alcanzado con sus estudios e
investigaciones, superando con creces a quien esto escribe.

La descripcion del gran abanico de medidas de entropia y divergencia existente
parece demostrar que el tema sigue siendo objeto de interés, al menos en lo que
a produccién de «papers» y monografias se refiere. Echo de menos alguna
referencia a las medidas ponderadas (weighted entropies) que permitiria comple-
mentar el estudio de los indices de diversidad con el correspondiente a indices
de desigualdad (distribuciones de renta, medidas de pobreza, etc., tan de actua-
lidad en esta época que vivimos).

Sin duda es el apartado 7 el que aporta mayores novedades desde el punto
de vista cientifico. El tratamiento de los distintos problemas de contraste desde
una perspectiva unificada supone un gran avance en el desarrollo de modelos
eficaces, aunque los resultados sean de caracter asintdético. En mi opinion, es
quizéa mas importante el tratamiento unificado que el empleo de las medidas
unificadas, sin quitar a éstas el mérito de haber condensado (y, en muchos casos,
mejorado) la gran disparidad de medidas existentes.

En cualquier caso no creo ser el mas indicado para dar el visto bueno o malo
a los resultados obtenidos: doctores tiene la comunidad cientifica internacional
que ya han juzgado los mismos, considerando sus merecimientos para ser
publicados en revistas de gran prestigio.
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Quisiera, por el contrario, extenderme (aunque en el trabajo se hable de ello
al comienzo) un poco en el tema del cédigo ético de la Teoria de la Informacion.
Son demasiadas las medidas que han sido creadas de forma absolutamente
artificial, sin mejorar para nada las propiedades que presentaban las mas clasicas
ni conseguir aplicaciones en campos distintos de los ya trillados. Posiblemente,
salvo la entropia de Shannon y la entropia cuadratica, todas las demas sean
producto de ese afan de generalizacién absurdo que sélo conduce a resultados
cada vez mas generales en los que la intuicion ha desaparecido totalmente. En
cuanto a las divergencias, ¢ se ha ganado mucho con respecto a los modelos de
Kullback?

Y sigo considerando la intuicién como una base muy importante sobre la que
sustentar los desarrollos de modelos de la realidad. Las «florituras» matematicas
son, evidentemente, valiosas como aportacion al conocimiento general, pero
poco rentables para el conocimiento del mundo que nos rodea.

Creo que estamos perdiendo las ideas esenciales de nuestra investigacion,
que llevaban a construir un modelo, desarrollarlo matematicamente y devolverlo
a la realidad: nos quedamos, cada vez mas, encerrados en la segunda fase del
proceso, sin intenciones de volver al mundo real, generalizando cada vez mas
resultados cuya potencia era mas que suficiente para atacar los objetivos pro-
puestos.

Y puestos a generalizar, ¢ por qué no hacerlo aun mas? Aunque, de acuerdo
con el titulo, Teoria de la Informacion estadistica, el Prof. Pardo no hace ninguna
mencion a otras «teorias de la informacién», conoce perfectamente las relaciones
entre los componentes del binomio incertidumbre-informacion y sabe de situacio-
nes en las que la incertidumbre no se plantea ante una distribucion de probabi-
lidad sino ante otro tipo de modelos (ese «¢qué habra querido decir?» en ciertos
equivocos semanticos, o la imprecision que caracteriza nuestro lenguaje o nues-
tro propio conocimiento modelada con mas o menos éxito por los Conjuntos
Borrosos, por ejemplo).

La Teoria Axiomatica de la Informacién se permite el lujo de prescindir de una
distribucion probabilistica (aunque no la desprecie cuando esta presente) para
objetivar la medicion de la informacion. La consideracion del concepto de infor-
macion como algo mucho mas primario que el concepto de probabilidad, subya-
cente en una gama de situaciones mucho mas amplia que la considerada por la
teoria estadistica, es la base de esta teoria que para muchos ha pasado y sigue
pasando desapercibida.

Sobre la base de un espacio medible (€2, S) basta definir una clase x de pares
de subconjuntos algebraicamente independientes, eventualmente vacia, para
conseguir el denominado espacio de informacion medible (€2, S, x).
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Se denomina medida de informacion a una aplicacion J definida sobre un
espacio de informacion medible que a cada resultado observable le asigna un

numero real positivo (J : S — R") que verifica los siguientes axiomas:
441. J(Q)=0
442, J (D) = +oo.
443. ALBeS,BoA->J(A)=J(B)
444. (A Ble x, Ae A ,Be B — J (AnB) = J(A) + J(B)

Con este concepto todas las medidas «clasicas» (Shannon, Rényi, Havrda-
Charvat, etc.) pueden construirse mediante reglas muy simples cuyo estudio
puede hacerse de forma general. Y los mismos resultados pueden aplicarse a la
busqueda de medidas adecuadas a situaciones en que no se halle presente la
probabilidad.

¢Por qué no seguir este camino aunque solo fuera para poder caracterizar
todas las medidas de incertidumbre de distribuciones probabilisticas?

Nada mas. Felicitar al autor por la recopilacion efectuada y, muy especialmen-
te, por sus contribuciones al desarrollo de esta Teoria.
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1. INTRODUCCION

Quiero comenzar agradeciendo a «Estadistica Espafiola» la oportunidad de
poder participar en la discusion de este excelente trabajo de L. Pardo, cuya
principal cualidad para mi, aparte del completisimo panorama que presenta sobre
la Informacién Estadistica, ha sido su capacidad sugeridora de problemas abier-
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tos en la linea de los ya abordados con éxito por el autor y otros relacionados
con él y publicados en los ultimos anos.

El trabajo esta ademas habilmente estructurado y secuenciado para ir inclu-
yendo en su justo lugar aquellas aportaciones originales del autor a diversos
problemas estadistico-matematicos (en especial sobre Contrastes de Hipdtesis),
arrancando de la consideracion sistematica de las familias de (h, ¢)-divergencias
en cuya explotacion posterior, en efecto, el autor ha participado en el logro de
resultados técnicos muy interesantes en el contexto general de la Informacion en
Estadistica Matematica.

Asi pues sobre el trabajo en si, autolimitado por razones obvias de espacio a
la Informacién Estadistica y a algunos de sus problemas tedricos mas importan-
tes hasta el momento (Contrastes, Comparacion de Experimentos, Principio de
optimizacién en Entropia y Divergencia, etc.) poco tengo que anadir. La gran
cantidad de informacion bibliografica recogida es practicamente exhaustiva inclu-
yéndose referencias a importantes aplicaciones actuales de los temas tocados
sobre Informacién, en la Estadistica aplicada a diversos campos cientificos.

Por tanto, en lo que sigue me voy a limitar a exponer algunos comentarios que
ciertos aspectos del trabajo me han sugerido, mas reflexiones propias a la luz
del texto del trabajo, que comentarios técnicos sobre sus contenidos.

2. SOBRE LAS MEDIDAS DE ENTROPIA Y DE DIVERGENCIA

Las situaciones proliferativas, arborescentes-fractales que diriamos hoy, se
han dado muchas veces en todos los campos estadisticos-probabilisticos. Y
siempre se han recorrido las etapas de Globalizacion por un Modelo; caracteri-
zaciéon de los casos en el modelo Global; y extension de lo conocido en casos
particulares globalizados, al Modelo sintesis global.

El panorama de las medidas de distancias y proximidades en Clasificacion
Automatica, por ejemplo, llega a ser estremecedor. Distancias para Tablas Logi-
cas, de rangos, desdobladas, etc., y las distancias posteriores entre clases en
los algoritmos de clasificacion ascendente jerarquica, conforman, en efecto, un
panorama abrumador que provoca la idea sistematizadora de la posible obten-
cion de una férmula de recurrencia en términos ademas de los criterios distintos
de agregacion que interesan. Y en efecto, Cormack (1971), seguido de Bock
(1973), introdujo y estudié una férmula general de recurrencia que contiene a la
mayor parte de las formulas recurrentes que previamente habian sido introduci-
das.

En el abrumador panorama de las medidas de divergencia y de informacion
se ha intentado poner orden siguiendo varias ideas confluyentes. Las (h, ¢)-di-
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vergencias son un claro exponente de ello, y L. Pardo nos ofrece una sintesis
muy completa de este método globalizador. Vias distintas, que hacen mas hin-
capié en aspectos «generativos» basados en caracterizaciones estructurales o
en hipotesis como la recursividad de la Entropia, por ejemplo, son también
recogidas en este trabajo de manera muy completa. La impresion que se adquie-
re, es que, ayudados desde luego por el «principio ético» al que L. Pardo alude,
la situacidén esta ya en una etapa madura, en la que la simple y despreocupada
proposicién de nuevas medidas han dado paso a una etapa de analisis sistema-
tico de familias de medidas que juegan un relevante papel en la Estadistica
Matematica o0 en campos tan importantes como el Reconocimiento de Patrones
o Clasificacion general estadistica.

3. SOBRE LA UTILIZACION DE LA INFORMACION EN LA GEOMETRIA
DIFERENCIAL DE LA INFERENCIA ESTADISTICA; EN LOS
PRINCIPIOS DE ENTROPIA Y DIVERGENCIA Y EN ANALISIS
ESTADISTICO DE DATOS

En la panoramica tan completa que L. Pardo nos ofrece sobre la Informacién
Estadistica, tienen cabida multiples temas, incluso algunos que después de
cuatro décadas, en mi opinion, se han mostrado poco utiles para aportar sustan-
ciales progresos en la Estadistica en general. Por ejemplo, el autor recoge
algunas consideraciones sobre la Informacién, la Estadistica Matematica y la
Geometria Diferencial sobre variedades. Fiel al enfoque técnico del autor al
redactar este trabajo, prescindiendo en general de consideraciones criticas sobre
el material expuesto (lo que sin duda, al menos a mi me dibuja, en principio, un
panorama idilico del tema, que evidentemente no corresponde con la realidad
cientifica del papel de la Informacion en la Estadistica Matematica), parece
deducirse, asépticamente, que el utilizar la Geometria Diferencial asociada a los
modelos Estadisticos ha aportado ideas importantes e innovadoras para la Esta-
distica. Yo mas bien creo que no ha sido asi. El patético prélogo del trabajo,
prototipo en este campo, de Amari (1987), es bastante revelador al respecto.
Curiosidades tales como relacionar las a-divergencias con las a-proyecciones en
el contexto de las «o-llat» variedades, es sin duda interesante técnicamente,
pero quizas no conduzca mas que a un ejercicio de virtuosismo estadistico-ma-
tematico. La idea de Rao (1945) era sin duda interesante y atrayente: Introducir
una métrica Riemanniana sobre una familia paramétrica de distribuciones de
probabilidad proponiendo una distancia geodésica inducida por la meétrica citada
y basada en la matriz de Informacion de Fisher, para medir la disimilaridad entre
distribuciones, de tal manera que dicha métrica es invariante por transformacio-
nes de variables y parametros, era, en efecto, prometedor. Pero mas de 45 afios
después cabe preguntarse si el voluminoso desarrollio asociado a la explotacion
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estadistica, a nivel de Inferencia Asintética por ejemplo, de las propiedades
locales de la Geometria Diferencial de los Modelos Estadisticos, ha servido para
aportar aspectos innovadores en la Estadistica Aplicada o incluso Tedrica.

El papel de los Principios de Entropia Maxima y de Divergencia Minima en la
Estadistica actual, son también muy acertadamente incluidos en este trabajo de
L. Pardo.

Al centrarse este trabajo en Informacion en Estadistica (con Modelo Probabi-
listico subyacente), obviamente quedan al margen muchas cuestiones teoricas y
practicas relativas al papel de la moderna Teoria de la Informacion en la Esta-
distica sin modelo. Particularmente interesante es su papel actual en el analisis
de datos, sobre todo en las técnicas aglomerativas del Analisis Cluster jerarquico
en donde se han propuesto métodos basados en la medida de Informacién tipo
Shannon para el caso de variables dicotdbmicas que posteriormente se han
extendido a variables categoéricas y continuas (Williams y Lance, 1971). También
se han utilizado otras medidas de Informacioén, por ejemplo la de Brillouin que
como es sabido es monotona respecto de la de Shannon. También Buser-Baro-
ni-Urbani (1982) han propuesto otra entropia distinta para datos binarios que ha
sido utilizada ampliamente en las mencionadas técnicas jerarquicas.

Me atrevo a sugerir que un tema pendiente en el papel de la informacion en
Estadistica, es el construir una vision integradora entre lo que es Informacién en
Estadistica Matematica y la utilizacion de la Informacion en el Analisis de datos
o Estadistica sin Modelo probabilistico.

4. INFORMACION Y DIVERGENCIA EN EL ANALISIS MULTIVARIANTE

Una via poco estudiada aun en el amplisimo mundo de la Informacion y de la
Informacioén en Estadistica es, en mi opinién, la de obtener resultados generales
validos para «clases o familias de distribuciones». Dejando a un lado el caso de
la Familia Exponencial, cuyo papel en la Inferencia y también en la Informacion
Estadistica tiene su lugar propio, desde luego mas bien de caracter tedrico, no
se ha abordado en la Bibliografia hasta el momento presente, por ejemplo, la
obtencion de resultados para familias de distribuciones continuas o discretas
univariantes (Pearson; Ord; Kaptein, etc.). AUn mas interesante, tedrica y practi-
camente hablando, seria abordar sistematicamente la cuestion sobre clases de
distribuciones multivariantes continuas o discretas, para las que los métodos de
generacion son hoy relativamente bien conocidos, tanto a nivel de los métodos
clasicos (extensiones multivariantes de los sistemas continuos de Pearson, via
ecuaciones diferenciales de las clases) como via Polinomios Zonales aplicables
en el caso discreto (ver por ejemplo Gutiérrez-Hermoso, 1989).
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A este respecto es de resaltar la reciente consideracion de funciones de
informacion en las clases Eliptica y Esférica de distribuciones multivariantes
continuas, que, como es sabido, desempenan un papel basico en todos los
esfuerzos puestos en marcha para la extension del Analisis Multivariante Normal
a otras distribuciones. En este aspecto Quan-Fang-Teng (1990) consideran dos
poblaciones elipticas n; y , con densidades multivariantes fy g y la «funcion de
informacion»

I(f, g) = _[ f(x) log gf;(();)) dx

Con esta divergencia y bajo determinadas condiciones, la consideracion del
vector aleatorio z < ECD,, (i, X, f), permite establecer interesantes consecuencias
entre la informacion citada y la distancia de Mahalanobis. Técnicamente el pro-
blema lo resuelven por una reduccién al caso esférico, acotando la informacién,
obteniendo cotas del tipo I(f, g) < € y resolviendo ademas, en dicha clase, el
problema general de Discriminacién.

Creo que podriamos sugerir algunos «problemas abiertos» de gran interés en
mi opinién, en este campo, en los cuales podrian desempefiar un interesante
papel, a su vez, las aportaciones originales de L. Pardo y su grupo de trabajo.
Esencialmente dos tipos de problemas:

(i) La caracterizacion de resuitados ya obtenidos para la clase eliptica, como
los antes mencionados, en términos del Parametro de Curtosis de dicha clase
(pardmetro basico en el enfoque tipo Muirhead del Analisis Multivariante sobre
esta clase); asi como conocer «distancias» en informacién entre distribuciones
concretas de la clase en términos de dicho parametro. Todo ello si fuera posible
dentro de los planteamientos de las (h, ¢)-divergencias.

(ii) La consideracion de otras divergencias de entre las que han mostrado
utilidad, manejadas a través de las (h, ¢)-divergencias que nos expone L. Pardo
para el caso univariante, en situacion multivariante y en concreto para la clase
Eliptica. De manera ideal cabria plantearse hasta dénde es posible extender lo
realizado para Constrastes de Hipdtesis Multivariantes via (h, ¢)-divergencias, a
la clase eliptica Multivariante, lo que en mi modesta opinién constituiria un avance
notable en este campo.

5. INFORMACION Y DI\‘IERGENCIA EN PROCESOS ESTOCASTICOS

En mi opinidon el culmen del papel de la Informacion en Estadistica es su
utilizacién en la Inferencia Estadistica sobre procesos Estocasticos, asi como en
la propia fundamentacioén y aplicacién de los mismos.
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Los conceptos basicos de Informacion y Divergencia desempehan un impor-
tante papel en la teoria de Procesos Estacasticos; y ello a dos niveles: A nivel
teorico y a nivel de la inferencia estadistica sobre Procesos. Aunque respecto de
los limites del trabajo de L. Pardo, solo el segundo nivel esta directamente
relacionado, es muy ilustrativo el considerar, siquiera sea brevemente, algunos
aspectos conceptuales de la Informacion en lo que a la fundamentacién teodrica
de Procesos se refiere, sobre todo porque, al igual que en Inferencia Estadistica
en procesos sucede, la extension de la Informaciéon sobre variables aleatorias a
procesos no es ni mucho menos trivial.

Dado un proceso estacionario continuo o discreto, en tiempo real {E(t): t « T}
la informacion desempenia en esta clase un importante papel a la hora de estudiar
su regularidad. De forma mas precisa se denomina «regular en informacion» si
el llamado «coeficiente de regularidad en informacion», que esta basado en la
divergencia de Kullback, tiende a cero.

En otro tipo de Procesos, como los Gaussianos de fundamental importancia
cuando los Procesos se utilizan en la modelizacion de Sistemas de Comunica-
cion, la Informacién en general ha de aplicarse con adaptaciones de los concep-
tos generales «ad hoc» para el tipo considerado. Es interesante pues observar
como en los distintos tipos de procesos se precisa ciertas partes concretas de la
Informacion y de la Informacion Estadistica en general. En los mencionados
Gaussianos juega un papel fundamental la extension a Procesos de la e-entropia,
por ejemplo, que en los de tipo markoviano no tiene papel relevante. La e—entro-
pia de un proceso, en general, {&(t): t e T}, se define como: H.(§(1)) = inf I(E: n);
(1€, n) informacion mutua) en donde el inferior es tomado para todos los pares
de procesos: (£: n); (&(t); n(t); O <t < T) que satisfacen:

i
| E&®-nw)?at<e?

Esta definicion adaptada a Procesos fue tomada por Pinsker (1964), sobre la
base del concepto de e-entropia de Shannon (1959) para variables aleatorias
reales, H (&), respecto del criterio del error cuadratico medio. Ya Shannon probo
que si la variable aleatoria tiene densidad pg(x), entonces:

1 1 1,.06°
HE) + _ In <H(E < In
s 2 2net? s 2 g2

en donde G2 es la varianza de & y H(E) = — _f P:(x) Inpg(x) dx. Cuando ¢ — O se
sabe que

HE) =HE) + Tin 1

+o(1)
2 2net?
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Estos resultados se extendieron a variables aleatorias multidimensionales con
densidad (Gerrish y Schultheis, 1964; Linkov, 1965 y otros) y mas tarde a
procesos estocasticos gaussianos y no gaussianos con enorme dificultad técnica
(Binia, 1974, Binia-Zakai-Ziv, 1974) constituyendo un ciasico ejemplo de la difi-
cultad inherente a la extension de la Informacion e Informacion Estadistica a
determinados tipos de Procesos Estocasticos.

No conocemos que se haya utilizado en relacién con la e-entropia sobre
Procesos Estocasticos, en particular gaussianos, otras entropias distintas a la
inicialmente propuesta de Shannon; ni tampoco conocemos investigaciones so-
bre la utilizacién de medidas de divergencia en el contexto de estos procesos,
distintas a la clasica de Kullback, estando por verse la interpretacion y aplicacion
en Teoria de la Comunicacion de divergencias generalizadas tipo (h, ¢).

Finalmente en lo que al papel de la Informacion en Procesos se refiere y en
concreto sobre Informacion Estadistica en Procesos, creo que es hoy imprescin-
dible hacer mencion del papel de la Informacién Fisher en la inferencia asintética
sobre Procesos de Difusion, tanto a nivel de muestreo discreto como continuo
por trayectorias muestrales. Es bien sabido que ambos tipos de esquemas de
muestreo sobre las Difusiones, tienen que seér tratados técnicamente de manera
muy diferente, a saber: A través de Inferencia sobre verosimilitudes asociadas a
las observaciones de las densidades de transicion, en el caso discreto; y median-
te recursos de ecuaciones estocasticas diferenciales tipo Ito, en el continuo. En
el caso de Difusiones Multidimensionales (de Orstein-Uhlenbeck; Lognormales,
etc.) y por muestreo discreto, es bien conocido el comportamiento asintético en
la Inferencia correspondiente (ver por ejemplo Gutiérrez y otros, 1991). Y en el
caso continuo, la formulacion de la estimacion y contrastes de hipotesis también
es conocida en términos de la informacion de Fisher apropiada (ver el texto basico
de Basawa y Rao 1980, Cap. 9), para el caso del parametro Drift. ; Seria posible
introducir otro tipo de informacion para estudiar contrastes de hipotesis sobre los
parametros tendencia de Difusiones, al menos, relacionadas con el Wiener, es
decir en definitiva sobre procesos de variables normales multivariantes o trans-
formadas? Es otro posible problema a abordar en el futuro, a través de resultados
como los que L. Pardo ha obtenido, junto con otros autores, para contrastes en
situacion normal multivariante y con divergencias generalizadas.

Finalmente quiero terminar agradeciendo a L. Pardo su trabajo, que desde
ahora, junto a importantes trabajos publicados por el autor, creo que debe
constituir una referencia obligada para conocer una panoramica muy completa y
sugerente de lo hecho y por hacer en muchos campos estadisticos y probabilis-
ticos en los cuales la informacion desempefia un importante papel. Y animarle a
ampliarlo tanto desde el punto de vista de su exposicion sistematica como desde
el de continuar investigando en la linea que se ha trazado en los ultimos afos y
en la que tan interesantes resultados ha obtenido.
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Estimacion por maxima entropia

HENRYK GZYL

Universidad Central de Venezuela

DANIEL PENA
Universidad Carlos Il de Madrid
En primer lugar, queremos felicitar a Leandro Pardo por su excelente trabajo

de revision de un campo de gran importancia en Estadistica y que no recibe
habitualmente la atencidn adecuada. Nuestro comentario va a centrarse en las
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aplicaciones estadisticas del principio de maximizacion de la entropia, y, en
concreto, en su utilizacion para la estimacion paramétrica de modelos estadisti-
cos.

Supongamos un modelo F(x, 8), donde 6 es un parametro (posiblemente
vectorial) desconocido, y una muestra aleatoria simple x4,....x, de F. Algunos
autores (Kapur y Kesavin (1992), Jiménez y Palacios (1993)) han propuesto
aplicar el principio de maxima entropia para estimar 6 de la forma siguiente:
(1) Sea

X1y € X2) - € Xy
la muestra ordenada; (2) definamos
P1(6) = F(x(1):0)
Pi(8) = F(x(i;0) — F(x(_1):0) i=2,...,n
Pn+1(8) = 1-F(x(n):0);
(3) construyamos la entropia

n+1

S) =-3 Py0) In Py0) (1)
i-1

y maximicemos esta funcion con la restriccion Y P;i(8)=1. La solucién de este
problema proporcionaria un estimador de 6 que llamaremos de maxima entropia.

Una interpretacion estadistica de este procedimiento (que se fundamenta ha-
bitualmente por teoria de la informacion) es la siguiente. Recordemos que los
estadisticos ordenados dividen el area bajo la distribucion en n + 1 partes de
manera que cada parte tiene la misma area esperada. La distribucion discreta
con maxima entropia es la uniforme. En consecuencia, maximizar (1) implica
elegir 8 de manera que las variables aleatorias P;(6) estén lo mas préoximo posible
a su valor esperado 1/(1+n). Esta aplicacion del método de maxima entropia
ofrece una solucion razonable del problema que: (1) utiliza toda la informacion
en la muestra, ya que el conjunto de estadisticos ordenados es siempre suficien-
te; (2) se basa en una propiedad central de la distribucion de las observaciones
muestrales.

Como ejemplo de este método consideremos que x sigue una distribucion
uniforme en (0,0). Entonces, F(x;0) = x/0, y:

n X, X
SO) =-% (X4 — Xi-1) 07 In (X4, — X1, 6 _[1 - ;”]In [1 - ;;’) (2)
i=1
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con xg, = 0. Como ¥ P,(0) = 1 para cualquier valor de 8. La estimacion por maxima
entropia se reduce en la maximizacion sin restricciones de (2). Derivando S(0)

n

respecto a 0 e igualando a cero y utilizando que X (X, — X, - 1)) = X;n,, S€ Obtiene:
i1

Bue = X (1 + A) (3)

donde

[ 1

n
A=exp: X — Xi- 1) In (X — X - 1))
lxm)u 2 [

Jiménez y Palacios (1993) han estudiado este estimador comparandolo con el
maximo verosimil (x,) y el obtenido por Cheng y Amin (1983). Los tres son
consistentes, pero el estimador (3) parece tener un error cuadratico medio menor.

Para variables absolutamente continuas el principio de maximizacion de la
entropia podria plantearse como maximizar

S(8) = =X f(x; 6) In f(x;; ) (4)
que puede escribirse
S(8) = =X axy(x;; 8) In f(x;; 6) (5)

donde w; = 0 y Yw; = 1. Entonces el método de maxima verosimilitud seria un
caso particular donde w; = n~!, es decir, todos los términos In f(x;;0) tendrian el
mismo peso, mientras que en el método de maxima entropia las observaciones
recibirian un peso proporcional a su probabilidad de aparicion. Es interesante
resaltar que el método de maxima entropia seria, en consecuencia, mas robusto
que el método de maxima verosimilitud ya que las observaciones extremas serian
descontadas, al entrar con un peso menor que las observaciones centrales. En
este sentido recuerda los M estimadores, aunque desde un enfoque diferente.

Por ejemplo, la estimacién de u para variables normales N(u, 1), aplicando (5)
conduce a la ecuacion

Txi— o= T (% — 1) w2 (6)

donde

- 1 A2
@ =expi— , (X —H) (7)

La ecuacion (6) muestra que fx es estimado tratando de hacer compatibles las
propiedades de centralizacién de X (qQue supone 2(x; — X) = 0) y simetria en la
distribucion (que supone X(x; — ﬁ)3 =0), dando ademas una ponderacion a las
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observaciones de manera que las mas atipicas tengan menor peso, lo que
muestra las propiedades de robustez antes indicadas.

En resumen, el método de maxima entropia aparece como una alternativa
interesante a explorar en problemas de estimacion estadistica. Seria interesante
investigar las propiedades estadisticas de los estimadores asi obtenidos y desa-
rrollar procedimientos computacionales para calcularlos en problemas complejos.
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Es para mi un placer el poder anadir algunos comentarios a este interesanti-
simo trabajo donde se recogen las principales ideas y aplicaciones de la Teoria
de la Informacién Estadistica. Quizas mi mejor contribucion pueda ser la de
intentar ampliar un poco la parte de la Teoria de la Informacién que mejor
conozco: su aplicacién al problema de encontrar distribuciones de referencia
(minimo informativas) en los métodos bayesianos de inferencia. De modo que
trataré de resumir a continuacion algunas de las principales ideas.

a) Distribuciones de referencia usando la entropia de Shannon

Como el autor indica en la Seccion 4, la obtencidn de distribuciones minimo
informativas es una de las mas importantes aplicaciones del principio de maxi-
mizacion de la entropia.

Siguiendo a Bernardo (1979), la distribucion a priori de referencia para el
parametro desconocido 0 se define como «aquella que maximiza la informacion
asintotica que se espera obtener de la muestra, entendiendo por informacion (en
este caso) la diferencia entre la entropia (de Shannon) de la distribucién a priori
y la entropia (de Shannon) esperada de la distribucion a posteriori».
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En el caso de que el espacio paramétrico sea finito, la distribucion de referencia
es, como indica el autor, la distribucion uniforme.

Si el espacio paramétrico es continuo entonces, bajo condiciones de regulari-
dad, la distribucion a priori de referencia es la obtenida mediante la conocida
regla de Jeffreys. Para la justificacion rigurosa de esto ultimo véase Ghosh y
Mukerjee (1992) y las referencias alli contenidas.

La situacién se complica enormemente cuando existen paramétros perturba-
dores. Este caso ha sido abordado en el trabajo de Berger y Bernardo (1992).

b) Distribuciones de referencia usando otras medidas de entropia

Aunque la entropia de Shannon es, con diferencia, la mas popular, hay otras
medidas de entropia que son también perfectamente respetables. Las mas im-
portantes son citadas por el autor en la Seccién 2. Por tanto, parece muy
razonable considerar distribuciones de referencia que estén basadas en una
medida de entropia cualquiera, en vez de estar basadas necesariamente en la
entropia de Shannon. Esta extensién de la idea de distribucion de referencia se
encuentra en Garcia-Carrasco (1986).

En el caso de espacio paramétrico finito, es facil obtener que la distribucién a priori
de referencia es la distribucion uniforme, siempre que el concepto de entropia
utilizado cumpla unos requisitos minimos; concretamente, siempre que sea una
funcién concava, no negativa e invariante por permutaciones (cosa que ocurre en la
mayor parte de las medidas de entropia razonables, por no decir en todas).

c) Distribuciones de referencia bajo restricciones

Un problema muy natural es el de buscar la distribucion a priori de referencia
dentro de las que cumplen una serie de condiciones previas. Pero entonces,
puede darse el caso de que la distribucidn de referencia dependa de la medida
de entropia que estemos utilizando; esto es lo que ocurre cuando imponemos
restricciones sobre los momentos.

El problema de obtener la distribucion a priori de referencia sujeta a restriccio-
nes sobre los cuantiles ha sido estudiado en el trabajo de Garcia-Carrasco y De
la Horra (1988), para espacios parameétricos finitos. Este estudio es interesante,
en primer lugar porque las restricciones sobre los cuantiles son, posiblemente,
las mas naturales y las mas sencillas de especificar en casos practicos, y en
segundo lugar porque se probaba en dicho trabajo que la distribucion de referen-
cia es independiente de la medida de entropia empleada, siempre que dicha
medida cumpla los requisitos minimos indicados en el apartado anterior (cénca-
va, no negativa e invariante por permutaciones).
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Espero que estos breves comentarios contribuyan a completar la excelente
panoramica ofrecida por el Profesor Pardo sobre la Teoria de la Informacion
Estadistica.
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Contestacion

Es mi deseo expresar mi mas sincero agradecimiento al Profesor Ricardo
Vélez, miembro del Consejo de Redaccion de Estadistica Espanola, por su
propuesta inicial para que elaborara una perspectiva del estado actual de la
Teoria de la Informacion Estadistica. Agradecimiento que hago extensivo a todo
el equipo editorial de Estadistica Espafiola por la buena acogida de la misma y
en especial a su director, el Profesor Daniel Pefia, por haber tenido ademas la
amabilidad de brindarme unos interesantes comentarios al trabajo.

Vaya también mi felicitacion, no exenta de agradecimiento, a los Profesores
Ramoén Ardanuy, Carlos Cuadras, Pedro Gil, Ramén Gutiérrez, Henryk Gzyl,
Julian de la Horra y al ya citado anteriormente Profesor Daniel Pefia ya que sus
comentarios han enriquecido y ampliado la perspectiva dada en mi trabajo sobre
la Teoria de la Informacién Estadistica. Al centrarse sus comentarios en aspectos
diferentes del trabajo contestaré, o mejor dicho, expresaré mi punto de vista por
separado a cada uno de ellos. Si bien, en un primer comentario de caracter
general, quiero sefialar que algunos de los topicos mencionados por ellos, tuvie-
ron que ser excluidos en aras de no aumentar mas un trabajo que ya de por si
ha resultado bastante extenso. Otros temas han constituido una novedad y en
ellos incluso se sugieren algunas ideas originales que podrian constituir motivos
de interesantes investigaciones.

Me congratula el hecho de que importantes investigadores en Estadistica
resalten, unanimemente, la importancia e interés de la Teoria de la Informacion
en Estadistica e incluso los Profesores Henryk Gzyl y Daniel Pefia senalen, a mi
modo de ver muy acertadamente, que no recibe la atencion adecuada. Este sentir
por parte de nosotros, los Estadisticos, hacia la Teoria de la Informacién se esta
empezando a extender, no sélo en la comunidad cientifica estadistica espafola,
sino en la internacional. Hoy en dia, ya a nadie le parece extrafo ver trabajos
publicados de Teoria de la Informacién Estadistica en las revistas estadisticas
de mayor indice de impacto o incluso de otras areas. Sin ir mas lejos, mientras
estoy escribiendo esta contestacion ha aparecido una interesante recopilacion
sobre la aplicacion de diversas técnicas de Teoria de la Informacion en Economia
y Econometria (E. Maasoumi, 1993). Esto hace unos afios, muy pocos afios, era
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impensable. ; Qué ha ocurrido para que se produzca este cambio? Hasta hace
muy pocos anos la Teoria de la Informacion era una materia que tenia practica-
mente como unica aplicacion la transmision de mensajes lo que llevaba consigo
que inicialmente casi, Unicamente, fuese objeto de estudio por parte de Ingenie-
ros. Posteriormente fue objeto de estudio por parte de Matematicos que se
dedicaron, casi exclusivamente, a dar una gran cantidad de diversas y variadas
axiomaticas y a definir nuevas medidas de entropia y divergencia para posterior-
mente presentar una caracterizacién de las mismas. Durante todo este desarrollo,
no intervinieron de forma activa Estadisticos, por ello la casi total ausencia de
aplicaciones estadisticas en la literatura cientifica de Teoria de la Informacion
durante este periodo de tiempo. A mi modo de ver el interés por parte de los
Estadisticos nace con los trabajos de Kullback, De Groot, Lindley, Rao, etc., en
los que se abordaron diversos problemas estadisticos a través de la Teoria de
la Informacién. No obstante, yo estoy firmemente convencido que en los proximos
anos tendra un desarrolio espectacular en lo que se refiere a las aportaciones
de la misma en Estadistica y la Teoria de la Informacion Estadistica tendra una
atencion adecuada por parte de los Estadisticos.

El Profesor R. Ardanuy hace un interesante y completo estudio de las distribu-
ciones de maxima entropia en el intervalo (a, b) con momentos de segundo orden
dados y plantea, presentando algunos resultados, la utilizacion de las medidas
de divergencia en problemas de estimacion paramétrica. Este segundo topico no
ha sido suficientemente estudiado hasta la fecha y por el interés que tiene voy a
dedicar unas lineas al problema de estimacion puntual desde esta perspectiva:
Sea (X, Bx, Py), 6 € O, un espacio estadistico, X, ..., X, una muestra aleatoria
simple de Py con 8, € O y desconocido. Para cada 6, 6, € © se considera la
funcidn de pérdida no negativa L(6,, 6) y la familia de (h, ¢)-divergencias no
negativas DS (Py,» Pe). Una medida de (h, ¢)-divergencia y una funcion de pérdida

se dice que son equivalentes si para cada 6,, 0 € O, se verifica

Dg (Pg,, Pg) =L (8, 0).
Vajda (1989) establecid que si se considera la distancia
1
D (Fy,, Fy) = jo (Fy! = Fy')2 dw
con W distribucion de probabilidad sobre (0, 1), verificando

.
f (F")? dW < oo,
0
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si el parametro es de localizacion (Fy(x) = F(x — 8), 8 € © — R), entonces se tiene
que la distancia D y la pérdida cuadratica son equivalentes. Eligiendo convenien-
temente las funciones h y ¢ es posible encontrar funciones de pérdida usuales
equivalentes a las (h, ¢)-divergencias correspondientes.

Desde un punto de vista clasico el estimador 6,, minimiza en algun sentido la
funcion de riesgo

R (89, 8) = Eq, (L (80, 8)

o lo que es lo mismo
Eq, (L (80, B)) = Eq, (D (Pg,, P ).

en el caso de que D sea una distancia equivalente con L. Si reemplazamos la
distribucién desconocida Py, por un buen estimador no paramétrico P,, basado

en X4, ..., X, se obtendran estimadores que minimizan
Eq, (D (P, Pg))
Es claro que esta esperanza se minimiza si

D (Py, P§)) =inf D (Py, Py) c.s.

e O

Este estimador representa la contrapartida al estimador minimax dentro del
método de la minima distancia,

max R (0, én) =inf max R (6, 0).
] 0c O Bye O

Si,
sup | Eq; (D (Py,, Pg)) — Eg, (D (Py, Py))|

Be O
tiende a cero suficientemente rapido, los dos estimadores son equivalentes.

Un razonamiento analogo se puede hacer para estimadores Bayes o centrados
uniformemente de minima varianza.

Otro punto de interés es la importancia de la divergencia de Kullback como
funcion de pérdida en la estimacion de densidades. Sea X, ..., X, una muestra

A
aleatoria simple de una densidad f y sea f un estimador de la forma

?(x. hy=(h)™ ¥ K{x-X/h}
i1



COMENTARIOS 301

con ventana h y nucleo K. Habema, Herman y Van der Broek (1978) proponen
como parametro de suavizado el valor h que minimiza

n A
CV(h)y=n" X logf (X, h)
i=1

donde

f o ={=1)hy" S K{x=Xh.

j#i

La justificacion de este procedimiento como sefnala Hall (1987) se encuentra
en que CV(h) es un estimador insesgado de

A
E(D(f, f)) (D divergencia de Kullback)

para muestra de tamafio n — 1 y en consecuencia el valor de h que maximiza
CV(h) minimizara asintdticamente, bajo determinadas condiciones (Hall 1987), la
pérdida esperada de Kullback.

En relacion con los interesantes comentarios del Profesor C. Cuadras qui-
siera comenzar sefialando que asi como la entropia de Shannon, como muy
bien él indica, tiene una interpretacién desde el punto de vista de la Fisica,
otras también lo tienen, como por ejemplo la energia informacional en térmi-
nos de la Energia Cinética de la Mecanica Clasica (Guiasu 1977, p. 61). Por
otra parte, como se pone de manifiesto en Pardo, L. y Taneja (1991) y
Morales, Pardo y Quesada (1987) la resolucion de los denominados «proble-
mas logicos» se puede hacer con cualquier medida de entropia, no unicamen-
te con la entropia de Shannon. Quiza en este sentido sea conveniente sefalar
que mientras la energia informacional o la entropia cuadratica admiten un
estimador analégico centrado con una expresion sencilla, la entropia de Shan-
non no. No es mi intencion sobrevalorar la energia informacional o la entropia
cuadratica sino unicamente sefialar algunas caracteristicas de las mismas que
pueden ser de interés para el lector.

En la tabla 1, el Profesor C. Cuadras presenta un cuadro de proporciones de
grupos sanguineos para diferentes razas humanas y algunas medidas de diver-
sidad en el que se aprecia una relacion monétona entre la entropia de Shannon,
la de Gini-Simpson y la desviacion tipica. Esta circunstancia le conduce a sefalar
que como medidas de incertidumbre las entropias del tipo

n
Hy (P)=2% pi ¢ (p)
i1



vienen a indicar lo mismo. A mi entender la relacion es causal ya que si por
ejemplo se consideran las distribuciones

P =(0.30, 0.24, 0.22, 0.12, 0.09, 0.03)
Q =(0.36, 0.21, 0.16, 0.12, 0.08, 0.07)

se tiene

GS(P) =0.7806 > GS(Q) = 0.7750
H(P)=1.61315 < H(Q) = 1.63138.

Una cuestion importante en relacion con las medidas de diversidad es la
inconsistencia entre ellas. En general, como sefala Hulbert (1971) diferentes
medidas de diversidad pueden dar lugar a érdenes inconsistentes. Una situacion
donde puede evitarse la inconsistencia es cuando las distribuciones de probabi-

lidad bajo estudio estan mayorizadas: Dadas las distribuciones P = (py, ..., pm) ¥
Q = (g4, ..., Qu) se dice que P esta mayorizada por Q (P <., Q) si se verifica
r r

2 Pi = z Qi r=1,...M-1
i1

=1

ConN Py 2 P2 2.2 Pm) Y Q) = Q2) 2.2 qm)-

En este caso si las medidas de diversidad consideradas son schur-céncavas
se mantiene el orden dado por la relacion de mayorizacion (intuitivamente P <., Q
significa que P estd mas separada en el sentido de una mayor variabilidad que
la Q):

Diversidad(P) > Diversidad(Q).

Buena parte de las medidas de entropia usuales son schur-céncavas: Shannon,
Havrda y Charvat, Rényi, Arimoto, etc. Un estudio interesante acerca de ordena-
ciones con diversidades puede verse en Patil y Taille (1982).

Una cuestion si me gustaria sefalar en relacion con las entropias generaliza-
das y que hace referencia al sentido que para nosotros tiene el funcional de las
(h, ¢)-entropias (lo mismo se podria sefalar en relacion con las (h, ¢)-divergen-
cias o las Rlj—divergencias). Nuestro objetivo al introducir tales funciones fue
poder estudiar de forma unificada y no entropia por entropia (o divergencia por
divergencia) caracteristicas y aplicaciones comunes en todas ellas. Es por ello y
para evitar que pudiera pensarse que se trata de construir nuevas medidas de
entropia (o divergencia) que en nuestros ultimos trabajos hemos querido dejar
esto suficientemente claro, por lo que textualmente se dice lo siguiente: «Under
the above formula, a wide variety of divergence measures, can be enumerated;
however, our aim is not to introduce a new measure. We have tried to give a very
general functional, which can be used to do global studies, instead of measure
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to measure individualized studies, therefore we would like to consider the (h,
0)-entropy measures as a simple way to summarize previously definied entropy
measures, in such a way that when we talk about (h, ¢)-entropies is because we
have in mind an already existing and studied entropy. The final purpose is to save
time and work».

Finalmente, en relacion a la interesante cuestion que el Profesor Cuadras
plantea acerca de la eleccion de la medida de divergencia (lo mismo se puede
preguntar acerca de las medidas de entropia) adecuada para una determinada
situacion, mi opinion personal es que ésta dependera del problema que se trate
de resolver. Yo no puede compartir las palabras que el Profesor Cuadras cita
sobre la opinion acerca de este tema de R. R. Sokal. Hasta la fecha, éste es un
problema que nos ha preocupado y que hemos abordado en el caso de pobla-
ciones muitinomiales cuando se han utilizado las (h, ¢)-divergencias en la cons-
truccion de contrastes de hipotesis para los problemas de bondad de ajuste,
homogeneidad e independencia. En este sentido, aunque para cada uno de los
contrastes se tiene la funcion de potencia no resulta muy atil su utilizacion, en
procedimientos asintoticos, para la comparacién de diversos contrastes de hipo-
tesis. Por ello, parece adecuado utilizar la eficiencia tipo Pitman o tipo Bahadur
para abordar el problema. Zografos (1992) ha establecido que dentro de la clase
de medidas de divergencia de Csiszar la eficiencia Pitman es la misma cuando
se utilizan en los problemas de contraste de independencia. Por otra parte, se
sabe que dentro de esta familia de divergencias, la de Kullback es la que da lugar
a un contraste mas eficiente en el sentido de Bahadur. Estos resultados se han
extendido, dentro de la familia de las (h, ¢)-divergencias, para los constrastes de
bondad de ajuste, homogeneidad e independencia en Menéndez, Morales, Pardo
y Salicra (1993).

En el caso de familias de divergencias mas reducidas es posible comparar los
miembros de la familia atendiendo a los momentos y a las funciones de distribu-
cion. Centremos nuestra atencion en la familia de divergencias de orden ry grado
s, D} de Sharma y Mittal. Bajo la hipdtesis (por ejemplo) de bondad de ajuste,
Hq: P = Py, se sabe que

A
Tr, s,n= 2rn D (P, Po)

se distribuye asintéticamente segun una xfﬁ _,- Un meétodo de analizar la veloci-

dad de convergencia a la distribucién asintotica consiste en calcular los desarro-
llos de Taylor de segundo orden de los momentos respecto al origen de los
estadisticos T, . Los tamafios de los términos de correccion nos daran alguna
informacion sobre el error de aproximacion que se comete al usar la distribucion
asintotica Xf,. _, en lugar de la distribucion de probabilidad exacta del estadistico.
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Mas concretamente, se tendra

E(T snn=(M-1+ 1 f,(r, s, M, Pg) + O(n372)
n

E (T?,sn) =(M2-1)+ 1 f,(r, s, M, Pg) + O(n~32)
n

y dados M y P, se seleccionarian aquellos valores de r y s que hagan
fi(r, s, M, Pp) =fo(r, s, M, Pg) =0

Dichos valores haran que la convergencia de los momentos exactos a los asin-
toticos sea mas rapida.

También es interesante utilizar esta metodologia en las hipétesis alternativas

M
contiguas, H; ,: P =Py + c/n'2, donde c = (Cy,..., cyly X ¢, =0.
i=1

Obsérvese que ahora la distribucion asintética de T, 5, es fo~1 (8), donde el
parametro de no centralidad es & = c! diag (Pg)~'c. Ademas,

E(M sn=(M=1+8+n"2g,(r,s, M, Py) + O(n™")
EM)=(M>-1+2M+1)8+8)+n"g,(r,s,M, Py) + O(n").

Cressie y Read (1984) establecieron en el caso de tomar
ox)=(x*'"-1N/a@+1) y hx)=x

con estas técnicas, que el rango de valores recomendado para a era el intervalo
[1/3, 2/3] con un especial énfasis en el valor a = 2/3.

Al centrarse el trabajo en aplicaciones estadisticas de medidas cuantitativas
de incertidumbre y divergencia no se mencionaron, como muy bien sefala el
profesor P. Gil las medidas ponderadas de entropia y divergencia. Es claro, como
puede evidenciarse en las dos siguientes situaciones, que el enfoque cuantitativo
no agota todos los aspectos de la informacién: La primera se refiere a una
leyenda de la mitologia griega. Teseo, partiendo para una expedicion, ha prome-
tido a su padre Egeo que, si consigue su hazana, remplazara a su vuelta la vela
negra de su barco por una blanca. Podemos ahora hacernos la pregunta: ; Cual
es la cantidad de informacion contenida en las velas? La segunda situacion se
reduce a la cuestion trivial: ;Cual es la informacion que obtenemos cuando
lanzamos una moneda? Aunque completamente diferentes, estos dos problemas
ponen en juego el mismo esquema. Las dos velas como las dos caras de la
moneda representan dos sucesos equiprobables y encierran la misma cantidad
de informacién, log,2 = 1. Pero para Egeo, entre la informacién proporcionada
por la vela negra y la proporcionada por la vela blanca habia una distinciéon
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importante; asi al olvidarse Teseo de sustituir la vela negra por la blanca, su
padre de desesperacion se lanzo al mar desde lo alto de una roca. Sin embargo,
desde un enfoque cuantitativo de la Teoria de la Informacion esta distincion no
es esencial.

En un sistema cibernético (biolégico o técnico) la actividad esta dirigida hacia
la realizacién de un fin cualquiera. El sistema debe disponer enconces de un
criterio para poder diferenciar los sucesos. El criterio cibernético para una dife-
renciacion cualitativa de los sucesos consiste en la importancia, la significacion
o la utilidad de la informacion que reportan respecto al fin. La aparicion de un
suceso elimina una doble «incertidumbre»: Una de orden cuantitativo respecto a
la probabilidad de aparicién y otra de orden cualitativo relativa a su utilidad en la
realizacion del fin. Esto motivo la necesidad de conjuntar en una expresion estos
dos conceptos fundamentales: probabilidad y utilidad. Belis y Guiasu (1968)
adaptaron la entropia de Shanon a este nuevo esquema. P. Gil (1975) la redefini6é
de una forma mas razonable y M. A. Gil (1979) la caracterizé axiomaticamente.
L. Pardo (1981) hizo lo propio con la entropia cuadratica, siendo J. A. Pardo
(1986) quien la caracterizd axiomaticamente. Posteriormente se han realizado
estudios adaptando diversas medidas de entropia a este esquema y estudiando
algunas interesantes aplicaciones. Entre estos trabajos merecen una especial
mencion los de Emptoz (1976), M. A. Gil; Pérez y P. Gil (1989), Hooda (1984),
Singh (1983), Sharma, Mitter y Mohan (1978), Mohan y Mitter (1978), Singhal,
Tuteja y Jain (1988), Khan y Autar (1979).

En lo que hace referencia a las medidas de divergencia, Taneja (1985) adapta
la divergencia de Kullback y posteriormente Frank, Menéndez y L. Pardo hacen
lo propio con la ¢-divergencia estudiando ademas su distribucion asintotica y su
aplicacion al contraste de hipdtesis.

En relacion con el otro punto que sefiala el Profesor P. Gil: La Teoria axiomatica
de la Informacion, si bien me parece de interés desde un punto de vista matematico
le aplicaria una frase sacada textualmente de sus propios comentarios: Las «floritu-
ras» matematicas son, evidentemente, valiosas como aportacion al conocimiento
general, pero poco rentables para el conocimiento del mundo que nos rodea.

Las reflexiones del profesor R. Gutiérrez son interesantes, importantes y quiza
muchas de ellas puedan ser el germen de futuras investigaciones si se tiene en
cuenta, como muy bien sefala, la etapa de madurez en la que en estos momentos
se encuentra la Teoria de la Informacion Estadistica. A la luz de los comentarios del
apartado 3 siento no haber expresado en algin momento mi punto de vista sobre
algunas cuestiones tratadas y que como consecuencia de ello se pueda deducir un
panorama idilico de lo tratado. Asi, tras una breve incursion en la Geometria Dife-
rencial, quiza por eso me falte tener un horizonte mas amplio, e incluso tras publicar
algunos trabajos en este campo, mi opinion sea totalmente coincidente con la dada
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por el Profesor R. Gutiérrez: Pocos han sido los aspectos innovadores que la
Geometria Diferencial ha aportado a la Estadistica. Una gran parte de los trabajos
en este area y relacionados con la Teoria de la Informacion Estadistica han estado
enfocados a la obtencion de nuevas métricas Riemannianas y al calculo de la
distancia en diversas familias de distribuciones de probabilidad, quedando en un
segundo lugar la aplicacién de las mismas a la obtencion de resultados concretos
que de alguna manera las justifiquen. Estoy completamente de acuerdo con el
profesor R. Gutiérrez, y tomo buena nota de ello, que un tema pendiente de la Teoria
de la Informacion Estadistica es construir una vision integradora entre lo que es
Informacion en Estadistica Matematica y la utilizacion de la Informacion en el Analisis
de Datos o Estadistica sin Modelo probabilistico.

En relacion a las medidas de informacion y divergencia en el Analisis Multiva-
riante quiero sefialar que si bien no se ha mencionado en el trabajo por motivos
de extension si que existen interesante trabajos en lo que respecta al Andlisis
Discriminante. Asi, en Kailath (1967), Kanal (1974), Chen (1976), Boekee y Van
der Lubbe (1979), Taneja (1985), Toussaint (1974), Vicente (1993), Menéndez y
otros (1993), etc., se presentan cotas para la probabilidad de clasificacion erronea
en términos de medidas de informaciéon y divergencias si el individuo, w, se
asigna a la clase C; cuando su probabilidad a posteriori, una vez observado
X = (Xq, ..., Xp) es la mas alta; es decir, se clasifica de acuerdo a la regla Bayes.
Considerar alguna clase restringida de divergencias como por ejemplo las de
orden r y grado s de Sharma y Mittal o las de Cressie y Read, construir en base
a estas medidas de divergencias un clasificador para las familias esféricas y
elipticas de distribuciones multivariantes y analizar si existe algun valordery s
dentro de las medidas de divergencia de orden r y grado s o algun valor de r
dentro de las de Cressie y Read que den lugar a una probabilidad de clasificacion
errobnea menor que el clasificador obtenido con la de Kullback por Quan, Fang y
Teng (1990) parece interesante.

Por otra parte, como sefnala el profesor R. Gutiérrez, serd necesario estudiar
si al hacer contrastes en general con las familias de distribuciones esféricas y
elipticas de distribuciones multivariantes, de una forma similar a los procedimien-
tos que hemos venido desarrollando con poblaciones normales, conducen a unos
resultados tan satisfactorios como con estas poblaciones.

El profundo conocimiento que el profesor R. Gutiérrez tiene sobre procesos
estocasticos le hace plantear de una forma clara y precisa el papel que ha jugado
hasta la fecha la Teoria de la Informacion Estadistica en el campo de los procesos
Estocasticos, dejando bien claro, como en realidad es, que éste es un campo en
el que los estudiosos de la Teoria de la Informaciéon Estadistica deberiamos
volcarnos como culminacion del interés e importancia de ésta en Estadistica. Si
bien éste es un tema que no hemos tratado en profundidad, quizas ésta sea una
linea de encuentro para una investigacion futura conjunta entre nuestro grupo y
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el del profesor R. Gutiérrez, si que tenemos algunos resultados que mencionaré
posteriormente. Antes quiero comentar un resultado interesante debido a
Blackwell (1956) y por otra parte curioso ya que como es conocido a Blackwell
siempre se le asocia con la Teoria de la Decisidon: Sea {X,,, —~ < n < o} un
proceso estocastico ergodico estacionario con un numero finito de estados,
i =1, ..., I. Para cualquier secuencia finita s = (iy, ..., ik), 1 <ij<l,k=1,2, .., sea
qs) =P Xy =14, .., Xk =ik, Yy sea Zy = q(Xy, ..., Xi). McMillan (1953) establecio
que la sucesidon de variables aleatorias {Z,} es asintéticamente consistente en
el sentido de que existe una constante H > 0, llamada entropia del pro-
ceso {X.}, tal que E (In-'log Z, + H|) — 0. Este resultado implica que pa-

ra valores grandes de n, cualquier realizacion del vector aleatorio (X, ..., Xg)
tiene una probabilidad aproximada de ocurrencia de 2"H, la constante H
es fundamental para el desarrollo de la Teoria de la Informacion. Ademas, si
Uiy = P(Xq = ifXp, X_4, ...,) y V = U(X4), McMillan probé que H = -E(log V). Si {X,}
es un proceso de Markov con A; = P(X,, = i), m(i, j) = P(Xns1 = i/Xn =i, Xpo1s -o0),
se tiene U(i) = m(Xy, i), V = m(Xy, X4), con lo cual

H=2 A m,j)log mi, j).
i

Entonces la entropia de un proceso de Markov es facilmente calculable. Sin
embargo, si ¢ es una funcién definida en 1, ..., | con valores 1, ..., A no existia
una expresion para al entropia de {Y, = ¢(X,)} tan simple como la dada anterior-
mente. Blackwell establecié que la entropia del proceso {Y,} venia dada por

H=-] Sr, W) logr, w) daw)
o

donde Q es una distribucién de probabilidad sobre los conjuntos de Borel del
conjunto W de vectores w = (wy, ..., w|) con

|

w20 Xw=1yraw) =% ¥ w md,j.
i i1 jlog)  a

La distribucion Q esta concentrada sobre los conjuntos W4, ..., W,, donde W,,
esta formada por todos los w € W con w; = 0 para (i) # a y satisface la ecuacion

Q(E):ZI . fa(w) dQ(w)
a f, (E)
donde f aplica W en W, con la j-ésima coordenada de f.(w) dada por
2w, m(, j/ra(w) para ¢(j) = a. Ademas Blackwell establece bajo determinadas

condiciones de regularidad que la solucion de la ecuacién integral que obtiene
para Q es unica.
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Esta idea sirvid posteriormente a McFadden (1965) para definir y estudiar las
propiedades de la entropia de un proceso puntual idea desarrollada posterior-
mente con la energia informacional en Morales, Pardo y Quesada (1985). El
célculo de la divergencia entre dos procesos puntuales y el estudio de sus
propiedades se ha realizado en Morales y Pardo (1992).

Un problema poco tratado, o al menos desconocido para mi, es la utilizacion
de medidas de divergencia y entropia con el fin de hacer inferencias sobre
procesos estocasticos. En este sentido en Morales, Pardo y Quesada (1991), se
adapta la x2-divergencia para cuantificar la informacién que una muestra aleatoria
simple X;, ..., X, proporciona sobre un proceso de Dirichlet, F(t), con parametros
a(') en un contexto bayesiano no paramétrico y se utiliza para establecer una
regla de parada en el muestreo secuencial en aquellos problemas donde el
objetivo del estadistico no sea alcanzar una decision sino recoger informacion
acerca de la funcidon de distribucion aleatoria. El trabajo de Barndorr-Nielsen y
Sorensen (1991) resulta de interés en relacion a la problematica que se plantea
en los procedimientos de inferencia en procesos estocasticos con medidas de
informacion, mientras que el libro de Liese y Vajda (1987) efectua un tratamiento
riguroso de procesos con incrementos independientes a través de divergencias.

El interés del método de estimacion paramétrica basado en la maximizacion
de la entropia mencionada en los comentarios de los Profesores H. Gzyl y D.
Pena es claro y como ellos senalan seria muy interesante investigar sus propie-
dades. Resulta también digna de mencién la utilizacion del principio de maximi-
zacién de la entropia en la estimacion no paramétrica de densidades. A este
respecto quiero sefalar los procedimientos debidos a Theil y Laitinen (1980),
Kapur (1983) y Rodriguez y Van Ryzin (1985).

Sea x(1) < X(2) < ... < X la muestra ordenada y &, ..., £,_4 valores intermedios
a determinar y que luego senalaremos su forma de obtenciéon. Estos n — 1 puntos
determinan n intervalos abiertos de la forma:

Iy = (=00, £1); 2 = (1, &2)5 -3 1ozt = (En2s Ent)s In = (Enet, )

Kapur (1983) bajo las restricciones: (i) La masa de probabilidad en cada |;, ha
de ser 1/n. (ii) La media de la variable objeto de estudio en cada intervalo |; es
X encuentra que la distribucion que maximiza la entropia viene dada por

1 1 X— &4 ;
exp Si —o < X < &4
n&i—Xq [§1 —XmJ
f(x) = { A exp (aix) Sig_1<x<§ i=2,.,n-1
1 1 exp ‘tan—1 Sién_1<x<°°
N Xn) _’E.»n—1 Xn) én—1
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donde los a, se obtienen mediante la resolucion de las ecuaciones

1—exp (@ &_-1-8&) i=2,..

a, = , ,n—1
(Eal - X)) —exp (a ({;1 -1 ‘E.-i)) (E;i—T - én)
y los A; mediante
A= . ew(ag) , i=2,..n-1
n( (& = xa) = exp (@ &~ 1 = &) (&1 = Xq) )

En relacidén con la determinacion de los &y, ..., &, 4, Kapur propuso tres méto-
dos: (a) Si se impone que f(x) sea continua en todos los puntos se tienen n — 1
ecuaciones a partir de las cuales se pueden determinar &, i =1, ..., n -1,

Aiexp (@ §)=A,1exp (@ ,15), i=1,..,n-1

(b) Sinos centramos no en la continuidad de la densidad, f(x), sino en que tenga
la maxima entropia posible, sera necesario maximizar

n
H(éh""gn—‘]):z ('Og A|+ai x‘J_
i=1 n n

Conociendo A; y a; en funcidn de g, podemos elegir éstos de tal forma que
maximicen H(&,, ..., &,_1) sujetos a

—oo < X(1) < &,1 < X(z) <...< &n_1 < X(n) < oo,

(c) Elegir & = X0 +2X“f Yi=1,..,n-1.

En lo sucesivo estos tres métodos se denotaran por DMEI, DMEIl y DMEIII
respectivamente. Se comprueba que la varianza de la variable aleatoria cuya
densidad es la de maxima entropia obtenida mediante cualquier de los tres
procedimientos anteriores excede a la varianza muestral en una cantidad que es
el promedio de las varianzas dentro de cada uno de los intervalos.

En el procedimiento establecido por Theil y Laitinen (1980), la primera condi-
cién impuesta es analoga a la sefialada anteriormente en el procedimiento de
Kapur, mientras que en lugar de la restriccion (ii) proponen la restriccion: (ii’) La
funcion de densidad estimada, f(x), de la variable aleatoria objeto de estudio X
se debe construir de forma que la media de X en cada intervalo |; sea una funcién
lineal convexa de los valores x; asociados a los extremos del intervalo y tal que
la media global o general se conserve (sea igual a la muestral).



Una cuestion importante es que los valores &, son de la forma
g =232(x,, X,.1,), i=1, .., n,donde (.,.) es una funcidén simétrica y diferenciable

en sus dos argumentos, cuyo valor esta dentro del rango definido por ellos.

Con estas hipotesis Theil y Latinen obtienen como densidad de maxima entro-
pia bajo las restricciones (i) y (ii’), la siguiente

1 1 exp 4x — 2X%4, — 2X,2, Si— 0o < x < X1 T X2)
n1 _ Xi2) = X1 2
4 (X2, XH))
fx) = 2 si Xi-1 + Xu)<x<xm+xgu1;
B n(xilr1)_x(lA1))
1 1 exp[zx(n-1)+len)—4xJ si Xn-1 T X oy <o
n1 Xy — Xn —
4 (X(n)"xm—h) (n) (n—1)
ue evidentemente es uniforme en los intervalos acotados |I,, ..., I, y exponen-
2 1

cial en |, e I,. Este método se designara por DMEIV. En este caso la varianza
de la variable aleatoria asociada a la densidad estimada viene dada por

n n-1 n-1
1

r11 .;Z1 X = %)% - 41n i% O 1= X = 24n g‘z (i 10 =X 1)

que obviamente es menor que la varianza muestral.

Theil y O'Brien (1980) consideraron la mediana y los cuartiles de la DMEIV
como estimadores de los correspondientes valores poblacionales para muestras
aleatorias de poblaciones normales y establecieron que estos estimadores tienen
menor error cuadratico esperado que los muestrales para n pequefno. Theil y
Lightburn (1981) establecieron que si el rango es (0, «) la DEMEIV sobre (0, &,)
es una exponencial truncada.

Finalmente se indicara el procedimiento sefalado por Rodriguez y Van Ryzin
(1985). Sea k un numero entero positivo fijo, m={rk‘}yq =n - mk. Entonces

n=mk+qconqge {0, 1, .., k- 1}. Se define también

Ei=NXki=01 1) Xki—0+ 21+ - - -+ Xki + 0))
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donde h es una funcién, que habra que determinar, de 26 argumentos tal que
& € (X(ki—o+1), X(ki+p)) Y donde

si k es par

N X

9:
+ 1 . .
5 si k es impar

A partir de aqui se considera la particion

1 = (=02, &1), oy i =[G, &), oo 1 =[Gty )

y para obtener la densidad de maxima entropia imponen las dos condiciones
siguientes:

(a) Restricciones de conservacién de la masa,
jl f(x) dx = PAX e Iy = X i=1...,m-1
| n

| o0 dx=Pyx e |m):l<:q

m

(b) Restricciones de conservacion de la media. Por un lado se requiere para
cada | ; que E(X/X € |;) sea una combinacién lineal convexa de todos los
estadisticos ordenados implicados en la definicion de |;, i = 1, ..., m. Por otro que
se conserve la media general

1 n
J- xf(x) dx = ' 3 X
R Nni-1

Con estas restricciones la densidad de maxima entropia viene dada por

k/n
éi - éi—1

siendo exponencial en los intervalos extremos |, e |,. Ademas,

fn(x)= six e [éiA",E_,i), i=2,...,m—1

k
1 1 1 i
Zi+ X Zi+, Zcer  sikespar
2k Kk 2k
& =h(zq,..., Zo9) = K bz
15 z si k es impar
Kij 1

Este procedimiento se denomina Histograma de Maxima Entropia (HME). Es
claro que la DMEIV es un caso particular del HME con k = 1 y por tanto m = n,
q=0y6=1.
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Si se elige k = k(n) de forma que k(n) —— =y n 'k(n) —— 0, entonces

fa(x) =2 5 fix) para todo x punto de continuidad de f. Es decir, se tiene garanti-
zada la consistencia fuerte del HME. La normalidad asintética del HME se tiene si
se permite que k = k(n) diverja de forma que n-"k(n)¥2 —— 0, ya que en este caso

k()2 (f(x) — f(x)) ——> N(O, g f(x))

para todo punto de continuidad de f.

En relacién con la entropia de Shannon y los estadisticos ordenados, si bien
no con el principio de maxima entropia, es interesante resaltar los tests de
normalidad y uniformidad establecidos por Vasicek (1976) y Dudewicz y Van der
Meulen (1981). La utilizacion para estos problemas de otras medidas de infor-
macidn proporciona unos resultados tan aceptables como con la entropia de
Shannon como puede verse en Pardo, M. C. (1993).

El Profesor J. de la Horra sefala un importante resultado en relacion con la
obtencion de distribuciones de referencia bajo restricciones sobre los cuantiles
debido a que la distribucion de referencia resultante es independiente de la medida
de entropia empleada. Este hecho no es habitual ya que como también sefiala el
Profesor De la Horra en general depende de la medida de entropia utilizada. Es
claro que la obtencion de distribuciones de referencia con medidas de entropia
distintas de la de Shannon es una linea abierta de investigacion, si bien con unas
complicaciones adicionales. El método de los multiplicadores de Lagrange no admite
mas que restricciones de igualdad por lo que no cubre las restricciones de no
negatividad que debe verificar la distribucion de referencia. En el caso de la entropia
de Shannon se tiene asegurada la no negatividad de la distribucion de referencia
por ser ésta de tipo exponencial. El no poder utilizar en general el método de los
multiplicadores de Lagrange conduce a que con determinadas restricciones y algu-
nas medidas de entropia haya que recurrir a métodos de optimizacion mas comple-
jos, pero no por ello menos exentos de interés.

En el caso particular de la utilizacidén de la entropia cuadratica para la obtencion
de distribuciones de referencia el problema se soluciona de forma conveniente
mediante la programacién cuadratica.
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